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Theorie der Druckkarven. Von M. Milahkovitch. 



Theorie der Dmckkurren. 

Von Dr. M. Milankovitch in Wien. 

Erstes Kapitel. 

Die Draokknrve, ihre Gleichnng nnd ihre Eigenschaften. 

Definition der Drookkorre. 

1. Es stelle ABGB (Fig. 2, S. 5) einen Teil eines festen Trag- 
korpers dar, der sich nnter dem Einflasse äußerer Kräfte — Lasten 
und Stützenwiderstande — nnd des eigenen Grewichtes im Gleichgewichte 
befindet. 

Wir setzen voraus: 

Der Tragkörper sei prismatisch, seine Erzeugenden seien senkrecht 
zur Bildebene, die Leitlinien CN\N'B und DN^NÄ stetige Kurven 
(Begrenzungskurven), der Tragkörper sei homogen und sein spezifisches 
Gewicht sei g. 

Die Tiefe des betrachteten Teiles des Tragkörpers, — senkrecht 
zur Bildebene gemessen — den wir zwischen zwei zur Bildebene paral- 
lelen Ebenen eingeschlossen denken, sei ß. 

Von den Lasten setzen wir voraus, daß sie alle in der Bildebene 
wirken, über die Begrenzungskurven kontinuierlich verteilt sind und 
sich von Punkt zu Punkt stetig ändern. 

Anmerkung 1. Ist die Belastung des Tragkörpers ketne stetige, so kann 
derselbe in solche TeUe getrennt werden, für welche die gemachten Yoraussetzangen 
gelten. 

Denkt man sich nun einen ebenen, zur Bildebene senkrechten 
Fugenschnitt NN' durch den Tragkörper geführt, entfernt den rechten 
Teil des so zerschnittenen Tragkörpers und stellt das zerstörte Gleich- 
gewicht durch die Kraft R wieder her, so nennt man die Kraft R die 
Druckkraft des Fugenschnittes NN' und ihren Angriffspunkt E an dem 
geführten Fugenschnitte den Druckmittelpunkt des Fugenschnittes NN'. 

Werden nun nach einem bestimmten Gesetze — nehmen wir an 
senkrecht zu einer gegebenen Kurve der Bildebene — unendlich viele 
unendlich nahe ebene Fugenschnitte durch den Tragkörper gefahrt 
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2 Theorie der Dmckkurven. 

gedacht, so stellt der geometrische Ort der Druckmittelpankte dieser 
Fugenschnitte die Druckkurve im Tragkörper für den gegebenen Be- 
lastungsfall und für die gewählte Art der geführten Fugenschnitte dar. 
Ändert sich das eine oder das andere, so ändert sich damit auch die 
Druckkurve. 

Anmerkung 2. Bei den Stein- und Erdkonstruktionen ruft die Erafb B 
immer einen Druck hervor und daher die Bezeichnungen: Druckkraft, Druckmittel- 
punkt und Druckkuire. Buft die Kraft 12 einen Zug hervor, so wären die Be- 
zeichnungen: Zugkraft, Zugmittelpunkt und Zugkurve zutreffender, um aber nicht 
fortwährend Doppelbezeichnungen anwenden zu müssen, so werden wir nur von 
Druckk^ften, Druckmittelpunkten und Dmckkurven sprechen und bemerken hier 
nur, dafi die folgenden Ableitungen Gültigkeit haben auch für den Fall, wo R 
eine Zugkraft ist. 

Allgemeine Gleichung der Dmokkurve. 

2. Einleitung. Wie schon gesagt worden ist und was aus der 
Definition der Druckkurve durch einfache Überlegungen gefolgert werden 
kann^), ist die Druckkurve abhängig von der Art, wie die Fugenschnitte 
geführt werden. Als Charakteristik für die Führung der Fugenschnitte 
diene eine Eurve^ zu welcher senkrecht die Fugenschnitte geführt werden. 
Für horizontale Fugenschnitte geht diese Kurve in eine vertikale Gerade 
über, für vertikale Fugenschnitte in eine horizontale Gerade. Bei Ge- 
wölben, wo die Fugenschnitte senkrecht zur Gewölbsachse gelegt werden 
sollen, wird diese Kurve mit der Gewölbsachse selbst zusammenfallen. 

Die Evolute dieser Kurve hat die Eigen- 
^** ^' Schaft, daß sich in ihr je zwei unend- 

lich nahe benachbarte Fugenschnitte 
schneiden. 

Für die vollständige Erfassung des 
Wesens der Druckkurven erscheint es 
uns notwendig, noch folgende neue Be- 
griffe einzuführen. 

Seien NN' und NnK (Fig. 1) zwei 

beliebige Fugenschnitte des Tr^körpers. 

\ Der Schwerpunkt des zwischen den- 

^a selben eingeschlossenen Tragkörperteiles 

NN'KNn sei Ä 

Rückt nun der Fugenschnitt NnN'n in unendliche Nähe zu NN', 

80 nähert sich auch 8 einer Grenzlage @ und diese Grenzlage nennen 

wir den Schwerpunkt der Fuge NN\ 

X) Siehe Föppl, Theorie' der Gewölbe § 7. 




Von M. MlLANKOVITCH. 3 

Die Lage von @ wird wie folgt bestimmt: 

Stellt ^1^1 den zu NN' xmendlich nahen Nachbar-Fugenschnitt, 
der sich mit NN' in Ä schneidet, M den Mittelpunkt der Länge NN' 
dar und bezeichnet man 



NN'^d (NM^^^) SIM^Q, 

so kann @ aufgefaßt werden als der Schwerpunkt des unendlich kleinen 
Viereckes NN'NlNif welches als die Differenz der unendlich kleinen 
Dreiecke SlN'Ni und SlNNi betrachtet werden kann, deren Flachen 
wir mit df^ und df^ bezeichnen. Es ist klar, daß die Schwerpunkte 

dieser Dreiecke um j((f + «■) bezw. um |(p — -^) von Sl entfernt sind 

und da die Differenz ihrer statischen Momente bezüglich Sl gleich dem 
statischen Momente des unendlich kleinen Viereckes NN'NiN^ bezüglich 
Sl sein muß, so ist: 



Man hat femer 



rf/;:rf/i-(c + |)':(<»-v)', 



und es folgt aus diesen zwei Gleichungen: 



Jf@ = 



9 



12^ 



Der Schwerpunkt der Fuge hat also im allgemeinen eine endliche 
Entfernung von der Fugenmitte und nur für die Fälle wo (> =« 0, d. h. 
die Fugenschnitte zueinander parallel gezogen werden, oder wo d — 0, 
d. h. der Tragkörper unendlich dünn ist, fallt der Schwerpunkt der 
Fuge mit der Fugenmitte zusammen. 

3. Beeekhnungen. Fixieren wir in der Bildebene, jetzt auch Kraft- 
ebene, ein orthogonales Koordinatensystem (Fig. 2, Seite 5), dessen 
Ursprung beliebig gewählt sei und dessen positive Ordinatenrichtung 
mit der Richtung der Schwerkraft zusammenfalle. Es bezeichne dann: 
X, y die Koordinaten des Druckpaittelpunktes E des beliebig gewählten 
Fugenschnittes NN\ 
fp den Winkel, den der Fugenschnitt NN' mit der Vertikalen ein- 
schließt (gemessen wie in der Figur). 

Wird tp als veränderlich angenommen, so sind auch x und y und 
die folgenden mit qp in Zusammenhang stehenden Größen veränderlich: 
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B die Druckkraft des Fugenschnittes NN\ 
V die Vertikalkomponente von U, 
H die Horizontalkomponente von R, 
d die Lange Nif, 
M der Mittelpunkt des Fugenschnittes NN' (NM - 1), 

( die Entfernung des Druckmittelpunktes E von der Mitte des Fugen- 
schnittes NN' (5 - ME), 
© der Schwerpunkt der Fuge NN', 
p die spezifische Druckbelastung der oberen Begrenzungslinien im 

Punkte N', 
£ der Winkel, den diese Kraftrichtung mit der Vertikalen einschließt 

(gemessen wie in der Figur), 
q die spezifische Druckbelastung der unteren Begrenzungslinie im 

Punkte JV, 
Tj der Winkel, den diese Kraftrichtung mit der Vertikalen einschließt 
(gemessen wie in der Figur). 
Den früheren Voraussetzungen zufolge sind p, e, q, r^ stetige Funk- 
tionen der unabhängigen Veränderlichen 9. 

Sei NiN'i der in unendlicher Nähe zu NN' gefahrte benachbarte 
Fugenschnitt, der sich mit dem letzteren im Punkte Sl schneidet und 
femer: 

Q die Länge Mä>9 
dtp der zwischen den Fugenschnitten NN' und -^i^( eingeschlossene 

unendlich kleine Winkel N'SlNi, 
l\ der Druckmittelpunkt des Fugenschnittes NiN'i 

ElF^dx FE^dy, 

H^ die Druckkraft des Fugenschnittes NiNi, 
/l^i der Mittelpunkt des Fugenschnittes ^i^i, 
^^ dtiü Bogendifferential ^'^1, 
f^H \tiis Bogendifferential MM^, 
iiti (IAH Rogendifferential NN^. 

4 (iteichung der* Druckkurve. Denken wir uns nun den links von 
Ss S's liptf^nden Teil des Tragkörpers entfernt, so stellt die Kraft — JB^ 
uufc|U^((\»h^l im Punkte E^ das gestörte Gleichgewicht wieder her. An 
ili'm iuuMuUioh kleinen Elemente NN'N'xNi des Tragkörpers halten sich 
ouiiui l^ilyt^udo Kräfte im Gleichgewicht: 
l. tliu Orm^kkmft R des Fugenschnittes NK angreifend im Punkte E, 

wiiU^U^ wir in die Komponenten Fund jET zerlegen, 
i^. iliu ut»u[4iiiv K^uommene Druckkraft B^ des Fugenschnittes -^i^i an- 

(jiuiUiUvl im hinkte E^, 
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3. das Gewicht dQ des Tragkorperelementes NN'N[Ni, welches wegen 
der unendlichen Annäherung yon N^N^ an NN' und gemäß den 
firüheren Ableitungen im Schwerpunkte @ der Fuge NN' wirkend 
anzunehmen ist, 

4. die Belastung des Begrenzungselementea N'N[, die wegen der un- 
endlichen Kleinheit desselben gleich pde und im Punkte N' angreifend 
zu nehmen ist, 

5. die Belastung des Begrenzungselementes NN^ gleich qdi und an- 
greifend im Punkte N, 

Flg. 2. 




Die ersten zwei dieser Eiäfte sind im allgemeinen endlich, die 
übrigen drei dagegen verschwinden mit dx und sind von derselben 
Eleinheitsordnung wie dx und dy. 

Die Summe der statischen Momente dieser fünf Kräfte bezüglich 
eines beliebigen Punktes der Kraftebene muß wegen des Oleichgewichtes 
gleich Null sein. Wählt man somit den Punkt E^ zum Momentenpunkt 
und bezeichnet die Momente der Kräfte dG^ p - de, q- di bezüglich 
dieses Punktes mit M^ M^ M^ (positiv, wenn im Sinne des Uhrzeigers 
drehend), so besteht die Gleichung: 



(1) 



Vax — Hdy + Jlf, + Jlf, + Jf , 



0. 
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In dieser Gleichung sind alle fünf Glieder von derselben E^leinheit»- 
Ordnung. Bei den ersten zwei Gliedern ist die Kraft endlich, der Arm 
unendlich klein, bei den übrigen Gliedern ist die Kraft unendlich klein, 
der Arm dagegen endlich, und alle unendlich kleinen Größen sind Ton 
derselben Kleinheitsordnung. 

Wegen der unendlichen Annäherung des Punktes JEJ^ an den Punkt 
E und der endlichen Entfemimg der KjiLfte dG, p - de und q • di Von 
diesen Punkten sind die Entfernungen dieser Kräfte vom Punkte E^ 
ihren Entfernungen vom Punkt E gleichzusetzen. 

Es ist dann, wie leicht einzusehen: 



9 

wo 



Jf^=.-dff(®Jf+5)sin9, 
dG^gß'd ' Qdtp. 



Werden die Fugenschnitte zueinander parallel geführt, so ist q = oo, 
gdtp dagegen gleich der unendlich kleinen Entfernung der beiden Fugen- 
schnitte zu setzen. 

Es ist, wie im Punkt 2 abgeleitet wurde: 

BO daB: 

(2) M^^-g-ß-di^^j + i)am,p.Qdip. 



Es ist femer 



9 



(3) M, = - (j?de)N'E8in (9) - «) - - J»(f + 5) sin (g> - e)de, 

(4) JJf, - - ((S[dt)NE am (9) - 1;) - - q(- — |) sin (tp - ti)di. 



(5) 



Die Substitution der G^leichungen (2), (3), (4) in (1) liefert: 
— -\-t)a.mipd<p-p{-^ 



Vdx — Hdy - gßSgiuT + i)^^vd<p — i>(o + l)sin(<jp - s)de - 



- 8(2 - 6) sin (9 — rji)di = 0. 



Ist für einen Fugenschnitt AB der Druckmittelpunkt Eq — dessen 
Koordinaten Xq und y^ sind — und die Druckkraft K — dessen ortho- 
gonale Komponenten P und Q sind — gegeben, d. h. ist für 



^^^ ly-yo, T^-P und H^Q, 
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80 ist, wie leicht einzusehen: 

XX X 

(7) V ^ P + gß I 8 ' gdfp + 1 pcoa ede — j qcos i^di, 

Xo *0 *0 

X X 

(8) H^ Q — I psinede + j qaiüTjdi. 

Xo Xo 

Ist die Form des Tragkorpers^ die Art der Belastung und der 
Führung der Fugenschnitte mathematisch angegeben^ so lassen sich 
alle in den Gleichungen (5), (7) und (8) vorkommenden Veränderlichen 
durch g> und ^ ausdrücken. Die Substitution der Gleichungen (7) und 
(8) in die Gleichung (5) und zweimalige Differentiation nach tp liefert 
eine Differentialgleichung zwischen 9 und ^ allein, und dies ist die 
Differentialgleichung der Druckkurve, welche auch auf die Koordinaten 
X und y transformiert werden kann. 

Ist dieselbe integrierbar, so dienen die drei Beziehungen (6) zur 
Bestimmung der drei IntegratioDskonstanten. 

Aus Gleichung (5) folgt: 

Bezeichnet 
if den Neigungswinkel der Druckkraft R zur X-Achse, 
a den Neigungswinkel der Tangente ^^ an die Druckkunre im Punkte 
E zur X-Achse, so ist offenbar: 

(10) g-tang^ ^-tanga. 

Aus den Gleichungen (9) und (10) folgt, daß im allgemeinen 

d. h. die Druckkraft schneidet die Druckkurve. 

Gte wölbe - Druckkorven. 

5. Die Gewölbe tragen nur eine obere Belastung, welche als verti- 
kal wirkend angenommen wird. Es ist hier also 

Außerdem führt man die Fugenschnitte senkrecht zur Gewolbs- 
achse, entsprechend der Art der Ausführung, und um die Gesetze der 
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KlwitiiittMelur« «nwendeu la könneiL Die Gfewolbaaclite ist auch der 
llnKMat^knie)!« Ort der Fagenmittelpiinkte. Deshalb ist hier 
f ^tiobbed^atmd mit dwn Erümmiingsndiiis der (Jewölbsachse, 
^ fWieK dMtt Neigongswinkel der Tangente der Gewolbsachse (im 
Puikle jn mr X Aekse, 
U^ jj^iKk ifm^ Bi>|twdil^fe&tial der Gewolbsachse, so daß 

W^ ^tWk^itt^e^m ^9>, ^T") nad (8) gdien deshalb Übr diesen Fall 

K\\s'^<k\M^ \^\S^ W«a^, dat die Horiiontalkomponente der Druck- 
1,^4^1^ (tiv nUW I^^^HleohttUU eine und diesdbe ist 

N<K'K v(vir S^KHUkukuxa d«r Gleiehnngoi (12) imd (13) in die 
vUv^s'^vu^ y^U^ isv^kCl^k ^11^ eiumalige Differentiation, um die Integral- 
a.sv^s't^vM «^ ^Kuuuu^r^^ Ui^ DiSrnntialgleichong der Gewolbe-Dmck- 
l^uiw >^vu( H\v«u\| \\v)i vWr «w^it<4i i^rdnnng sein. Dieselbe enthalt 
^vhsvM ^u^ Kv^u^ln^ul^ V^ IKr YoU^läadigea Integral entiiilt demnach 
yUv^ Kvvv^^WtlvM Hu4 «MU w\^fiNm die^e nicht bestimmt sind — ein 
x\i%U'tu M\N^ huvmUUcI^ vu'l^ Oniv'kkurr^» dar. Die Bestimmung des 
yv,vvAu^vvM UVs^^aUv >h^v^^ die in WirkKehkeit auftretende Druck- 
Va^xv^ sW«tMU, U^H W^ iiexvvMbeu nicht auf rein statischem Wege 
^^«,v5|ii\>u \\>\ v^v^UvM wust MK^üb wil dieser Fr«^ nicht befassen, 
.A'u,4l ^^»s 4^^ ^u viuvtv^» xKVh^iUsllux^^ behandelten Fragen die Bestimmung 
,iv V** \\^\K's^kv't ^^tVetv*l^lvn Uruokkurxe nicht notw«nd% ist 

.^ s*Nv.v\<\ ^/%^.^^*i Mi'K<t^.^i^u*M«k< Vuter einem Gewölbe Reichen 
\\ .\:^*^tvvi \xv.^j,vK^ M^54^ e^^ ^WwCVlbe. welche» so geformt ist, daB 

., ^vV.Auu^ xU^ VxVv^x\lU^v>k*^* eiu (murtikufaure» Integral der Diffe- 
^ Vn. V N^ \Kvv ^V^^v^^^^h^\Mv |w|SMf<iv>«al ist der M denselben 

V. .\ ^^ ^i^ ^-^ ^ v^vUllU, s^v^ r^'lt euie vWr Dmckkurroi mit 

-s.owAvs .«..^^^SN^H^v ^^N^ ^^w^ ^* J'^ '^ Wirklichkwt auf- 

^ ,^ x\^ u^xv^v^^ ÄW^ J^ tteoen Theorie der 
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Gewölbe folgt und bei Gewölben mit Gelenken ohne Zweifel der Fall 
ist — , so greift die Druckkraft in jedem Querschnitt zentrisch an. 
Die Verteilung der Normalspannung ist also in jedem Querschnitt eine 
gleichmaßige. Ist die Forderung 2 erfüllt, so sind die Normalspannungen 
in allen Querschnitten einander gleich. Das Gewölbe weist dann überall 
denselben Widerstand gegen Normalspannungen auf. 

Die Forderung 1 wird analytisch ausgedrückt durch die Gleichung: 

1-0, 

und indem man x und y auch als die Koordinaten des Punktes M der 
Gewölbsachse auffaßt Es ist deshalb: 

Die Gleichung (11). geht dann über in: 

Die Gleichungen (12) und (13) bleiben ungeandert. 

Es ist noch S derart zu bestimmen, daß es der Forderung 2 ent- 
spricht. Wird die rechte Seite der Gleichung (14), welche als eine 
Funktion von rr, y und 6 darstellbar ist, mit F{Xy y, d) bezeichnet, so 
ist bei Berücksichtigung der Gleichung (10) 
(15) tang * - tang tp = F(x, y , d). 

Die zu dem Fugenschnitt NN' normale 
Komponente N der Druckkraft R ist, wie 
aus Fig. 3 zu ersehen: 

JT— 2icos(^ — (p), 
und da 

so wird 
(16) 



Fig. S. 



B- 



COBJJf^ 



N-^ 



gC0 8(^-~y) 

COB'^ 




Die Forderung 2 wird analytisch ausgedrückt durch die Gleichung: 

S^k'N, 
wo k eine Konstante bedeutet. Es ist demnach: 






^ coB(t— y) 

COB'^ 



k ' H[qos(p + siiitp tang ij; } 



80 daß 

(17) 



jETfcosg? + sin^j [tang9 + F{x, y, *)]), 

d^kHl- 
l< 



1 

IC08 9 



+ Bm(p'F(x,y,d)Y 



10 Theorie der Drackkurren. 

lii/f OJeichungen (14), (17), (12) und (13) fahren auf zwei Diflerential- 
ff^Mkhuüffm zwiiohen den Variablen x, y, d. Ihre Integration liefert die 
^UMiihunff der Achse des Gewölbes gleichen Widerstandes und das Gesetz, 
fn^*M weichem der Fugenschnitt i variiert. 

KNr den Fall, wo das Gewölbe nicht überschüttet ist und nur 
Miiri Kigenffewicbt zu tragen hat, gehen die vier Gleichungen über in: 



l\H) 



X 



Hi«ll}Nt fUr diesen einfachen Fall ist an eine Integration der vor- 
iil'fi|i«iiidi9n Gluiohungeü nicht zu denken. Dieselben sind jedoch für 
IUI» wlntitlff, W(til wir im zweiten Kapitel die Lösung des von anderen 
AMldrott v^fNttohten Problems der Gewölbe gleichen Wiederstandes 
bitii|)riiohtin wollmi. 

Btütalinien und Kettenlinien. 

7. Hut dar Tragkörper nur vertikale Lasten zu tragen und werden 
4itf Kur Urzeugung der Druckkurve geführten Fugenschnitte auch ver- 
tikal angenommen, wird also gesetzt: 

tp^O «-Ü 12-0, 
MO gaht die allgamaine Gleichung (9) über in 

(MM '„-■:,i-o. 

Mit liUokäiobt auf die Gleichungen (10) ist deshalb 

\\. \\ die Druckkraft berührt die Druckkurve, welche wir in diesem 
I'mIU HtHt'^Unie nennen wollen. 

\h uUe Lasten vertikal wirken, so braucht nicht zwischen der 
\\Uitutu \m\ unteren Belastung und dem Eigengewichte des Tragkörpers 
\\\\W\ »A\\\^\\^\\ vvi werden« Es bezeichne daher o> — f{x) die spezifische 
t^^ilmtv^u^ dor Uorizontalprojektion des Tragkörpers und a> sei als 
\ Ky\\\\\\K\\ v\»\\ a; gegeben. Es ist dann: 



X 
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deshalb 
(22) 



^-ijp+/.4 



Die Differentiation der Torstehenden Gleichnng nach x liefert: 



(23) 



dx* 



Q 



Dies ist die Differentialgleichung der Stützlinie. 
Die Integration der Gleichung (22) liefert^ wenn man berücksichtigt, 
daß för x^Xq y^y^y 



(24) 



y =- yo+^jdxjwdx + ~(a? - x^). 



Dies ist die Gleichung der Stützlinie. 

8. Für eine unbelastete Strecke, wo also 

0, 



W ■■ 



lantet die Gleichung der Stützlinie 



(25) 



'='yo+-^(^~^o)- 



Die Stützlinie ist hier also eine Gerade. Wird demnach die konti- 
nuierliche Belastung des Tragkörpers, die nach dem durch die Figur 
n^n^n^ . . . n[n^n^ . . . veranschaulichten Ge- 
setze über den Tragkorper verteilt ist, durch 
die vertikalen Schnitte »jn^, n^n^, n^n'^ . . . 
in Lamellen geteilt und durch das System 
der Einzellasten P^, P, . . . ersetzt, welche 
in den Schwerpunkten S^, iSj . . . dieser 
Lamellen wirken und den Gewichten der 
Lamellen gleich sind, 'so wird die Stütz- 
linie für diesen zweiten Fall der Belastung 
in ein Polygon (Stützpolygon) übergehen, 
dessen Eckpunkte in den Richtungslinien 
der Lasten P^, P, . . . liegen. In den einzelnen 
Schnitten n^n^y n^n^... wird das Stützpolygon 
die Stützlinie für die ursprüngliche Art der Belastung berühren, weil 
sich an diesen Stellen durch die Teilung der kontinuierlichen Last in 
Lamellen weder der Druckmittelpunkt noch die Druckkraft geändert 
hai Das Stützpolygon ist also der ursprunglichen Stützlinie umge- 
schrieben. 




-^^ .'*:>«£ :i timt dosney absolut biegsame Kette 

.«»ic.nB^wi'.it möglich, wenn die Dmckkarre 

. ..-^.k^^ r^ liio die Gleichung der Eettenlinie 
.^ ^ i«r -Tl^idumg (9) zu setzen: 

::-'-'-o. 

« _^« - .^c^wohl sie unendlich dünn ist — schwer 
.V 'c«.C'J:c ^^nt Kette an der Stelle x, y, so ist 

« X 

M 

. .N&a .-a.< + / 9 Binr^ds. 

x> , ::'r^ *JLaJ ^2S) bestimmen die Gleichung der 

^ . c 1..4ä^^»t Ti^riikal angenommen, so sind die 

v.«K. v<^ uud die Stützlinie einander gleich. 

V >;.r., .j:v' axifge&Bt werden als labile Gleich- 

v.\ iiuu^Ä Kette, deren spezifische Belastung 

^^ v'.va «ivi^hen dargestellt ist durch: 

*^ - r\x\ 

. _.s..ii^ ^StoajUnie* nur für den spezieUen Fall 

N l.%.xv^^ und Fugenschnitte yertikal sind, ist 

. >s\A Suu) doch in der technischen Mechanik 

, i:: W ^sak^rxinick« für Erddruck usw. eingeführt, 

^.^, \t8« iv^ wirken. In diesen fallen muß aber 

V, Xv>;xc^m und unendlich dünn angenommen 

.sv^u >iXsv^ Stütalinien auch ihrer mechanischen 

.,.\ \v*\» >i\^« dt^n Kettenlinien unterscheiden. Wir 

,^ V iv lv,u\s wio wir sie hier entwickelt haben, 
,. vH^ sU^r Pruokuuttelpunkte vertikaler Fugen- 
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schnitte eines Tragkorpers, welcher nur vertikale Lasten tragt, ist auch 
in A. Ritter^ Ingenieur -Mechanik 1899, § 119 entwickelt worden. 
Wenn dann in demselben Buche von Stützlinien für Erddruck, für 
Wasserdruck usw. die Rede ist, so entsprechen diese Stützlinien der 
▼orher aufgestellten Definition der Stützlinie nicht. 

Zweites Kapitel. 

Die in den versoMedenen bestehenden Theorien der Dmokkurven auf- 
tretenden Irrtumer. 

11. Das dritte Kapitel wird einige Anwendungen der im ersten 
£apitel entwickelten Theorie bringen. Wenn dieselbe Anspruch auf 
Würdigung erheben kann, so ist es hauptsächlich deshalb, weil sie 
einige irrtümliche Anschauungen, die in der Fachliteratur über die 
Eigenschaften der Druckkurven vorhanden sind, aufzuklaren und zu 
beseitigen vermag. 

Der Ausdruck „irrtümliche Anschauungen^ dürfte vielleicht über- 
trieben erscheinen. Um nun dem Vorurteil des Lesers vorzubeugen, 
daß wir in diesem kritischen Teile unserer Abhandlung kleinlich und 
mit übertriebener Pedanterie vorgehen werden, wollen wir zuerst aus- 
einandersetzen, was wir unter Irrtum verstehen. 

In der angewandten Mechanik ist nicht jene mathematische Schärfe 
erforderlich wie in der reinen Mechanik. Um die Probleme der an- 
gewandten Mechanik in der mathematischen Sprache ausdrücken und 
um dieselben mit Hilfe der Mathematik aufklären und lösen zu können, 
müssen hinsichtlich des Materiales, der Art der Ausführung usw. 
Voraussetzungen gemacht werden, welche nicht vollkommen der Wirk- 
lichkeit entsprechen. Dies muß geschehen, will man nicht auf die 
Hilfe der Mathematik verzichten. 

Die Zuverlässigkeit der Lösung des so auf das Gebiet der Mathe- 
matik übertragenen Problems ist demgemäß der Zulässigkeit der ge- 
machten Voraussetzungen angemessen. Je weniger diese Voraussetzungen 
der Wirklichkeit entsprechen, umso weniger Vertrauen verdient die 
Lösung des gestellten Problems, welche dann nur eine annähernde ist. 
Deshalb ist es zulässig, bei dem mathematischen Teile der Behandlung 
des Problems nicht mit absoluter mathematischer Schärfe vorzugehen 
und Vernachlässigungen erscheinen berechtigt, wenn man sich ihrer 
bewußt ist und wenn sie im Einklang stehen mit der Unvollständig- 
keit der gemachten Voraussetzuu gen und mit der praktischen Bedeutung 
des Problems. Deshalb sind bewußte Vernachlässigungen in der mathe- 
matischen Behandlung des Problems nicht zu den Irrtümern zu zählen. 
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Direkte Irrtümer entstehen unserer Ansicht nach 

erstens: wenn man bei der Übertragung des Problems auf das 
mathematische Gebiet nicht alle umstände richtig und mit der Wirklich- 
keit zusammenhängend erfaßt hat^ d. h. wenn die mathematische Stili- 
sierung des Problems unrichtig ist^ 

zweitens: wenn die mathematische Lösung des richtig stilisierfcen 
Problems unbewußt fehlerhaft ist. Diese Art der Irrtümer, die also 
rein theoretischer Natur sind und in der fehlerhaften Anwendung der 
Theorie bestehen, sind, unserer Ansicht nach, als schwerwiegende zu 
betrachten, ohne Rücksicht darauf, ob der gemachte Fehler die prak- 
tische Anwendbarkeit der Lösung des Problems in Frage stellt oder 
nicht. Deshalb glauben wir die praktische Zulässigkeit dieser Fehler 
nicht untersuchen zu müssen, denn diese kann bei einem unbewußten 
Fehler nur die Folge des blinden Zufalls sein; und dieselbe als Recht- 
fertigung für den begangenen Fehler zu betrachten, hieße die Wissen- 
schaft profanieren; außerdem bewegen sich unsere Untersuchungen auf 
rein theoretischem Gebiete und berühren nicht ihre praktische An- 
wendung. 

12. Alle in den verschiedenen Theorien der Gewölbe auftretenden 
Irrtümer, auf die wir hier verweisen wollen, können auf zwei ver- 
schiedene Fehler in der mathematischen Behandlung des Problems 
zurückgeführt werden: 

erstens: das Gewicht dG des unendlich dünnen Elementes NN'N[Ni 
des Tragkörpers (Fig. 2, Seite 5) wird in der Mitte M der Fuge NN' 
wirkend angenommen und nicht im Schwerpunkt 6 der Fuge, wie dies 
nach unseren Auseinandersetzungen im Punkte 2 zu geschehen hat, 

zweitens: das statische Moment M^ dieses Gewichtes bezüglich 
des Punktes E^ der Druckkurve, mitunter auch die statischen 
Momente M^, Jf^ der Belastungen der Begrenzungselemente N' N^ 
und NNi bezüglich desselben Punktes, werden als Größen zweiter 
Eleinheitsordnung angenommen, was nach unseren Ableitungen im 
Punkte 4 falsch ist. 

Die erste dieser Annahmen ist kein Fehler, wenn die Fugenschnitte 
parallel zu einander geführt werden, d. h. wenn (> = cx>, oder wenn die 
Fugenbreite d im Verhältnis zu (> als verschwindend klein angenommen 
werden kann. Dies trifft z. B. bei Ketten zu, doch darf diese Voraus- 
setzung in keinem Buche, das Anspruch auf wissenschaftliche Strenge 
erheben will, verschwiegen werden. 

Die zweite Annahme ist nur dann kein Fehler, wenn alle Lasten 
vertikal sind und die Fagenschnitte auch vertikal geführt werden, oder 
wenn der Tragkörper in eine unendlich dünne absolut biegsame Kette 
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übergeht. Wenn man diesen Fehler begeht, d, h. in der Gleichting (1) 
des ersten Kapitels setzt: 

so folgt daraus 

V^dy 
H'^ dx 

oder unter Berücksichtigung der Gleichung (10) 

* = «, 

was besagt, daß die Druckkraft die Druckkurve berührt. In diesen 
falschen Schluß; der auf die größten Absurditäten führen kann, klingen 
fast alle Irrtümer der Theorie der Druckkurven aus. 

13. Die Erscheinungen dieser Irrtümer in allen Einzelheiten zu 
Terfolgen, hieße einen historischen Überblick über die schon über 
70 Jahre alte Theorie der Druckkurven gebeu; was aber weit über den 
Rahmen dieser Abhandlung hinausginge.^) Wir werden deshalb nur 
die wichtigsten Momente dieser merkwürdigen Erscheinung besprechen 
und nur jene Werke in Betracht ziehen, in welchen diese Irrtümer am 
deutlichsten hervortreten und von welchen als rein theoretischen Werken 
die wissenschaftliche Strenge gefordert werden muß. 

Hagen behandelte in einer der Eönigl. Akademie der Wissen- 
schaften zu Berlin vorgelegten Abhandlung^) das Problem des Gewölbes 
gleichen Widerstandes, welches wir im Punkte 6 ausführlich behandelt 
haben. Im mathematischen Teile der Behandlung dieses Problems 
nimmt Hagen als selbstverständlich an, daß die Druckkraft die Druck- 
kurve berührt.') Dies ist nur dann richtig, wenn das Gewölbe un- 
endlich dünn ist und mit einer Kette verglichen werden kann. Da 
aber das Problem der Kette gleichen Widerstandes schon im Jahre 1826 
vollständig gelöst worden ist, so kann der Abhandlung von Hagen 
entweder Mangel an wissenschaftlicher Strenge oder Mangel an 
Originalität vorgeworfen werden. In der umgearbeiteten und er- 



1) Ober einige Iirtmner, die vor dem Jahre 1857 begangen worden sind nnd 
inBofem sie als Irrtümer erkannt worden sind, siehe Scheffler: Theorie der Ge- 
wölbe, Futtermauem nnd eisernen Brücken. Brannschweig 1857. 

2) Hagen: Ober Form nnd Stärke der gewölbten Bogen. Abhandlungen 
der königl. Akademie der Wissenschafben zu Berlin (Mathematische Abhand- 
langen) 1844. 

3) Bei Anwendung der von nns gewählten Bezeichnungen heifit es dort (S. 63): 
„Der Winkel '^, den die Druckkraft mit der Horizontalen einschliefit, be- 
zeichnet schon die Richtung der an den Punkt E der Druckkurve gezogenen 
Tangente." 
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weiterten zweiten Auflage dieser Abhandlung wiederholen sich die- 
selben Fehler.^) 

R^sal unternahm es, die Differentialgleichung der Druckkunre 
aufzustellen ')y beging aber dabei den groben Fehler^ daS er ausdrück« 
Uch behauptete, das Glied Mg der Gleichung (1) (Punkt 4) sei eine 
Größe zweiter Eleinheitsordnung und somit zu vemachlassigen.') Nach- 
dem es ihm infolge dieses Irrtums nicht gelungen ist, die Gleichung 
der Druckkurre des kreisförmigen Gewölbes von konstanter Starke 
abzuleiten, schlieBt er daraus, daB die Gleichungen der Druckkurren 
auf höhere Transzendenten ftihren^) 

Einen so ausgesprochenen Fehler, wie den soeben angeführten, 
wird man schwerlich anderswo finden, doch kehren dieselben Fehler 
in der Fachliteratur immer wieder, sind aber durch die daraus ab- 
geleiteten Folgerungen mehr oder weniger verdeckt. Selbst so ein£BM}he 
Beziehungen, wie die .im Punkte 8 abgeleiteten, sind nicht immer 
richtig erfaßt worden. Wir verweisen diesbezüglich auf eine Stelle in 

1) Hagen: Über Form und Stftrke gewölbter Bogen. Berlin 1868. Wenn 
wir uniere Bezeichnungen beibehalten, bo finden sich dort die Gleichungen (S. 42 ff. 
und S. 60 ff.) 

j^ — tangg), ^==tang9. 

8) Räeal: Traitä de m^canique g^närale. Paria 1878—1889 (Tome 6, § 288). 

8) Die Ableitung yon Basal ist die 
folgende: Soient NN\ N^N{ deux Joint« 
consäcutifs, mm^ les points correspon- 
dants d*une courbe des pressions, rin> 
tersectlon de cette courbe ayec la di- 
rection A' Ay du Joint de la clef, Oac 
Thorizontale de ce point, f la projection 
de m^ sur la direction de Q. — Con- 
servons d'ailleurs les notations pr^cöden- 
tes; on a m^f ^ dx, mf = dy. La 
pression exerc^e sur NN' est la r^sultante 
de P et du poids Q de NN' AA' ces 
deux Forces ^tant cens^s appliqu^s en tn. 
— Pour trouyer la position m^ il suffit 
d*exprimer que la somme des moments 
de P et ^ et du poids de NN'N^N[ 
par rapport ä ce point est nulle. Or 
le wument de ce demier poids eiant du seeond ordre, on a simplement: 

Pdy = Qdx, 



Flg. 6. 



P-^ 




dx 



Q 
p' 



K) Si^e die Fufinote auf S. 80. 
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FöpplB Theorie der Gewölbe.*) Auch in einem ganz modernen Werke*) 
können Fehler in der analytischen Behandlung der Druckkurven nach- 
gewiesen werden. 

Wir glauben^ daB die angeführten Belege genügen, um unsere 
Behauptung zu rechtfertigen, daß in der Fachliteratur die Beziehung 
der Druckkraft zur Druckkurve nicht vollständig ergründet war. 

14. Es soll noch hervorgehoben werden, daß die fehlerhafte An- 
nahme, daß die Druckkraft die Druckkurve berühre, nicht von dem 
Begründer der Theorie der Druckkurven Moseley herrührt, der in 
dieser Frage klar gesehen hat'), und es hat auch später nicht an 
Stimmen gefehlt, die auf die Irrtümlichkeit dieser Annahme hin- 
gewiesen haben. Hauptsächlich war es Scheffler, der — oflFenbar 
beeinflußt von dem Werk Moselejs, welches er ins Deutsche über- 
setzte — die Irrtümlichkeit dieser Annahme zu beweisen suchte.^) 
Wenn trotzdem diese Irrtümer aus der Theorie der Druckkurven nicht 
-verschwunden sind und noch heute wiederkehren, so hat diese Er- 
scheinung, unserer Ansicht nach, folgende Erklärung: Scheffler und 
alle, welche seine Einwendungen wiederholt haben ^), haben doch nicht 
das Wesen des in Rede stehenden Irrtums vollständig klar erfaßt und 
weisen nur auf das Absurde der gemachten Annahme hin. Der 



1) Föppl: Theorie der Gewölbe. Leipzig 1881. S. 10, — „Bei der ana- 
lytiBchen Behandlung der Gewölbe nimmt man gewöhnlich an, das Gewölbe be- 
siehe ans unendlich vielen unendlich dünnen Wölbsteinen. Die Druckkurre geht 
daduich in eine stetig gekrümmte Linie über. Die einer endlichen Fugen- 
einteilung zugehörige, der yorigen entsprechende Drucklinie ist ein derselben ein- 
geschriebenes Polygon.*^ — Hier steckt ein doppelter Fehler. Das Polygon ist ein 
umgeschriebenes und zwar nur dann, wenn vertikale Fugenschnitte vorausgesetzt 
werden. 

8) B^sal: Stabilit^ des constructions. Paris 1901. — Dort heißt es, unter 
Beibehaltung unserer Bezeichnungen und obwohl die Fugenschnitte nicht parallel 
sueinander geführt werden (S. 649 ff.): „La condition de comcidence de la courbe 
des pressions et de la fibre mojenne nons foumit la relation: 

dy dx 

3) Siehe z. B. H. Moseley: Die mechanischen Prinzipien der Ingenieurkunst 
und Architektur, übers, v. H. Scheffler. Braunschweig 1846. — In diesem 
Werke wird hervorgehoben, daß die Druckkraft die Druckkurve (line of resistance) 
schneidet und der Begriff der Enveloppe der Druckkrafbrichtungen (line of pressure) 
wird eingeführt. 

4) Scheffler: Theorie der Gewölbe, Futtermauem und eisernen Brücken. 
Braunschweig 1867. 

6) z. B. Herr mann bei der Bearbeitung der Ingenieur* und Maschinen- 
mechanik von Weisbach; Föppl in seinen Yorlesungen über technische Mechanik. 

S«itMliTilt f. Malheiiiatilc u. FhysUc 55. Band. 1907. Heft 1/t. 2 
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Schefflersche Beweis^ daß die Druckkraft die Druckkurve schneidet, 
drückt sich in der Behauptung aus^ daß die DruckkurTe (er nennt sie 
Stützlinie) nicht mit der Enveloppe der Druckkräfte-Richtungen (welche 
er Eettenlinie nennt) zusammenfallt^), was ührigens schon Moseley 
klar ausgesprochen hat. Diesen Beweis liefert Scheffler nur für den 
Fall, wo das Gtewölbe überschüttet ist, und man ist fast verleitet zu 
glauben, daß er bei einem unüberschütteten Gewölbe, insbesondere bei 
einem solchen, welches nach der Druckkurve gekrümmt ist, die Richtig- 
keit der Annahme, daß die Druckkraft die Druckkurve berühre, 
schweigend zugibt Daß man seine Ableitung in diesem Sinne ver- 
standen hat, zeigt die Wiedergabe des Schefflerschen Beweises in der 
von Herrmann umgearbeiteten Ingenieur- und Maschinenmechanik 
von Weisbach'), wo das Gewölbe notwendig überschüttet voraus- 
gesetzt wird, damit der Beweis geliefert werden kann. Scheffler hat 
auch die von uns im Punkte 13 als irrtümlich bezeichnete Behauptung 
von Hagen nicht bestritten, obwohl er dessen Abhandlung einer ein- 
gehenden Kritik unterzogen hat. 

Die korrekteste von den bestehenden Theorien der Druckkurven 
ist wohl die von Dupuit'), welche sich aber auf ganz spezielle Fälle 
beschränkt. Die von Dupuit abgeleitete DifPerentialgleichung der 



Flg. 6. 



1) Scheffler: Theorie der Gewölbe. S. 216: Stellt man sich das auf die 
Fuge EF folgende Element EFfe des Gewölbbogens mit seiner Belastung vor, 

und ist gp die durch den Schwerpunkt dieses Elementes 
vom Gewichte p gezogene Vertikale, welche doch nicht 
gerade durch den Funkt M zu gehen braucht, femer n 
der Durchschnittspunkt dieser Vertikalen mit der Rich- 
tung EM der gegen die Fuge EF wirkenden Pressnng 
i2, endlich rn die von BM unendlich wenig ver- 
schiedene Resultante der beiden Kräfte B und p, welche 
die Fuge ef in dem Punkte m durchschneiden mag; so 
werden M und m zwei aufeinanderfolgende Punkte der 
in eine stetige Kurve übergehenden Stützlinie Mm . . . 
sein; dagegen wird der den Punkten M und m ent- 
sprechende Anfangspunkt des in eine stetige Kettenlinie 
übergehenden Seilpolygons der Punkt n sein, welcher 
keineswegs zwischen M und m fällt und von beiden 
einen endlichen Abstand hat. Demnach wird die stetige 
Btützlinie nicht allein eine von der Kettenlinie endlich verschiedene Form haben, 
sondern die korrespondierenden Punkte der letzteren werden auch um endlicJte 
Abstände aus den betreffenden Fugenschnitten herausrücken. 

2) Vergleiche Weisbach, Ingenieur- und Maschinenmechanik, 6. Auflage, 
bearbeitet von Herrmann, Statik der Bauwerke, S. 102. 

S) Dupuit: Traite de Täquilibre des voütes et de la construction des ponts 
en ma^onnerie. 1870. 
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Bruckkurre entspricht dem speziellen Fall eines Qewolbes, welches 
nur sein Eigengewicht trägt ^ und ist auf allgemeinere Fälle nicht an- 
zuwenden. Ohne infinitesimale Betrachtungen über den Schwerpunkt 
des unendlich dünnen Tragkörperteiles war der Kern der ganzen Frage: 
die mathematischen Eigenschaften der Druckkurren, welche allein die 
Frage vollständig beleuchten können, nicht zu erfassen. Deshalb 
kehrten die Fehler in der Theorie der Druckkurven immer wieder. 



Fig. 7. 



Drittes Kapitel. 
Anwendungen und Beispiele. 
I>raokkurve im unbelasteten Sxeisgewölbe von konstanter Stärke. 
15. Wir wollen hier die Gleichung der Druckkurve des unbelasteten 
Kreisgewölbes von konstanter Gewölbsi&ke ableiten. Zu diesem Behufe 
bezeichne: 
r den Radius der 

Bogenachse, 
a die konstante Ge- '•■X'<- 

wolbstärke. 

Der Ursprung 
des Koordinaten- 
systems sei in den 
Druckmittelpuukt 
der Scheitelfnge AB 
gelegt, dessen Ent- 
fernung vom Zen- 
tnun £1 der Bogen- 
achse wir mit q^ 
bezeichnen. Sonst 
soUen die Bezeich- 
nungen wie im 
Punkte 3 beibehalten 
werden und es sei 
angenommen: j3»l, 

9-1- 

Wegen der Sym- 
metrie des Gewölbes 
wird die Druckkraft 
der Scheitelfuge AB nur die horizontale Kraft Q sein, so daß für a:»0: 
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Man hat also in die Gleichungen (11), (12) und (13) des Punktes 
5 einznsetzen: 

g^l ß^i *-a (>-r p^O dö^ rdfp P =- 0, 
welche dann übergehen in: 

(1) 5-5|-i«-(^? + 5)Bi°9'g, 



•/' 



(2) F=- ar I dq> '^ arc g?, 

(3) J- Q. 

Geht man zu Polarkoordinaten über und wählt den Mittelpunkt Sl 
der Bogenachse zum Pol, die (— 7)- Achse zur Polachse und bezeichnet 
die Polarkoordinaten des Punktes E durch: 

SIE - (> <^ OSIE = g?, 
so ist: 

(4) c2y — ~ cos fpdg + p sin q>dq>, 

(5) dx » sin g>dQ + q cos q>dq>. 
Auch hat man: 

Werden die Gleichungen (2), (3), (4), (5) und (6) in die Gleichung 
(1) eingesetzt, so gelangt man zu der Gleichung: 

Q{arg)COBfpd<p+ar9m<pd<p--'Q8m(pd<p)+{arg>&inq>+Qcosq>)dQ^ 
^ ^ -ia(a«+12r«)sing?d9. 

Diese Differentialgleichung ist eine exakte^); beiderseits stehen voll- 
ständige Differentiale, und ihre Integration liefert: 

(8) ^(ar 9? sin 9 + ^ cos 9) =« — jja(a* + 12r') cos 97 + G^ 



1) Die Yon R^sal fehlerhaft abgeleitete Differentialgleichiing der Drackkurre 
laatet, wenn wir unsere Bezeichnungen anwenden (R^sal: Traitä de m^canique 
g^n^rale, Tome 6, § S38) 

1 dQ ar qp cos qp — ^aingp 
d<p ar ip sin fp •}- Q cot q> 

Dum heißt es weiter: 
„Si Ton remarqne qne 

ar qp coB 9 — Q sin 9 >= T~i^^ 9 sin 9 -f Q cos 9) — ar sin 9 
»9 
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f&r 9> — ist p -• Po, Bo daß: 

(9) g,Q--^,a(a*+12r^ + C, 

p(ar9> sin 9> + ^cosg») — (f^Q + iia(a* + 12r*)(l — cos 9) — 

Es lautet demnach die Polargleichong der Drackkorre: 



(10) 



p- 



^•C+ !«(«• + 120 Bin«! 



16. Die gewonnene Oleiehnng der Dmckkorve kann man benutzen^ 
am die monOiematische Stärke des behandelten Gewölbes zu bestimmen. 
Unter mathematischer Starke versteht man jene minimale Stärke, bei 
welcher das Gewölbe noch stabil sein kann, d. h. bei welcher gerade 
noch eine Drackknrre ganz innerhalb des Gewölbequerschnittes verläuft. 

A. Bitter*), Pilgrim') und andere haben sich mit dieser Frage 
befaßt, deren Lösung wir hier als Anwendung der entwickelten Theorie 
anfuhren, um zu zeigen, daß die Frage ohne Schwierigkeit direkt gelöst 
-werden kann. 

Wir werden die mathematische Stärke 
eines Halbkreisgewolbes bestimmen und be- 
merken, daß die mathematische Stärke eines 
Segmentgewölbes nach demselben Vorgang 
bestimmt wird. 

Nach den Untersuchungen der beiden 
genannten Autoren geht die der mathe- 
matischen Stärke entsprechende Druckkurve 
durch die äußeren Punkte B und C der 
Scheitel- und Eämpferfuge, und da sie die 
einzige sein soll, die ganz innerhalb des 

Gewölbequerschnittes verläuft, so hat man dem Gewölbe jene Stärke a 
zu geben, daß die Druckkurve den Intradoskreis berührt. Ist K der 
Berührungspunkt, so nennt man den Winkel ÄSIK den Bruchwinkd. 

la foimole pr^c^dente peut le xnettre bous la forme suivante: 




^®?« X" («*' 9 *i^ 9> + ö CO8 q» . 



' ^^J ar qp Bin qp 4- Q COS 9 



Comme cette integrale poralt irr^ductible, on voit qne les co irbes des proBsionB 
Beront g^näralement transcendantes dont le trac^, Bi facile par la g^oxnetrie, pr^ 
Bentera des complicationB Bärieuses en ayant ^gard ä leurB ^quations dont la 
eonsid^ration devient pour ainsi dire coxnpl^tement inutile". 

S) A. Ritter, Lehrbuch der Ingenieurmechanik. Leipzig 1899. 

8) Pilgrim, Theorie der kreiBförmi^n symmetrischen Tonnengewölbe von 
konstanter Dicke, die nur ihr eigenes Gewicht tragen. Stattgart 1877. 
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Um also f&r diesen Fall die Stärke a und den Bruchwinkel ASIK 
zu bestimmen, wird man folgendermaßen vorgehen: 
Die Gleichung der Druckkurve ist nach früherem 

(10) PoC + ia(a* + 12r«)Bin«^ 
^ Q coa tp-^-ar 9 ain^ ' 

und da die Drackknrre durch die Punkte B und C gehen soll, so wird 
för 9 — 

(11) (.-r + f d.h. Po-'' + f, 
fürcp-J 

(12) ,-r+f, d.h. ^, «»»«»•(« +J»r)-^a(a' + l2 r^. 

Die Werte für q^ und Q aus (11) und (12) in (10) eingesetzt: 

^ Snrja + 2r)» — (a + 2r)(a» + Vir*) cos y 

^ *" 63rr(a + 2r) cos qp — 2 (a* + 12r') cos qp + 12r(a + 2r) ip sin qp 

Setzt man: 

(13) j-n, 

SO ist 

n — L(n 4- 2^ 8?g(ti + 2) — (n* + 12) coa y 

l' 2 V * "T ^;8ä(« + 2)co8(p — (n« + 12)co8y + 6(n«+ 2)qpsinqp 

Setzt man außerdem: 

(14) Sn(n + 2) — (n» + 12)cosg? - Z, 

(15) 37r(n + 2)cosg? - (n» + 12) cos 9? + 6 (n« + 2)g? sin^? =- N, 
so ist: 

(16) C-|(« + 2)|- 

Die mathematische Starke a ist derart zu bestimmen, daß das 
Minimum von p gleich ist dem Radius des Intradoskreises, d. h. 

(17) für ||-0 soU p-r-f 1(«-2) 

sein. Diese zwei Gleichungen bestimmen die mathematische Stärke 
des Gewölbes: 

a ^ nr 
und den Bruchwinkel qp. 
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Die beiden Gleichoi^en (17) lauten mit Bttcksicht auf (16) 

(18) || = J(n+2)-^-l'- = oder i^ff-^^-O, 

(19) p--J(n-2)- J(n + 2)| oder - (n - 2)2V - (n + 2)Z 

Die Gleichungen (18) nnd (19) können ersetzt werden durch die 
Gleichungen: 

(n + 2)|f + (n-2)^J^-0, 

Durch Einsetzung der Werte fdr Z und N aus (14) und (15) gelangt 
man zu den Gleichungen: 

(20) 3«(n + 2)»- (2n»- 3;rn*+ 24n+12;r)co8g? + 6(n*— 4)98ing? « 0, 

(21) 6(n»-4)sing?+(2n»-3;rn»+24n+12;r)8in9?+6(n*-4)g?cos9?=0. 

Wird die Gleichung (20) mit sin 9?, Gleichung (21) mit cos 9 
multipliziert und werden beide Gleichungen addiert, so folgt: 

n{n + 2) Biny + (n — 2) sin 2^ + 2(n - 2)g? - 0, 
woraus: 

(22) n-.2; ^ + '!°!^T'"-°^ - 

^ ^ 2 9 + 8in 2 9 + « Bin <p 

Aus der Gleichung (21) folgt: 

(23) 2n^!|±:^ - 3(« - 2) + B^cotgg? - 0. 

Substituiert man den Wert für n aus (22) in die Gleichung (23), so 
bekommt man eine Gleichung mit der einen Unbekannten g), woraus 
man bestimmt: 

9-:540 29'.i) 
Dann folgt aus (22) 

w - ^ - 0,1075. 

r ' 

Beispiele. 

17. Man konstruiere ein unbelastetes Gewölbe, welches den Forde- 
rungen genügt: 1. eine seiner Stützlinien falle mit der Gewölbsachse 
zusammen, 2. die Breite d der vertikal zu führenden Fugenschnitte sei 



1) Bitter gibt an 9 »- 64^0', Pilgrim gibt an 9 » 6i<»27'. Die Werte 
f&r n itimmen bei beiden Autoren mit den unserigen überein. 



i 
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proportional der zn denselben senkrecht gerichteten Komponente N 
der Druckkraft R. 

Wählt man die Scheitelmitte des Gewölbes zum Ursprung des 
Koordinatensystems^ so ist für x ^0 

y-o, P-o, s-Q 

und mit Rücksicht auf die 
Gleichungen (19) und (21) 
des Punktes 7 ist: 



Fig. 9. 




H dx "' 



. j'ddx. 



H^Q~N, 



also 



wo k eine Konstante bedeutet 



a^JcN'-k'Q, 
Aus diesen Gleichungen folgt: 



*/"'- 



kx> 



dx 



Die Integration dieser Gleichung liefert, wenn man berücksichtigt^ daB 
für«-0, y-O: ^ _ j^, 

Die Gewölbsachse ist also eine Parabel. Die Begrenzungs- 
kurven sind kongruente Parabeln, welche gegen die Gewölbsachse 

vertikal verschoben sind (Asymptotische 
Parabeln). 

18. Es stellte ÄBCD das Profil einer 
Talsperre dar. Deren hintere Begrenzungs- 
linie ÄD ist eine vertikale Gerade. Man 
bestimme die vordere Begrenzungslinie 
BN'G derart, daß bei gefülltem Becken 
und Belastung der Krone durch die Last K 
die Druckkurve durch die linksseitigen 
Drittelpunkte (Kernpunkte) der horizontal 
zu führenden Fugenschnitte hindurchgehe. 

Legen wir den Ursprung des Koordi- 
natensystems in den Punkt Ä. Ist dann: 

die Gleichung der Druckkurve, so ist 

die Gleichung der vorderen Begrenzungslinie. 
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Das spezifische Gewicht des Talsperre-Materiales sei g] das spezi- 
fische Gewicht des Wassers und die Tiefe ß des betrachteten Teiles 
der Talsperre gleich eins. Der spezifische horizontalgerichtete Wasser- 
druck im Punkte N ist gleich y. Es ist also in den Gleichungen (5), (7) 
und (8) des Punktes 4 zu setzen: 

/J— 1, * — |a;, p-oo, Qdtp^dy, | — fo; 

g> =- f , 1> - 0, g « y, ^ = f , di^dy, y^^O 

Diese Gleichungen lauten dann: 

Vdx - Hdy + ^gx^dy = 0. 

\9jxdy, 






^-ö+/s 



ydy-Q + \y*. 



Werden die Werte für V nnd S aus den zwei letzten Gleichungen 
in die Torhei^ehende eingesetzt und wird diese nach x differentiiert, 
so gelangt man zur Differentialgleichung der Dmckkurre: 

Es gelang uns nicht, das vollständige Integral dieser Gleichung 
zu bestimmen. Eines ihrer partikularen Integrale und zwar für 
die Werte: 

a^o-O, P-0, Q^O 

lautet: 

y - iVg^- 

Es lautet also die Gleichung der Torderen Begrenzungslinie: 

y=^Vgx. 

19. Die soeben gewonnene partikulare Lösung der behandelten 
Aufgabe zeigt folgende Eigentümlichkeiten: 

Das Profil der Talsperre ist in diesem Falle ein rechtwinkliges 
Dreieck ADC, für welches: 

tang^ C^Z)-;^. 
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Die Druckkurve ist bei gefülltem Becken die Gerade ÄE^, wo E^ 
im linken Drittelpunkte der Basis DC liegt. 

Ist das Becken nicht gefüllt; so daß die Talsperre nur ihrem 
Eigengewichte unterworfen ist, so geht die Druckkraft G des beliebigen 
Fugenschnittes NN', d. h. das Gewicht des Dreieckes NN'Ä durch den 
rechten Drittelpunkt E' dieses Fugenschnittes. In diesem Falle ist 
also die Gerade ÄE[ die Druckkurve, wobei E[ im rechten Drittel- 
punkte der Basis DC liegt. 
^ Der Winkel v, den die Druckkraft G 

eines beliebigen Fugenschnittes mit der 
Druckkurve einschließt, ist in diesem 
Falle konstant und gleich: 
i; - ^ CAE[. 
Dieser Winkel kaun (unter der 

Einschränkung "" f < ^ < o ) ^i* ^^^ 

Vergrößerung der Basis CD beliebig 
groß gemacht werden, was deutlich zeigt, wie fehlerhaft die Annahme 
ist, daß die Druckkraft die Druckkurve berühre. 

20. Hat der Tragkörper solch eine Form, daß der Schwerpunkt 
des zwischen zwei beliebigen Fugenschnitten eingeschlossenen Teiles 
und die Mittelpunkte der Belastungen desselben bestimmt werden 
können, so läßt sich die Gleichung der Druckkurve direkt auf- 
stellen und die Aufstellung ihrer Differentialgleichung kann umgangen 
werden. 

So könnte die Gleichung der Druckkurve des im Punkte 15 be- 
handelten Gewölbes auch wie folgt aufgestellt werden: 

Ist (Fig. 7, S. 19) 8 der Schwerpunkt von ÄBN'N {x^ dessen 
Abszisse), in welchem Punkte man sich das Gewicht V von ÄBN'N 
wirkend denken kann, so folgt wegen des Gleichgewichtes des Trag- 
körperteiles ÄBN'N die Momentengleichung bezüglich E: 

r{x-x,)^Q>y^ 0. 



A 


4 

f 


^ 






c 






H ?-.-i,-^- i 



Nach der Lehre vom Schwerpunkte ist 



^_^,a«+12rV ^ 



und es ist deshalb 



sin" ^ 
2 
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Nach den Ableitungen im Punkte 15 ist noch 

F «= ar qp, a: = (> sin y, y =" (>o "" (> ^^^ V- 

Werden diese Werte in die erste Gleichung eingesetzt, so bekommt 
man die Gleichung der Druckkurve: 

PoÖ + !«(«•+ 12 r«) sin« -J 

^ *** Q cos qp + ar qp sin qp 

in Übereinstimmung, mit der Gleichung im Punkte 15. 
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Vorwort. 

Die yersicherung gegen Erwerbsunfähigkeit hat heutzutage eine 
hohe volkswirtschaftliche Bedeutung erlangt , die sich im Laufe der 
Jahre aus sozialpolitischen Rücksichten voraussichtlich noch steigern 
wird, wozu insbesondere diejenigen Fälle wesentlich beitragen dürften, 
in denen EoUektivversicherungen in Betracht kommen, wie solche 
beispielsweise für die sämtlichen Angestellten großer, stabiler Unter- 
nehmungen privater Natur abgeschlossen werden. 

Erst während der letzten Jahrzehnte hat sich ein Teil der großen 
Versicherungsanstalten entschlossen, auch diesem Versicherungszweige 
die ihm gebührende Aufmerksamkeit zu schenken und Versicherungen 
gegen Invalidität einzugehen, wobei jedoch viele beschränkende Be- 
dingungen und Maßnahmen der Aufnahme solcher Versicherungsarten 
auferlegt wurden^). Hierzu führte wohl an erster Stelle die Schwierig- 
keit, die sich in der richtigen Beurteilung der „Versicherungsfähigen" 
und „Nichtversicherungsfähigen'^ ergibt, indem den Praktikern zu einer 
allgemeinen Invalidenversicherung die statistischen Grandlagen fehlen, 
und man theoretisch nicht zu entscheiden vermag, ob die Erscheinung 
der Invalidität ganz allgemein oder nur für spezielle Berufe dem Ge- 
setze der großen Zahlen folge oder überhaupt nicht*). Dennoch kann 

1) Eine Orientierung über Deutschlands Anstalten enthält Max Gereckes 
Abhandlung ,,L*a6Burance contre rinvalidit^ dans les Sociät^s allemandes d'assu- 
raiioes lur la vie", erschienen in den Documents du Troisi^me Gongr^s Inter- 
national d'Actuaires, a Paris 1900 (publ. 1901) p. 54—68. 

^) Hierzu siehe E. Blaschke, Documents du Troisi^me Congres International 
4^A<^lw«ttWi Ä. Paris 1900, p. 1072 u. ff. 
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ein Teil der Lösung, die wissenschaftlichen Grundlagen, unter der An- 
nahme der Eonstanz der InTaliditätswabrscheinlichkeiten geleistet werden. 

Für den Beruf der Eisenbahnangestellten hatte man langjährige 
^Elrfahrungen gesammelt, um einen Einblick in die InvaliditatsTerhält- 
nisse der Eisenbahner zu gewinnen, Erfahrungen, deren Resultat 
die gut verläßlichen Tafeln der Invaliditäts- und Invalidensterbens- 
Wahrscheiulichkeiten des Bureaupersonals des Vereins deutscher Eisen- 
bahnverwaltungen von Behm und Zimmermann bilden, welche von 
Dr. Bentzien noch durch spätere statistische Beobachtungen an diesem 
Beamtenkörper ergänzt worden sind^). Auf Grund dieser Tafeln ist 
fOr die Fundamentalgrößen der InYalidenversicherung ein yorbildliches 
Beispiel berechnet worden. Auf andere, selbst verwandte Zweige kann 
man zwar solche Tafeln nicht ohne Bedenken in Anwendung bringen, 
man kann aber, in Ermangelung eines genügenden statistischen Materials 
den Erfahrungen folgend, diese Werte mit Koeffizienten versehen, die 
den einzelnen, verschiedenen Berufsklassen entsprechend approximativ 
zu wählen sind, und so schrittweise die ursprünglich unvollkommen 
angenommenen Grundlagen, die nur als die ersten Umrisse der ge- 
forderten Lösung angesehen werden dürfen, verbessern und dem wahren 
Gange der Ereignisse genauer anpassen lassen. Man kennt übrigens 
auch andere Methoden, die geeignet sind demselben Zwecke zu dienen; 
die von den Versicherungstechnikern abgeleiteten Formeln behalten je- 
doch in allen diesen Fallen ihre volle Gültigkeit. 

In den folgenden Entwicklungen, die dem systematischen Aufbau 
der mathematischen Grundlagen der Invalidenversicherung gewidmet 
sind, werden vorerst nur diejenigen Erlebensfälle betrachtet, die man 
anter die Bezeichnung „Versicherung einfacher Leben'' einreihen kann, 
und in denen es sich um die einmaligen Prämien mit ganzjähriger 
Auszahlung handelt. Was die Literatur anbelangt, so sei inbetreff 
der darin als bekannt vorausgesetzten Formeln nebst den bekannten 
älteren Autoren auf das Lehrbuch der Versicherungsmathematik von 
Dr. W. Großmann verwiesen, betreflfs der Terminologie auf die Enzyklo- 
pädie der mathematischen Wissenschafben Bd. L D. 4, wo sich auch 
die Literatur ausführlich behandelt vorfindet; die neueren Autoren 
werden an zugehörigen Stellen in Fußnoten angegeben. 

Das benutzte Zeichensystem. 
Den Grundsätzen der internationalen Bezeichnungsweise gemäß, 
wie selbe auf dem zweiten internationalen Kongresse der Versicherungs- 
techniker in London 1898 festgesetzt wurden, bedeuten im folgenden: 

1) Siehe z. B. in H. Meyers Beiträgen zur Pensionsversichezang, Jena 1908. 
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l(x) die Anzahl der ^r -jährigen , lebenden Männer einer ^^fingierten 

Gesellschaft" mit bestimmter Absterbeordnung ?(aj), l(x + 1), . . .; 

la{x) die Anzahl der x- jährigen, aktiven Männer (mit bestimmter 

Ausscheideordnung aus dem Aktivitätszustande); 
l^(x) die Anzahl derjenigen Personen, welche aus einer Anfangszahl 
von Aktiven im Laufe der Jahre als invalid hervorgegangen 
sind und gegenwärtig im a;ten Lebensjahre stehen; 
Z„(a;) die Anzahl der auf Grund der Sterbens Wahrscheinlichkeit der 
Invaliden jeweilig am Anfang des 2;ten Lebensjahres noch 
lebenden invaliden Männer (Sterbenstafel für Invalide); 
i(x + l) die Anzahl der im ;rten Lebensalter aus den l^(x) Aktiven 
hervorgehenden, invalid werdenden Männer, die den Anfang des 
(a;4-l)sten Jahres erleben; 
V den Barwert des nach einem Jahre fälligen Kapitals 1, d. h. 
den Diskontierungsfaktor; 
D{x) die diskontierte Zahl der lebenden Männer l{x) einer „fingierten 

Gesellschaft"; 
D^(x) die diskontierte Zahl der aktiven Männer ?a(:r); 
Df(x) die diskontierte Zahl der invalid gewordenen Männer li{x)] 
D^{x) die diskontierte Zahl der Invaliden ?„(x); 
D^(x) die diskontierte Zahl der invalid werdenden Männer i{x)] 
p{x) die Erlebens Wahrscheinlichkeit eines a; -jährigen Mannes (für 

ein Jahr); 
pj^x) die Wahrscheinlichkeit eines o; -jährigen Aktiven, das (ic+l)ste 

Lebensalter im Aktivitätszustande zu erreichen; 
Piipo) die Wahrscheinlichkeit eines a: -jährigen Aktiven, das (a;+l)8te 
Lebensalter im Invaliditätszustande zu erreichen; 
Pa-¥ii^) die Wahrscheinlichkeit eines a;-jährigen Aktiven, das (a:+l)8te 
Lebensalter überhaupt (als Aktiver oder Invalider) zu er- 
leben; 
p^(x) die Erlebenswahrscheinlichkeit eines a:-jährigen Invaliden; 
i{^)) ia{^\ 3.W? Ö'a+iC^) ^^^ ffwC^) entsprechend die zugehörigen 

Sterbenswahrscheinlichkeiten und 
u{x) die Wahrscheinlichkeit eines a; -jährigen Aktiven, während des 

a;ten Lebensjahres invalid zu werden; 
b,(x) den Bar wert der ganzjährigen, vorschüssigen Leibrente eines 

a: -jährigen Mannes, von jährlich 1; 
hj^x) den Barwert der ganzjährigen, vorschüssigen Aktivenrente von 

jährlich 1 eines a; -jährigen Aktiven; 
d„(iP) den Bar wert der ganzjährigen, vorschüssigen Invalidenrente von 
jährlich 1 eines a;- jährigen Invaliden; 
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^f(x) den Barwert der Anwartschaft auf Invalidenpension von jähr- 
lich 1 eines derzeit rt; -jährigen Aktiven. 
Die ührigen benutzten Zeichen werden in den sie betreffenden 
Ableitungen der weiteren Untersuchung erklärt werden. 

§ 1. Beziehungen zwischen den Erlebens- und Sterbens- Wahrscheinlich- 
keiten der Aktiven, der Invaliden und der Menschen überhaupt. 

Der gegebenen Deutung des Zeichens Pa+i{^) gemäß als Wahr- 
scheinlichkeit eines Aktiven vom Alter x den Anfang des (x -f 1)*®** 
Jahres im Aktivitätszustande oder als Invalide zu erleben^ bestimmt 
sich der Wert von Pa^ti^) durch das Verhältnis 

indem die Anzahl aller von l^ip^) Aktiven nach einem Jahre am Leben 
gebliebenen Menschen 

l^(x + l) + iix+l) 

beträgt. Sei weiter 2a+«(^) ^^® Wahrscheinlichkeit eines ^-jährigen 
Aktiven^ während des x^^ Lebensjahres (als Aktiver oder Invalider) 
zu sterben, also 

(ß^ a (x\ = ^a(^)-^^(^+^)-*> + ^) . 

KP) ia+iW- /^(a;) ' 

dann ergeben die Identitäten {a) und {ß) die Beziehung 

wie zu erwarten war, da von den beiden Möglichkeiten, dienstfähig 
oder dienstunfähig das Jahr {x + 1) z^ erleben bezw. nicht zu erleben, 
stets eine eintreten nraß. 

Die Erlebenswahrscheinlichkeit p{x) eines a;-jährigen Menschen 
einer „fingierten Gesellschaft" l{x), von denen ?^(a;) Mitglieder aktiv 
und l^{x) Mitglieder invalid sind, und die Erlebenswahrscheinlich- 
keiten Pa^iip^ ^i^d pj{x) dieser Aktiven bezw. Invaliden sind infolge 
dieser Festsetzung nicht voneinander unabhängig, sondern es besteht 
zwischen ihnen eine lineare Beziehung; sie ist eine Folge der Identität 

(y) Kx)-'h{x) + l,{x), 

durch welche die Absterbeordnung der „fingierten Gesellschaft" l{x) und 
somit auch die Erlebenswahrscheinlichkeit p{x) festgelegt ist, sobald 
die Auflscheideordnungen der Z^(a;) und der \{x) bestimmt sind. Es 
sei hier für die so definierte „fingierte Gesellschaft", die aus Ak- 
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tiven und Invalideii besteht, der Ausdruck „Menschen überhaupt" 
gebraucht. Aus 

ergibt sich nämlich zufolge der zwischen lf{x + 1) und lf(x) bestehenden 
bekannten und leicht zu bestätigenden Identität 

(*) h{x + 1) - h(x)p,{x) + i{x 4. 1) 

die Gleichung 

Aus dieser fundamentalen Beziehung zwischen den drei Erlebens- 
wahrscheinlichkeiten der Menschen überhaupt^ der Aktiren und der In- 
validen, ergeben sich ohne weiteres durch elementare arithmetische 
Untersuchungen die folgenden Sätze: 

1. Sind zwei von den I!rM)en$wahrscheinlichkeiien p(x), l>«+<(ar) 
tind p„{x) einander gleidi, so ist auch die dritte ihnen gleich. 

2. Ist dagegen 

SO bestehen die Ungleichheiten 

Pa+ii^) >P{^) >Pu(^) ^^' Pa + ii^) < P(«) <Pu(,^)j 

80 daß p(x) stets einen zwischen Pa^i(jxi) und p„(x) liegenden Wert an- 
nimmt 

Für die Sterbenswahrscheinlichkeiten 

folgt aus (/) die Beziehung 

und man hat demgemäß auch die Sätze: 

3. Sind zwei von den Sterbenswahrscheinlichkeiten q(x), ?a+«(^)» 
q„(x) einander gleich, so ist auch die dritte ihnen gleich, 

4. Der Wert q{x) liegt stets zwischen den Werten 2a+i(^) ^'••^ 

Die Ausscheidewahrscheinlichkeit eines ^-jährigen Aktiven aus dem 
Zustande der Aktivität ist durch die Formel 

/ \ I / \ ^a{x) — la{X + ^) 

gegeben, da sich die Ereignisse, invalid zu werden oder als Aktiver zu 
sterben, gegenseitig ausschließen. Bezeichnet man also mit p^ix) die 
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Wahischeinlichkeit eines im Aktiyitatszastande, mit Pi{x) die Wahr- 
scheinlichkeit desselben im Inyaliditätszustande das nächste Jahr x + 1 
zu erleben, so wird erstens 

sein und es wird zweitens zwischen den drei yerschiedenen Erlebens- 
wahrscheinlichkeiten Pa+i{^), Pa(ßöf Piip) eines a;-jährigen Aktiven die 
Beziehung 

(ij) !».+,(*) -!'.(*) +A(*) ^P.i^W^^ 

bestehen, welche auch unabhängig von obigen Relationen angestellt 
werden kann, da sich die Ereignisse, im Aktivitatszustande oder als 
Invalide das nächste Jahr zu erleben, ebenfalls ausschließen. 

Die Wahrscheinlichkeit j>^(2;) ist eine Funktion von pj^x)\ gewöhn- 
lich wird 

gesetzi') Es ist demnach 



und 



Pa^ii!^) - Pa{^) + \ W W { 1 + Pui^) ) . 



Ist nun im besonderen Pa+i(^) '^Puip'dt *ö besteht zwischen |)^(rc) 
und p^{z) die Beziehung 

Pa(PÖ "Pui^) - !«*(«){ 1 +Pui^)]' 

Diese Gleichung sagt aber aus, daß in einem solchen Falle die 
Sterbenswahrscheinlichkeit der Aktiven im Aktivitätszustande großer 
ist als die Sterbens Wahrscheinlichkeit der Invaliden. In der Praxis 
dfirften demnach solche Fälle nur dann eintreten, wenn es sich einer- 
seits bei den Aktiven um einen dem Leben gefährlichen Dienst handelt 
oder wenn man es anderseits bei den Invaliden mit den sog. Eon- 
veniensinvaliden zu tun hätte. Im allgemeinen wird aber Pa^iix) ▼on 
Pui^) ▼erschieden sein, der Unterschied beider Wahrscheinlichkeiten 
jedoch desto kleiner, je lebensgefährlicher der Beruf der Aktiven ist 



1) Siehe z. B. E. Hamza, Note sur la thäorie mathömatiqne de rassorance 
contre le risque d*inyaliditä d'origine morbide, B^nile oa accidentelle. DocnmentB 
du 8i*»« Congiäs international d'Aotuaires en 1900 ä Paris, pubL 1901 ; p. 168. — 
W. GroiBxnann, Die Veraioherangsmathematik, Leipzig 1908; S. 177. 

ZaitMhrlft f. IfatiMiBatik a. Fhyilk. M. Band. 1907. H«ft 1/S. 3 
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Die Beziehung (f) läßt sich auch auf die Form 

hringen, aus der sich zufolge (ij) für p^{x) der Wert 

ergibt. Die Gestalt der Gleichungen ('&) und (t) selbst macht es klar^ 
daß sie bestehen bleiben, wenn man für p die Sterbenswahrscheinlich- 
keiten q einsetzt Die beiden Formeln finden übrigens im Folgenden 
des öfteren ihre vollständigen Analogien. 

§ 2. Einmalige Prämien der Erlebens- und Invalidenyersiclierung. 

Bezeichnet man mit dem Index z einen in betracht gezogenen 
Zustand eines jeden Mitgliedes {x) einer ^^fingierten Gesellschaft^' mit 
der Ausscheideordnung i[,(x), l^x + 1), l,{x + 2), ... aus diesem Zustande, 
so ist der Barwert der von dieser Gesellschaft zu einem bestimmten 
Zwecke geleisteten einmaligen oder sich regelmäßig wiederholenden Ein- 
zahlungen gleich dem Barwert der behufs Erfüllung des Zweckes und 
gemäß jener Ausscheideordnung an die Mitglieder geleisteten Aus- 
zahlungen. Nach diesem Prinzip der Gleidiheü von Leistung und der 
wahrscheinlichsten Gegenleistung berechnen sich die Nettoprämien oder 
die Barwerte der Yersicherungsmathematik und zwar: 

1. der Barwert der vorschüssigen Leibrente 1 eines x-jährigen 
Menschen durch die Formel 

2. der Barwert der Torschüssigen AktiTenrente 1 eines a;-jälirigen 
AkÜTen, zahlbar wahrend der Dauer der Aktivität, mittels der Formel 

3. der Barwert der Torschüssigen Inyalidenrente 1 eines a;-jährigen 
Invaliden 

4. der Barwert der um n Jahre aufgeschobenen vorschüssigen Leib- 
rente 1 eines a;-jährigen Menschen 

(2) JÄ(^) =» ^^ - = - ^J-^d (^ + n), 
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5. der Barwert der um n Jahre aufgeschobenen vorschüssigen 
Aktiyenrente 1 eines Aktiven vom Alter x 

<.2a) ./^aW^ l>a(^^^^ 5:(i)-^«(^ + '*)^ 

6. der Barvert der um » Jahre aufgeschobenen vorschUssigen 
Invalidenpension 1 eines x-jährigen Invaliden 

(2u) >(*)- DM iy^ *-(* + «)' 

7. der Barwert, der n Jahre dauernden temporaren vorschüssigen 
Leibrente von (x) 

(3) /^Ä(a:) ^^^^ d(a:) - ^^d(a;), 

8. der Barwert der n Jahre dauernden temporaren vorschüssigen 
Aktivenrente 1 eines a7-jährigen Ativen 

(3a) j^t^ix) - ^'-"--jy^ '- -— - d,(x) - _^/d,(x), 

9. der Barwert der n Jahre dauernden temporären vorschüssigen 
Invalidenrente 1 eines 2;-jährigen Invaliden 

C3u) /,^» W ~ö„(«l " *» W - J^« W» 

10. der Barwert der Anwartschaft eines Aktiven anf TorschQssige 
InTalidenpension von jährlich 1 durch die Formel Ton Eaan 

(4) ^,ix)-^ ^^^^j 

oder dorch die Formel von Earup 

(4-) 4.(0.)-^;^) -j>)^-(^)' 

welche im Gnmde identisch ist mit derjenigen von Eaan^)^ 

11. der Barwert der Anwartschaft eines Aktiven auf vorschüssige 
Invalidenpension 1 nach n Äarenjerjahren 

(5) Ji^.{x) -^^ ^--i-±.Ja,(^ + n) 



1) Siehe z. B. (7roBamann S. 184^188. 

3* 
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oder analog der Earupsolieii Formel (4') 

(5^ J^*W S^c^^ B;^ ^ui^ + *») - 2>.(a:) ^'^^ + *> 

Bezeiclinet man den Barwert einer nachschüssigen Rente yon jähr- 
lich 1 Ton (x), zahlbar wahrend der Datier des Zustandes 0, mit a^(x), 
80 wird 

§ 3. Tempor&re Rentenansprfiche. 
A. Barwert der temporilren Anwartschaft anf Invalidenpension. 

Es sei der Barwert der „temporaren Anwartschaft auf Invaliden- 
Pension'' gesucht, d. h. die einmalige Prämie für eine Versicherung, 
zufolge welcher ein x-jähriger Aktiver den Anspruch auf eine lebens- 
längliche, vorschüssige, das erste Mal zu Anfang des seiner Invalid- 
erklärung folgenden Jahres zahlbare Invalidenpension von jährlich I 
erhält, falls er während der n ersten Yersicherungsjahre invalid wird. 
In einem solchen Falle fallen offenbar in dem Summenausdruck (4) die 
letzten Glieder, von dem (n + l)-ten angefangen, fort, und man erhält 
als Barwert eines solchen Anspruches 

(3i) f^x) - ä,(x) - jt,(x) - ä,(^) - ^^^\(« + «), 
welche Formel ein Analogon zu (3), (3 a) und (3u) bildet. 

B. Barwert der Anwartschaft auf temporäre Invalidenpension. 

1. Methode. 

Bei einer Versicherung eines a;-jährigen Aktiven zum Bezüge einer 
vorschüssigen Invalidenpension 1, zu der er nur die ersten n Yer- 
sicherungsjahre berechtigt ist, d. h. einer vorschüssigen Rente 1, die 
zahlbar ist, falls der Versicherte spätestens im (n — l)-ten Versicherungs- 
jahre invalid wird und zwar das erste Mal zu Anfang des seiner 
Invaliderklämng folgenden Jahres, das letzte Mal zu Beginn des 
ti-ten Yersicherungsjahres zur Auszahlung gelangt, entstehen dem Ver- 
sicherungsfond für l^{x) versicherte Aktive folgende Verpflichtungen: 

Zu Anfang des (x + l)-ten bezw. (x + 2)-ten, ... (x + n— l)-ten 
Jahres im Betrage von 

i{X + l)/^_^4.(^ + 1) - i{x + 1) [ä^ix + 1) - ^^^] 
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DOZWa 

i(x + 2)/^_,a.(a; + 2) - i(x + 2) \^(x + 2) - ^0^] 

i(*+i.-i)/^d.(*+i.-i)-.(x+«-i){ä«(*+«-i)-^^±^5} 

Emheiten. Der Barwert der Leistungen des Fonds and also auch die 
Gegenleirtong der I^(x) Versicherten bestimmt sich durch 

^.(%.Äi(^) -^»-(a: + *)«»(l.(x + k) -^B,{x + n) -2^1^' 

woraus die einmalige Pnmie 

(6) -a,(.)-^_^//a,(.)-^ 

erhalten wird, unter fA den Ausdruck 

Terstanden. Das Summenprodukt jü läßt sich jedoch auf Ghrund ein- 
facher Transformationen in bekannte Barwerte überftlhren. 

Durch allmähliche Anwendung der Beziehung (ß) auf die An- 
zahlen l^(x + 2), l^{x + 3)y . . . erhält man schließlich aus (d) die Be- 
ziehung 

l,ix + n) + l,is)M^^- iix + «)-Z,(x + «)^»|t|, 
ans welcher nach Multiplikation mit 

die Beziehung 

(8) f» - d.(« + n)t>- { Z/« + n) - »-(x + n) } - U«)^ä.(a;) 

folgt. 

Mit RQcksicht darauf kann für den Barwerty/ d{(a;) statt des Ans- 
dmckes (6) der mit ihm identische Wert 

(9) ii^i^{x) - a,{x) - ^_//«) 
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gesetzt werden. Dieser Ausdruck wird im weiteren noch formal ver- 
einfacht werden. Vorerst sei jedoch anf die „logische Ableitung^ der 
Formel (9) eingegangen. 

Damit alle l{x) Lebenden des Alters x eine yorschüssige Invaliden - 
Pension von 1 ihr Leben lang im Invaliditätsfalle beziehen, haben die 
Dienstfähigen unter ihnen von der Anzahl lg{x) dem Yersicherungs- 
fond den Betrag 

l,{x) ^,{x) 

und die \{x) Invaliden den Betrag 

\{x) d„(a:) 

zu überweisen, also zusammen eine Einzahlung von 

Einheiten zu machen. Die Gegenleistung des Fonds kann aber so 
gefunden werden, daß man zuerst denjenigen Teil der Zahlungen fest- 
stellt, welche dem Fond bis zu Anfang des {x + n — l)-sten Jahres 
(einschl.) erwachsen werden, und dann den Restbestand bestimmt. 

1. Durch die Versicherung aller Aktiven auf Invalidenpension bis 
zu Anfang des (a? + n — l)-sten Jahres (einschl.) werden dem Fond 
Zahlungen entstehen, die einer Versicherung von I^(a;) Aktiven auf 
temporäre Invalidenpension mit der Dauer von n Jahren gleichkommen 
und deren Barwert 

beträgt. Die Versicherung der l.{x) Invaliden wird bis zu Anfang des 
(rc + n — l)-sten Jahres (einschl.) den Fond den Betrag 

kosten. Der für den ersten Teil der Versicherung erforderliche Gesamt- 
betrag macht also 

Einheiten aus. 

2. Der zweite Teil der Versicherung bürdet dem Fond von Anfang 
des (x + n)-ten Jahres ab die folgenden Verpflichtungen auf: 

Indem die l^i^) Aktiven auch vom Beginn des (a; + n)-ten Lebens- 
jahres im Invalidisierungsfalle eine Pension von jährlich 1 erhalten sollen, 
werden dem Fond Zahlungen entstehen, die dem Barwert der um w — 1 
Jahre aufgeschobenen Anwartschaft auf Invalidenpension gleichkommen, 
d. h. Auslagen in der Höhe 
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Es bleiben noch die sämtlichen Inyaliden des Alters x + n un- 
gedeckt^ ausgenommen die i{x + n) Invaliden^ die zu Anfang des Jahres 
X + n neu hinzugekommen sind und die bereits durch die Versicherung 
ll^iix) vom Anfang des Jahres o; + n ab gedeckt sind. Es ver- 
bleibt also noch die Leistung für die übrigen 

\(x + n) — i{x + n) 

Invaliden, für welche zu Anfang des {x + ti)-ten Jahres der Betrag 

{l,{x + w) - i(x + n)} ü^ix + n) 

zurückgestellt werden muß. Der zweite Teil der Versicherung wird 
demnach den Fond den Betrag 

iaW^^/^i W + Ä«(^ + w) { l,{x + n) - i(x + n) } t)" 

kosten. Addiert man nun die Werte der beiden Teilleistungen, so er- 
hält man den gegenwärtigen Wert der Gesamtausgaben des Fonds, 
welcher der Leistung der sich versichernden l^^ix) Aktiven und l^{x) 
Invaliden gleichkommen muß. Demzufolge besteht die Gleichung 

+ dja; + n) t;« {Z^a; + n) - i(x + n)}, 

aus welcher sich nach Benutzung der Gleichung (3 a) der unter (9) 
verzeichnete Ausdruck ergibt. 

Es werde nun der Ausdruck (8) auf einfachere Formen gebracht. 
Mit Hilfe der Beziehung (d) erhält man für das erste Glied rechter- 
hand in Formel (8) den Wert 

Ä„(a: + w)t;" l^{x + n — l)p„(x + « - 1) 

und vermittels der Gleichung (2u) die einander gleichen Ausdrücke 

l,ix + n - 1) ,^(^y;L^) jä^ix) - l,(x + « - 1) jü^(x + n- l)t;-S 
sodaB cdch für fi selbst die Formeln 
(80 ^ - j,„ix) [l,ix + n - 1) i;;^^ - m] 

(8") ii-l,(x + n- 1)»--» jä„(x + n - 1) - l,{x) ^dj«) 

eigeben und somit aach der Barwert n d^ix) in den Ausdrücken 
//^4|(*) - Ä,(a;) - 
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und 

ii^x) - h,{x) - ^ji^tix) + ^^; ^ä.(«) - 

—i)(^— «-(* + «- 1) 
seine Darstellung findet. 

2. Methode. 
Folgt man zur Aufstellung des Barwertes // d|(a;) der Methode von 
Earup, so erhält man offenbar die Besiehung 

aus der sich nach einfachen Umformungen mittels (4'), (ö') und (2n) 
die Beziehung 

(»•) //>(.) - ^(.) - ^/^ w + j.>.(«) I j^s - '$, ■ ;|jii 

oder zufolge (2u) auch 

(9**) //,d,(«) - d,(*) - ^/d,(ar) + ^^J ^d.(a:) - -^±^ d.(x + n) 

ergibt, welche beide Gleichungen von (9') bezw. ^9") nur formal ver- 
schieden sind. 

Benützt man schließlich zur Darstellung des Wertes // \{x) des 

Barwertes / d<(a;), so ergibt die Formel (9*): 






//. 



§ 4. Leibrente eines Aktiven. 
A. Barwert der Leibrente eines Aktiven. 

Soll ein Aktiver vom Alter x eine vorschüssige, sein Leben lang 
zahlbare Jahresrente 1, deren einmalige Prämie mit 

bezeichnet werden möge, beziehen, so ergibt sich nach dem Fundamental- 
prinzip, daß 

(10) !)„(«) ä.^,(«) -2: ^«(^) +S A(«) - ^ S JiM 
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sein muß. Daraus erschließt man einerseits zufolge (la), (lu) nnd 
(4^) fBr den gesuchten Barwert die Formel 

(11) d,^.,(a:)-d,(a;) + d,(a:), 
andererseits mit Bücksicht auf (1) und (lu) die Beziehung 

oder^) 

(HO d,+,(a;) - ä(«) + rS «Ä(*) - <>^.(*)}- 

Spejsußer FaU. Wird die Erlebenswahrscheinlichkeit Pa^td^) der 
Aktiren gleich derjenigen der Invaliden Torausgesetzt^ so wird 

d(fl:) - d„(ir) 

sein und dann folgt aus (11^, daß 

KU^) - ä(ä) - d,(a;) 

ist^ d. 1l in einem solchen Falle sind die Barwerte der Leibrente eines 
Aktiven, der Leibrente eines Menschen überhaupt und der Leibrente 
eines Invaliden einander gleich — ein Ergebnis, welches die in diesem 
Falle der Voraussetzung wegen geltende Identität 

im voraus erkennen laßt. Die Formel (11) übergeht in diesem Falle 
dementsprechend in 

Bemerkung. Man kann mittels (11) den Barwert d^(a;) allgemein 
durch die Differenz 

(12) Ä*(^)-4a+,(«)-Ä<.(«) 

darstellen; diese Oleichung sagt aus: 

Der Barwert der Anwartschaft eines x^ährigen Aktiven auf Invaliden- 
Pension ist gleich dem Bar wert der Leibrente eines Aktiven, vermindert 
um den Barwert der Aktivenrente. 

B. Barwert der aufgesohobenen Aktiven-Leibrente. 

Soll der Bezug der vorschüssigen Leibrente eines Aktiven erst 
nach n Jahren beginnen, d. h. zum ersten mal zu Anfang seines {x +n)-ten 
Lebensjahres fallig sein, ob er inzwischen Invalide geworden ist oder 

1) Vgl. Hamza, a. a. 0. S. 167. 
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nicht; so fallen in den Summen des Ausdruckes (10) je die n ersten 
Glieder fort^ und man erhält demnach aus 

für den Barwert einer vorschüssigen um n Jahre aufgeschobenen Leib- 
rente eines Aktiven einerseits analog zu (11) die Formel 

(13) jK..<.') - jKi') + ^/d, W + >W ',^ {IXXt - ^). 

anderseits analog zu (11') die Beziehung 

(13-) jä„U^) - ji^ix) + ^ {_yd(a:) -j<iM). 

oder schließlich, um den der tatsächlichen Berechnung angepaßten 
Ausdruck zu erhalten, die Formel 

(13") >+'(*)- 

Besonderer Fall Wird wieder p(x) ^ p^i^) vorausgesetzt, so er- 
gibt (13') die Beziehung 

und (13) die andere 

(IS.) _,..w + j,^(^) - j^wg|i - gSI) 

O. Barwert der Aktiven-Leibrente mit n XsxejiziBhTen. 

Um den gegenwärtigen Wert der Versicherung eines a:-jährigen 
Aktiven auf lebenslängliche Rente von 1, zu der er aber nur dann 
berechtigt ist, wenn er nach n Jahren noch aktiv ist, und welche zum 
erstenmale zu Anfang seines {x + n)-ten Lebensjahres zur Auszahlung 
gelangt, zu bestimmen, hat man offenbar analog (11) den Ansatz zu 
machen 

(2a + i) - 2),(xr' ^«+'(^ + **) • 

Diese Beziehung zwischen d^^+ii^) ^^^ llK^-ii^) entspricht voll- 
ständig der unter (2) angeführten, die gültig ist für die Barwerte d(a:) und 
l\{x\ (Dementsprechend ist selbe mit {2a + i) bezeichnet worden.) 
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D. Barwert der temi>oriiren Aktiven-Leibrente. 

Versichern sich l^i^) Aktive des Alters x auf eine vorschilssige, 
die ersten n Jahre zahlbare Rente von jährlich 1, so entstehen dem 
Fond zu Anfang eines jeden Versicherungsjahres Ausgaben, deren Höhe 
dem A-üheren zufolge zu Anfang des (x + l)-sten Versicherungsjahres 

Einheiten ausmacht, so beträgt der Bar wert aller während der n Ver- 
sicherungsjahre zu leistenden Auszahlungen die Summe 

2 «" l^«(^ + ") + '.(^ + ^) - ^*(^) ^tS^I' 

der die Gegenleistung 

der Aktiven gegenüber steht. Es ist somit 

(14) //«+«-(^) " /M""^ "^ /lM"^^ 

oder auch 

(140 //,^,W -/^A(:.) + ^ {/^d(:r) -/^d„(a;)}, 

entsprechend den Formeln (11) und (11'), in welche sie fürn — o + 1 — a; 
übergehen, unter o das höchste in den Tafeln vorkommende Alter ver- 
standen. 

Besonderer FaU. Ist wieder p{oc) ^pjx)j so ergeben (14) und 
(14') die Beziehungen 

//a + <(^)=/^Ä(^)-//u(^) 

nnd 

(148) j^^{x) '^i^d.,{x) + ii^6,{x), 

§ 5. unbedingte Pensioniemng nach einer bestimmten Anzahl von 

Dienstjahren. 

(Barwert des Anspraches auf Invaliden- nnd Alterspension.) 

Will ein Aktiver des Alters x außer dem Anspruch auf Invaliden- 
pension noch den Anspruch besitzen, nach einer bestimmten Anzahl 
von Dienstjahren, etwa n, unbedingt pensioniert zu werden, d. h. von 
seinem (x + n)-ten Lebensjahre ab, je zu Beginn des Jahres eine lebens- 
längliche Rente von 1 zu beziehen, ungeachtet dessen, ob er inzwischen 
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f&r invalid erklart wurde oder nicht, so soll der Barwert dieses zo- 
sammengesetzten Anspruches mit 

bezeichnet werden. Nach dem Fundamentalprinzip ergibt sich nun, daß 

sein muß, oder kurz 

(16) Ä,^j|(a;)-d.(«)+y,(a;). 

Diese Formel zeigt, daß der Anspruch aus zwei Teilen besteht, die 
der Aktive auch einzeln eingehen kann. 

Es möge fQr diesen zusammengesetzten Anspruch noch eine andere 
Formel hergeleitet werden. Will man nämlich wissen, welche Ver- 
pflichtungen dem Fond bis zum Anfang des (x + n-- l)-sten Jahres 
(einschl.) erwachsen werden und wie groß die späteren Verpflichtungen 
sind, so genügt es auf der rechten Seite der Gleichung (16) von dem 
ersten Gliede den Barwert //d^ {x) abzuziehen, zu dem zweiten Gliede 

aber zu addieren. Der erste Teil der Verpflichtungen wird also durch 

den Betrag d.(«) - ^_^//d.(:r), 

der zweite Teil durch 

Einheiten gedeckt. Dieser zweite Ausdruck läßt aber eine einfache 

Umformung zu. Bedient man sich nämlich zur Darstellung der Pramie 

//d|(rr) der Formel (5), so erhält man für die obere Teilsumme den 

Ausdruck 

j^lJ'A(*+»-i)-A(* + «-i)ä.(«+«-l)+^B.(* + »)l, 

Addiert man nun wieder die beiden Teilsummen zueinander, so erhält 
man die Formel 

d,.;, W - MX) - _,/.(^) + 1% •/(-) - -^^Dtc^) — «-(^ + «-1). 

welche nach Einführung des Barwertes // d<(a;) mittels der Formel (9") 
die übersichtlichere Form 

(16') *«+;|(*) -///'(*) + „/^(*) + ?^3{./'^(*) -./*«(*)} 
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annimmt, oder kurz 

unter r^(x) den Ausdruck 

▼erstanden. Mit Worten: 

Der Barwert des kombinierten Anspruches eines Aktiven auf Invaliden' 
Pension und nach n Dienstjahren auf unbedingte Pensionierung ist gleich 
der Summe aus dem Barwerte der Anwartschaft auf vorschüssige tempo- 
räre Invalidenpension von der Dauer n und aus dem Barwerte des An- 
Spruches auf eine um n Jahre aufgeschobene Leibrente eines Menschen 
überhaupt^ vergrößert um den Bestbetrag r^{x), der als Korrektion dafür 
erforderlich ist, daß man bei der Versicherung des Aktiven durch den 
Anspruch eines Menschen überhaupt auf aufgeschobene Leibrente von seiner 
Eigenschaft, dienstfähig zu sein, absah. 

Der Sinn des Eorrektionsbetrages ist also der, daß die Versicherung 
durch /d(^) den Aktiven in eine Kategorie von Menschen schiebt, 

deren Erlebenswahrscheinlichkeit p{x) verschieden ist von der der 
Aktiven p^+iW? ^®^ besonderen Fall p{x) ^^p^ipc) ausgenommen. 
Aus den Gleichungen (13") und (16) folgt weiter, daß 

(16") , ^i+af^)-//^^ii^) + J^aU^) 

ist, oder mit Worten: 

Der Barwert des kombinierten Anspruches eines Aktiven auf Invaliden- 
pension und eine um n Jahre aufgeschobene, unbedingt eahlbare vorsdUissige 
Akerspension von jährlich 1 ist gleich dem Barwerte des n Jahre doMemr 
den Anspnuhes auf temporäre Invalidenpension, vergrößert um die um 
n Jahre aufgesdwbene Aktiven-Leibrente. 

Besonderer FdU. Ist p (x) ™p^(x), so ergeben die Gleichungen (16') 
und (16) die Beziehungen 

Ä< + a|(^)-///i(^) + J<^(^) 

Äi(«) - j^ipo) - jd^(x) + //^d,(ir) 
und mit Hilfe von (13) 

(.7) a,W -//.*,(.) + .,..(«) + ./4 W (^ . 5^> - ^), 

welche Gleichung auch eine Folge von (9"*") ist, wenn man darin n — 1 
f&r n einsetzt und die Bedingung p{x) '^Pui^) durchfahrt 
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§ 6. Bezieliimgen zwischen den Fundamentalgrößen der Invallden- 

yersicherong. 

A. BeEiehnngen zwischen den Barwerten der temporären Benten- 

ansprüohe. 

Eliminiert man aus den Gleichungen (14) und (14^ den Barwert 
der temporären Aktiven-Leibrente^ so erhält man die lineare Beziehung 

(18) l{x)i^t{x) - K{x){i^t,{x) + //_^ä,(x) j + h{x)iJi,(x), 

an welche die vier Barwerte / d(a;), / d^(ir), / d„(x) und // d<(a;) ge- 

•ij <i. In In In II n 

bunden erschemen. 

Man kann die Beziehung auch auf ,,logische Art^' ableiten, indem 
man zuerst den Betrag, der zur Deckung der l{x) Menschen ohne 
Unterschied auf ihre Dienstfähigkeit oder Dienstunfähigkeit erforder- 
lich ist; feststellt (linke Seite von (18)) und dann die Einzelbeträge, 
die zur Deckung der l^ (x) Aktiven unter ihnen und der l^ {x) Invaliden 
notwendig sind (rechte Seite von (18)). Da nun der erstere Betrag 
dem letzteren Gesamtbetrag gleich sein muß, so gilt die Beziehung (18). 

Mit Rücksicht auf die Gleichung (14) kann man (18) die Form 

(19) l (rr)/^d (x) ^ l, {x) jt^^^ix) + l, (^)/^d,(rc) 

geben, in welcher Form sie ebenfalls durch Induktion abgeleitet werden 
kann. Außerdem ergibt (18) für den Barwert einer temporären An- 
wartschaft auf Invalidenpension die Formel^) 

(20) i,^,M) - iJ^ix) - /^.,(.) + ^ !//(:.) -//«W} 
und (14') für denselben Barwert die evidente Formel 

(20') ii^^^ix) = lKU'>=)-lJ^a{^)- 

B. Beziehungen zwischen den Barwerten der vorschüsBigen Benten. 

Wenn man in der Beziehung (18) die Dauer n bis zum höchsten 

in der Absterbeordnung der fingierten Gesellschaft l{x) vorkommenden 

Alter ausdehnt, also . ^ 

n— CD + 1 — a? 

setzt, so erhält man eine lineare Beziehung^) 

(21) l {x) a (x) = ?„ {x) { ä, ix) + d, ix) } + \ {x) d„ (x) 



1) Vergleiche: F. Möllei, Eine Besprechung der Invaliditätsversicherung. 
Assekuranz-Jahrbuch, Jahrg. XYIII, Wien 1897, und Hamza, a. a. 0. p. 171. 

2) Vergleiche: Ch. Moser, Untersuchungen und Materialien zur Beurteilung 
der sechs Entwürfe für eine Hülfskasse des Personals der eidg. Verwaltungen. 
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zwiflchen den vier Fundamenialwerten d.(x), d,^{x), d„(aj) und d|(ic) und 
analog aus (19) die Beziehung 

(22) l (x) d (x) - l (x) d,+, (x) + l, (x) ä„ (x) 

zwischen den Barwerten d(a:), d^+^C^) und d„(a;). 

Die Gleichungen (21) und (22) ergehen für die Barwerte dn{x) 
und äia+t{^) ^® Formeln 

(23) d,(*) -ü(x)- ü„{x) + ,^j [äix)- d„(x)} 
und 

(24) ^-K*(^)-i|^|^(^)-^^)^.(4 

Die letztere ist zur tatsächlichen Berechnung der Aktiven-Leibrente 
besonders geeignet. Die Formel (23) bildet zu der Gleichung (l) ein 
vollständiges Analogon, sowie es die Formel (ll') zur Gleichung (#*) 
war. Es sei noch bemerkt, daß der Barwert dn(x) auch auf andere 
Weise als durch (4) oder (23) angesetzt zu werden pflegt.^) Handelt 
es sich aber darum^ welche Art man zu theoretischen Ausführungen 
am passendsten zu wählen hat^ so ergibt die in § 6A durchgeführte 
logische Ableitung der Formel für diesen Barwert, daß die Definition 
von ^i(x) mittels der Formel (23), also auch (4), die zweckmäßigste 
ist und bei einer Aufstellung von Beziehungen zwischen den Funda- 
mentalgrößen d(a;), d^(a;), ... dem Fundamentalprinzip gemäß einjsiff 
zur Anwendung kommen kann. 

C. Besiehiingen zwischen den Barwerten der anfgesohobenen Benten» 
Zwischen den vier Barwerten 

lJ^{^)f J^a{^)f jK{^) ™d Jl^ii?^) 

besteht eine lineare Beziehung. Man erhält selbe durch Elimination 
des Barwertes für aufgeschobene Leibrente eines Aktiven aus den 
Gleichungen (13) und (13'), nämlich 

(25) l{x)j^{x) - 1, {x) j^/d, {x) + j^, {x) j + l,{x + n)^^^^ • j^,{x) 

Man kann jedoch diese Beziehung auch aus der Gleichung (21) mit 
Hilfe der Formeln (2), (2 a), (2u) und (5) folgern. 

Bern 1901; E. Hamza, a. a. 0. p. 166; H. Meyer, Zar Berechnung der Anwart- 
schaft anf Invalidenpension. Zeitschrift für die gesamte Yersicherungswissenschaft^ 
Band m, Berlin 1903, S. 534— 639; und betreffs einer Streitfrage: Zeitschrift für 
die gesamte Yersicherungsmathematik, Band in, S. 228 (J. Eggenberge r), S. 534 
(H. Meyer), Band IV, (1904), S. 129 (J. Eggenberger) und S. 181 (H. Meyer). 
1) Siehe z. B. H. Meyer, Beiträge zur Pensions Versicherung, Jena 1908. 
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Der Gleichung (13^ kann man aber auch die Form 

<26) l ix)ji (x) - l, («) jd.+, ix) + h («)jd. (x) 

geben, welche ein Analogon zu (19) und (22) bildet. Die Be- 
ziehungen (19), (22) und (26) selbst bilden ein Analogon der Grand- 
beziehung («). Es ist also stets 

l (x) q> {x) - l^{x) tp^^, (x) + l, ix) tp„ {x\ 
unter tp die Funktionen p, Q, äi, / äiy /d verstanden. 

Es sei noch erwähnt, daß wenn man von der Gleichung (25) die 

Identität 

l{x + n)f/' « l^(x + n)ff' + l^{x + n)vr 

abzieht, man die Beziehung 

erhalt. Es läßt sich aus (25) oder (25') der Barwert n^i^x) berech- 
nen, die ihn darstellenden Formeln sind aber zu tatsachlichen Be- 
rechnungen nicht einfach genug. Denn aus (25) folgt z. B. 

IM l,{x + n) ^/^uWp 

man kann aber von dieser Formel aus zu dem Barwert der im § 7A 
zu behandelnden Versicherung sehr einfach gelangen. 

D) Benehimg swisehen den Leibrenteiiwerten eines AkÜveii« 

Addiert man zueinander die Gleichungen (19) und (26), berück- 
sichtigt femer die Gleichungen (3), (3 a), (3u) und benutzt dann fOr 
die Summengleichung die Beziehung (22), so erhält man die Gleichung 

welche wohl auch auf ^logische Art^ aufgestellt werden kann und aus 
der sich die Beziehung 

(3a + i) / ^a+iW ^ ^a + <(^) -" /^a+*(^) 

ergibt. Diese bildet ein vollständiges Analogon zu (3) und möge daher 
mit (3 a + i) bezeichnet werden. 
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§ 7. AnfgesclLobeiLe temporäre RentenansprüclLe. 
A. Baxwert der Anwartsohaft auf aufgesohobene Invalidenpension. 

Bevor zu den kombinierten Rentenansprüchen, die zugleich auf- 
geschoben und temporar sind^ übergangen wird, sei vorerst der Barwert 
der aufgeschobenen Invalidenpension kurz abgeleitet. 

Es sei unter ^ . x 

der Wert derjenigen Versicherung verstanden, den ein :k; -jähriger 
Aktiver zu zahlen hat, wenn er im Invaliditätsfalle nach einer Warte- 
zeit von n Jahren eine jährliche Invalidenpension von 1 beziehen will, 
ob er nun nach oder vor Ablauf dieser n Jahre invalid geworden ist, 
und die also frühestens zu Anfang seines (x + n)ten Lebensjahres zahl- 
bar wird, fisdls er bereits invalide ist. Demzufolge ist 

n 

oder, wenn man sich der schon in § 3B benutzten Gleichung 

\(x + n) \{x) ■ ^ \(« + k) 
und der Formel (2u) bedient, 

(28) ^/d,(x) - jt,ix) + ji^^ix) -^ [-^^^^^-,_), 

welche in Verbindung mit (27) die den Formeln (20) und (23) analoge 
Formel 

(29) ^^a,(a:) -^d(x) - ^/d,(a;) -f^ [jd.{x) - ^/d„(a:)j 

hervorbringt^). Außerdem steht dieser Barwert mit dem Barwert 
/d^^i(a?) in einfacher Verbindung; es findet nämlich zufolge (13') die 
Beziehung 

(30) J^i(P^)-jä^aU^)'' jK{^) 

Statt. 

In der Form 

(29*) K^)jöt(a?) =. l,ix) {jKi^) + j^M] + li{^)jK(^) 

bildet die Gleichung (29) ein Analogen zu den Beziehungen (19) und 
(21) und kann auch direkt auf „logische Art'' abgeleitet werden. 

1) Vgl. Hamza, a. a. 0., p. 171. 

Z«itoehTift f. Mathematik n. Fhyiik. 65. Band. 1907. Heft 1/8. 4 
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Auch zwischen den drei Barwerten ^^{x), n h^ix) und /d,.(a;) be- 
steht eine einfache Beziehung; man erhält selbe durch Elimination des 
Barwertes n^iix) aus den Gleichungen (9*) und (28). Sie lautet 

(30*) ///iW = AiW-^/Ä|(^). 

B. Barwert der tempoi^en Anwartsoliaft auf um n Jahre auf- 
gesohobene Invalidenpension. 

Der Barwert der um n Jahre aufgeschobenen und t Jahre hindurch 
dauernden temporären vorschOssigen Rente eines a:-jalirigen Mannes^ 
zahlbar währeud des Zustandes e^ ist bekanntlich durch die Formel 

/d,(^)« /d,(a;)- ßXx) 

gegeben. Im besonderen erhält man für n »- die Beziehung (3). 

Es sei' nun die einmalige Prämie für eine Versicherung zu be- 
stimmen, welche ein Ä;-jähriger Aktiver eingeht, um sich den Anspruch, 
auf eine lebenslängliche, vorschüssige, vom Anfang des dem Inyalidi- 
sierungsjahre folgenden Jahres ab zahlbare Invalidenpension 1 zu 
sichern, falls er nach n Earenzjahren während der folgenden t Jahre 
invalid erklärt werden sollte. Der Barwert dieser temporäi-en Anwart 
schaffe auf um n Jahre aufgeschobene vorschüssige Invalidenpension 
berechnet sich nach dem Fundamentalprinzip aus der Beziehung 

n/t 

-2Dai{x + « + < + 1) d„(a; + n + < + 1), 
so daß 

sein wird. Diese Beziehung bildet ein Analogen der Gleichung (31) 
und geht für w =- in die Gleichung (3i) für t^n über. 

C. Barwert der Anwartschaft auf aufgeschobene temporäre 
Invalidenpension. 

Soll ein a*-jähriger Aktiver auf eine um n Jahre aufgeschobene 
Invalidenpension, welche im Invalidisierungsfalle während der folgenden 
t Jahre vorschußweise vom Anfang des dem Invalidisierungsjahre 
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folgenden Jahres ab im Betrage von jährlich 1 zahlbar ist, und zwar 
unabhängig davon, wann er invalide geworden ist, so ist offenbar dieser 
Barwert dnrch die Differenz 

(33) .//,^'(^)-./*'(^) -,,/«(*) 

gegeben. Ersetzt man nun die Glieder der Differenz dnrch die ihnen 
zufolge der Formel (29) entsprechenden Ausdrücke und benutzt sodann 
die Gleichung (31) für z ^ a, jer » u und d« — d, so erhalt man die 
Beziehung^) 

(»4) .„>«-.,/W-.>W + ^ I./W -.>wl, 

welche ein Analogon zu der Formel (20) bildet. Auf die Form 

(35) K^) ^/(^) - lai^) {./,^-(^) +,//,^<(^) ) + ^'(^) ,/,^«W' 

gebracht, läßt sie sich durch Induktion aufstellen. 

D. Barwert des aufgeschobenen Anspraches auf temporäre 
Invalidenpension. 

(Anwartschaft auf temporftre InvaUdenpension mit n Earenzjahren.) 

Es handle sich um den Barwert des Anspruches eines a;-jährigen Ak- 
tiven, im Invalidisierungsfalle auf eine nach einer Karenz von n Jahren 
wahrend der darauffolgenden t Jahre hindurch vorschußweise zahlbare 
Invalidenpension von jährlich 1 versichert zu sein, zu deren Bezug er 
nur dann berechtigt ist, falls er frühestens in seinem (x + n)ten 
Lebensjahre invalid ward. Nach dem Prinzip von Gleichheit der Leistung 
und der wahrscheinlichsten Gegenleistung erhalt man die Beziehung 

Da(^\^^ä,ix)-^^l>,ix + n + k) -g^+^^D,(« + « + *), 

ans welcher sich zufolge (ö') und (2u) der zu bestimmende Barwert, 
dargestellt mittels der Formel 



_ l ^jx + n + O^ 



1) Vgl. E. Hamza, p. 172. 
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ergibt. Der einfachste Fall n » führt zu der Beziehung (9^^) zurück. 
Infolge von (5) und (2u) läßt sich (36) auch auf die Form 

bringen, in welcher Gestalt sie sich als Formel für den betreffenden 
Barwert zur praktischen Berechnung am besten eignen dürfte. 

Zufolge der Beziehung (32) läßt sich die Formel (36) auch so 
anschreiben 

(38) _^<,w - .„«.W +. ^A« ^J [iXh - xÄ^\r\- 

Bemerkung, Für die besonderen Werte n « bzw. ^ — cj + 1 — x 
— w =. T ergeben die Formeln (32), (33) und (36) die Zeichen- 
beziehungen . . , / X 

(39) ü,{x)-^ Ux) 



bzw. 



b.Äx) « d.(a;) 
d.(Ä?) = d|(a;) 



(39*) „//r^*(^)"./^^^'^) 






§ 8. Ansprüche auf steigende Renten. 
A. Binmalige Prämien der ErlebensTerBloherung. 

Auf Grund der im § 2 angefahrten Hauptformeln des hier be- 
handelten Teiles der Yersicherungsrechnung und ^mäß des Fundamental- 
prinzips berechnen sich die Bar werte der steigenden Leibrenten, wie folgt: 

1. Der Barwert der ganzjährigen vorschüssigen, lebenslänglich Ton 
dem Anfangsbetrage 1 um je 1 jährlich steigenden Leibrente eines 
a:-jährigen Menschen _,,^ 

(40) äW D(x)^' 

2. Der Barwert der vorscbüssigen, lebenslänglichen, von dem An- 
fangsbetrag a um je d Einheiten steigende Leibrente eines a;-jährigen 
Menschen 

(41) 'l\x) - (a - *) d (a:) + * i(x) . 
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3. Der Barwert der yorscliüBsigeii um n Jahre aufgeschobenen, 
Ton dem Anfangsbetrag 1 um je 1 jährlich steigenden Leibrente eined 
ar-jahrigen Menschen 

(42) ^S(^)_£|±!0|(^ + „). 

4. Der Barwert der yorschdssigen um n Jahre aufgeschobenen und 
von dem Anfangsbetrage a um je d jährlich steigenden Leibrente eines 
a:-jährigen Menschen 

(43) Jd(«)-^§±^j(«-*)ä(« + n) + »d(« + n)) 
(43*) - (« - a)jd.ix) + djt(x) 

5. Der Barwert der Torschüssigen, temporar während der ersten 
t Jahre von dem Anfangswert 1 je am 1 jährlich steigenden and dann 
auf dem Betn^e i konstant bleibenden Leibrente eines a;-jährigeu 
Menschen 

(44) d(a;) - ^^^^^ - ^^ d(«) - -^^ i(x + 1) 

(44») ~tix)-/(x). 

6. Der Barwert der vorschüssigen, temporär während der ersten 
i Jahre von dem Anfangswert a um je d Einheiten jährlich steigenden 
und dann mit dem Betrage a + (t — l)S konstant bleibenden Leibrente 
eines x-jährigen Menschen 

(45) «d(:c) - (« ~ d)d(a:) + *d(aj) 

(45*) - (« - (J)d(a;) + * j ^(x) - ß{x) ] . 

7. Der Barwert der vorschüssigen, lebenslänglichen, um n Jahre 
aufgeschobenen, von dem Anfangswert 1 um je 1 jährlich während der 
i darauffolgenden Jahre steigenden und dann mit dem Betrage i konstant 
bleibenden Leibrente eines rr-jährigen Menschen 

(46) Jii(x) « jl{x) - ^^ß{x) . 

8. Der Barwert der vorschüssigen um n Jahre aufgeschobenen, 
Ton dem Anfangsbetrag a um je d jährlich während der t darauf- 
folgenden Jahre steigenden und dann mit dem Betrage a + d(t — l) 
konstant bleibenden Leibrente von (x) 
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(47) jd(x) - (« - d)ji,ix) + d[jUx) - ^jt(x)] 
(47») - (« - 8)jüix) + djk\x) 

(47**) - ,i(x)-S J^(x) 

Die Formeln (40) bis (47 f) gelten mutatis mutandis ebenÜEJls 
für entsprechende Barwerte eines rr-jährigen Aktiven, wenn die vor- 
schüssigen Renten während der Daner der Aktivität, oder eines 
o;- jährigen Invaliden, wenn die Renten während der Dauer der In- 
validität ausgezahlt gedacht werden. Hängt man also dementsprechend 
den Buchstaben d und D den Index a beziehungsweise u an, so 
mögen die so entstehenden Formeln mit (40a) bis (47 fa), bezw. 
mit (40 u) bis (47 fu) bezeichnet werden. 

B. Barwert der Anwartschaft auf InTalidenpension, die mit der 
Ansah! der Dienstjahre steigt. 

Soll ein a:-jähriger Aktiver den Anspruch auf vorschüssige, mü 
jedem Jahre der Aktivität von dem Anfangsbetrage 1 um je 1 jährlich 
steigende Pension, welche zum erstenmal zu Anfang des dem Invalidi- 
sierungsjahre folgenden Jahres zur Auszahlung gelangt, erwerben, so 
bestimmt sich der Barwert einer solchen Anwartschaft auf steigende 
Invalidenpension gemäß des Fundamentalprinzips durch die Formel 

(48) ,,(.)- ^^3/^)^^ 

^ ^ D (X) 

Ist aber a der Anfangswert und d der jährliche Zuschlag, so ist 
offenbar 

"& - 2)^\^ ((«-*) J'2>,*(«+l)a„(a;+l)+d^J'2),,(x + l)ä.(a5+l)} 
oder zufolge (4) nnd (48) 

(49) %{x) - (a - d) d,(rc) + d l,{x) . 
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Zar wirkliclien Berechnung des Barwertes t^{x) kann aber nebit 
der Formel (48) auch noch eine andere dienen; man erhält sie nach 
der Methode von Earup, und zwar wird 

(48-, i.W- ^^°''-'-|''W 'J. 

Diese Formel wird später von Nutzen sein. 

C. Barwert der Anwartsohaft auf steigende Invalidenpension nüt n 

Karen^jahren. 

Um den Barwert des Anspruches eines a:-jährigen Aktiven auf 
vorschüssige, mit jedem Jahre der Aktivität^ das auf die Karenz von 
n Jahren folgt, von dem Anfangsbetrag 1 um je 1 jährlich steigende 
Invalidenpension zu bestimmen, hat man in der Formel (48) die ersten 
n Summen fortzulassen, so daß 

.(50) jÄ,(«) -^(^) -- 

^°"'' nj^) 

(«»•^ -^^^> + ») 

sein wird. 

Der nach der Karenz von n Jahren invalid gewordene, frühere 
x-jährige Aktive erhält also zu Anfang seines (x + n + ik)-ten Jahres 
den Betrag von Je Einheiten ausbezahlt, wenn er während des (n + A;)-ten 
Yersicherungsjahres invalid geworden ist, und diesen erhält er dann 
jährlich bis zu seinem Ableben. 

Soll nun wieder a den Anfangswert und ö die jährliche Steigerung 
bedeuten, so wird 

(bl) Jil%) - ^•^*>**^ {(« - 8)d.,{x + n) + dl,{x + «)} 

-(«-<>) J/Ä<(«) + *J*,(*) 

Einheiten betragen. 

D. Barwert der Anwartsohaft auf temporär steigende Invaliden- 
pension. 
Um den Barwert der Anwartschaft; eines a;-jährigen Aktiven auf 
vorschüssige, temporär mit jedem der i ersten Jahre der Aktivität 
von dem Anfangswert 1 um je 1 jährlich steigende Invalidenpension 
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zu bestimmen, hat man ans der Summenformel (48) nur die t ersten 
Summen zu behalten, so daß sich für den gesuchten Wert der Ausdrack 

(52) ^'^*^ ■ 5^){-^-^^-'(* + l)"^-(* + 1) 

-22l>ai(o: + i + 1)ä> + < + !)) 
ergibt, oder zufolge (48) und (50) bezw. (50**) die Formeln 

(52») fe-d.(«)-y/^(«) 

bezw. 

(52**) - t,ix) - ^PU<^ + <)■ 

Die der Methode von Earup entsprechende Formel f&r diesen 
Barwert lautet infolge von (48**) 

(52t) ^'^""^ ■ '^^^^^'^"^ -22B,{x + t) - 2l>i{x)iiSx) 

Soll aber die Rente mit dem Betrage a anfangen und jährlich 
während der Dauer t um den Betr^ 8 steigen, so ist mit Bezug 
auf (52) bezw. (52**) 

(53) '\(x) - (c - S)\{x) + dd,(«) 
bezw. 

(53*) - (« - *)d,(z) + 8[Ux) - -S-^tiix + t)\ 

E. Barwert der Anwartschaft auf temporär steigende Invaliden- 
pension mit n Elaren^'ahren. 

Um auch den Wert der Anwartschaft eines a?-jährigen Aktiven 
auf vorschüssige y an eine Karenz von n Jahren gebundene und mit 
jedem der darauffolgenden t Jahre der Aktivität vom Anfangswert 1 
um je 1 jährlich steigende Invalidenpension festzustellen, haben wir 
aus dem Summenausdrucke (48) die mittleren aufeinander folgenden 
/ Summen, von der (n + l)-8ten angefangen, zu behalten; es ergibt 
»ich demnach für den gesuchten Barwert der Ausdruck 

,//i(«) - B^)\22l>ai(.^ + « + l)ä-(a: + n + 1) 
-22l)aM + « + < + 1)4«(« + n + < + 1)} 
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oder infolge Ton (50) 

(54) jiX{x) = jl^ix) -~ ^^/^i{^)' 

Bei einem Anfangswert a und jährlichem Zuschlag d hat man 
alsdann 

(55) ß,{x) - (« - d)y^{x) + S[jil,{x) - ^jil,^x) \ 
bezw. 

(55*) - (« - 8)ji^,{x) + 8 j\{x) 

oder 

(55**) -./'(*) -.H./«(^) 

oder schließlich 

F. Barwert der AnwartBchaft auf aufgescliobene, steigende 
InTalidenpension. 

Es sei noch der Wert des Anspruches auf die folgende Yersichenmg 
festgestellt Ein a?-jähriger Aktiver will berechtigt sein, im Invalidi- 
sierungsfalle, wann auch derselbe erfolgen mag, nach Ablauf von 
n Jahren, Ton dem Augenblicke des Yersicherungsabschlusses ab ge- 
rechnet, eine jährliche Torschüssige Rente von 1 zu beziehen, Tom 
(n + l)-sten Versicherungsjahre ab aber (im Invalidisierungsfalle) eine 
Rente Ton 2, vom (n + 2)-ten Versicherungsjahre jährlich 3 usw. 
Dann bestimmt sich der Barwert einer solchen Versicherung mit Hilfe 
der Formel (28) durch den Ausdruck 

oder 

(06) j^,(x) - ji,,{x) - j,^{x)^^^~^ + ^ 5-^ 

Für n « ist n^iix) — d|(a;), dagegen bedeutet it^ix) den Bar- 
wert der Anwartschaft auf mit jedem V€rsichenings]9iirt um 1 steigende 
Invalidenpension, und dieser möge kurz mit d/o;) bezeichnet werden. 
Die Beziehung (56) ergibt also für n =» den Barwert 

(07) d,(^) = a,(^)-__4,(^) + -^____ . 
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Man kann jedoch die Formel (57) mit Hilfe der Oleichong (48**) 
umformen y indem man ^i(x) durch seinen dortselbst gegebenen Aus- 
druck ersetzt; man erhält so den einfachen Ausdruck 

(57*) 0,(4) _p-^j , 

und auf ebensolche Art 

(56*) j,,(x) - ^^sM- - .M^'^iJi^) • 



§ 9. Beziehungen zwischen den Barwerten der Ansprache auf 
steigende Renten. 

A. Beziehungen zwischen den vorschüssigen steigenden Benten- 

ansprüohen. 

Multipliziert man die Gleichung (40a) und (57*) mit D^{x), die 
Gleichung (40 u) mit 2)^(0:) und addiert dann dieselben, so erhält man 
die Beziehung 

(58) lix)t{x) - l{x){l,{x) + t,ix)] + l,(x)l,ix), 

welche ein Analogen der Beziehungen (19), (21), (29*) und (35) bildet. 
Aus ihr berechnet sich der Wert ö<(a:) durch die Formel 

(59) t,ix) - tix) - l^z) + J^g{d(a;) - Ux)} 

und in dem speziellen Falle p{x)^p^{x) durch die Diflferenz 

li{oc)-l{x)-t,{x). 

Dagegen besteht zwischen den vier Barwerten d(rr), da(a:), d|(a:) 
und d„(a;) keine ähnliche Beziehung, sondern zwischen den drei ersten 
Werten und dem Bar werte ^^{x) die folgende: 

(60) ^{X) - ^^^\^a^x) + d,(^)} + ß^ — y 

aus der sich für d,(x) die Formel 

jD.(a:)d(a:)--^jD,(«)dJ«) 



(61) l,{x)^\{x)^\{x)^ 



^M 



ergibt. Es sei noch bemerkt, daß man die Gleichung (58) auch durch 
Induktion direkt aufstellen kann. 
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B. Besiehnng awisohen den temporär steigenden Bentenansprüolien. 

Benutzt man nacheinander die Gleichungen (58) für x + t, (44), 
(44a), (44 u), (57*) und (56 t), so erhält man aus (58) die Gleichung 

(62) ^WH^) =- ^a(^)Ulw + ^(^)1 +2n,{x)\{x) 

welche eine Beziehung zwischen den drei temporär steigenden Renten- 
ansprüchen 

n ti n 

K^\ ^a(^), ^(^) 
darstellt. Setzt man i'^ cd + 1 — x ein, so erhält man die Be- 
Ziehung (60). Aus (62) berechnet sich der Wert von d.(ir) als 

(63)d,(a:)-d(x)-d^(a:) + j-^-^.d(a;) ^^^^ 



C. Beziehangen awisclien den aufgeschobenen, steigenden 
Bentenansprüohen. 

Multipliziert man die Gleichung (42a) imd (56*) mit D^(x), die 
Gleichung (42 u) mit D^ix) und addiert dieselben, so erhält man die 
Beziehung 

(64) Kx)jt(x) - lix) { J,ix) + jUx) ] + J,{x) jl^ix) , 

welche wieder ein Analogen der Gleichung (19) bildet. 

Dagegen findet zwischen //d^(x) und den Barwerten /d(a;) und 
/ä^(j€) die folgende Gleichung statt: 

Dix)jt{x) - D„{x)[jt,{x) + jUx)] +2D,{x + n)ä„(a; + «), 
aus der sich der Barwert //Af(x) mit 

jl^lx) - jMx) - jä^ix) -h j-^-^-^j,ix) - ^ ^-^^ 

berechnet. 

Es sei hervorgehoben, daß in der Praxis — wie sich gezeigt hat — 
Beziehungen solcher Art aus mehrfachen Gründen von Nutzen sein 
können. 

Im Juli 1906. 
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Über das Spalten und Zerreifien elastisclier Körper. 

Auf Grund eines Ansatzes von A. Sommerfeld. 
Von K. WiEGHABDT in Braunschweig. 

Einleitnng. 

Die ZaU der Spannungsverteilongen in elastischen Eorpem, die 
man wirklich — d. h. zahlenmäßig — ermittehi kann, ist nicht groß, 
selbst wenn man sich auf ebene Probleme beschrankt, wo sich die 
ganze Frage auf die Lösung einer Randwertaufgabe für eine einzige 
Funktion (Airysche Spannungsfnnktion) zurückführen läßt. In der Tat 
kann man gar nicht daran denken, jedes beliebige ebene Spannungs- 
problem, welches etwa die Technik der mathematischen Analysis dar- 
bietet, ohne weiteres zu lösen, vielmehr wird man Schritt vor Schritt 
von bereits gelösten Randwertaufgaben aus durch vorsichtige Verall- 
gemeinerung weiter zu kommen suchen. Wenn sich dann dabei doch 
wertvolle Aufschlüsse über technische oder physikalische Fragen er- 
geben, um so besser. Dies ist nun bei den von uns im Folgenden 
gegebenen Lösungen der Fall hinsichtlich gewisser Fragen, die mit 
dem Spalten und Zerreißen elastischer Körper zusammenhängen. 

Je einfacher ein Bereich, desto leichter 

Flg. l. 

kann man für ihn Randwertaufgaben lösen. 



Einfachste Bereiche sind beispielsweise die 
Ejreisfläche und die Halbebene, nächst einfache 
die mit diesen in irgendeiner mathematischen 
Beziehung verwandten Gebiete. Dement- 
sprechend begegnen wir in der Literatur über 
irfnJtdi^iutjn VVF{xy)^Q — um diese Differentialgleichung 

handelt es sich bei unseren Randwertaufgaben — 
Ansätzen, welche die Randwertaufgaben einerseits für Ovale (italienische 
Autoren), anderseits für Rechtecke (Matthieu) und Winkdräume 

(Venske) von beliebiger Öffnung — (s. Fig. 1)*) behandeln. 

Wir beschäftigen uns im Folgenden nur mit dem Winkdraum und 
zwar im ersten Teile der Abhandlung hauptsächlich mit den speziellen 
Fällen, in denen — ganzzahlig ist, wie z. B. bei der Halbebene und 




1) Die krammlinige Begrenzung unserer Winkelräume ist nicht als wirklich 
vorhanden anzusehen; die Winkelräume gehen ins Unendliche. 
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Fig. i. 



beim Schlüz (Fig. 2); im zweiten Teüe mit dem Winkelraura von be- 
liebiger Öffnung und mit dem einen Spezialfälle des recMwitüdigm 
Winkelraumes (von der Öffnung |;r). In welchem Verhältnis unsere 
Entwicklungen zu den oben erwähnten und 
zum Teil unrichtigen Ansätzen von Venske 
stehen, wird an geeigneter Stelle gesagt. 

Als das äußerste Ziel unserer Bemüh- 
ungen können wir die Losung folgender Auf- 
gabe bezeichnen: An den beiden Rändern 
eines beliebigen Winkelraumes greifen irgend- 
welche Kräfte an (Fig. 3 a); welche elas- 
tische Spannungen werden dadurch in unserm 
Winkelraum hervorgerufen, falls wir noch 
verlangen, daß die Spannungen im Unendlichen so stark unendlich 
klein wie nur eben möglich werden? Indessen leuchtet ein, daß es 
zur Lösung dieser Aufgabe im wesentlichen ausreicht, die Spannungs- 
probleme von Fig. 3 b und c zu lösen, in denen die dicken Pfeile, wie 
im folgenden immer, „konzentrierte'^ Kräfte — endliche Kräfte, die an 
einem Punkte des Randes angreifend gedacht sind — bedeuten sollen. 
Denn ans diesen Lösungen kann die Lösung unserer allgemeineren Auf- 

Fig. S. 




ScAliU 




gäbe offenbar durch Überlagerung gewonnen werden. Überdies stellt 
sich heraus, daß die Aufgaben von Fig. 3b und c mathematisch so stark 
miteinander verwandt sind, daß man von der Lösung der einen ohne 
wesentlich neue Überlegungen sofort zur Lösung der andern gelangt, 
so daß eine eingehendere Behandlung nur einer von beiden erforderlich 
scheint. Demgemäß ist nun dieses unser zentrales Problem: 

An dem einen Bunde eines Winkelraumes von der beliebigen Öffnung 
— greifl in der Entfernung a von der ,yEcl'e" des Winkelrcmmes {dem 

Scheitd des Winkels) eine hmeentrierte Kraft P senkreckt zu diesem 
Bande an; wdche Spannungen werden dadurch in unserm Winkelraum 
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hervorgerufen, falls uir noch verlangen j daß die Spannungen im Unend- 
lichen 80 stark wie nur irgend möglich unetidlich klein werden? 

Für den Spezialfall der Halbebene (— — «j ist dieses Problem be- 
kanntlich seit langem von Boussinesq^) gelöst; für die SpezialiSUe: 

V ^ ^' ^^' ^^* ' ' ' 

wird es im ersten Teile der vorliegenden Abhandlung durch einen An- 
satz Yon A. Sommerfeld gelöst, für den allgemeinen Fall in dem 
zweiten Teile durch ein auf dem Sommerfeldschen Ansätze aufgebautes 
alternierendes Verfahren von K. Wieghardt. 

Die Untersuchung der Spannungen i» der Nähe der Ecke, die auch 
auf den Spezialfall des Schlitzes und seine Stellung gegenüber dem 
allgemeinen Problem Licht wirfi;^ rührt ebenfalls allein von K. Wieghardt 
her; dasselbe gilt von den Festigkeitsbetrachtungen und im wesentlichen 
auch von den Überlegungen über die Eindeutigkeit der Lösungen. 

L Ober den Vorgang des Spaltens elastisoher Körper. 

1. Die Boussinesqsche Halbebene. 

Bei Boussinesq handelt es sich eigentlich um den Heihraum; 
übertragen wir die betreffenden Überlegungen sinngemäß auf die Halb- 
ebene und berücksichtigen ferner den Zusammenhang unseres Spannungs- 
problems mit der Airy sehen Spannungsfunktion'), so ergibt sich folgende 
Darstellung: Die drei Spannungskomponenten 6^, 6^ und z^^ (Fig. 4 
links) müssen so durch die zweiten Differentialquotienten einer und 
derselben Funktion F{xy) — eben der Airyschen Spannungsfunktion — 
bestimmt werden ^ daß erstens: 

ist; daß zweitens F der Differentialgleichung: 

(2) vV2^(xy)-|^+2^ + |^?-0*) 



1) S. z. B. Love, A treatise on the mathematical theorj of elasticity. Cam- 
bridge 18S2. S. 248 ff. (Neuerdings von Dr. A. Timpe ins Deutsche übersetzt; 
Leipzig und Berlin, B. G. Teubner, 1907.) 

2) und 3) Airy: On the strain in the interior of beamer. Phil. Trans. 1863 
(ersch. 1864), Bd. 153. 

4) J. H. Michell: On the direct determination of stress in an elastic solid etc. 
Proc. Lond. Math. Soc, Bd. 31 (1900). Man vgl. auch: F. Klein u. K. Wieghardt: 
Über Spannongsflächen und reziproke Diagramme usw. Archiv d. Math. u. Phys. 
ni. Reihe. VEl. 1. Heft. 
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im ganzen Gebiete unserer Halbebene genügt^ daß drittens längs des 
Randes y — die Randbedingungen: 

T,y — durchweg, 

tfy — für x< — € und a? > + £, wo « eine beliebig kleine Größe ist, 

4-* 

(3) f^.dx^F 

— « 

erf&Ilt sind und daß viertens die Spannungen in unendlicher Entfernung 22 

vom Eoordinatenursprung Yon der Ordnung -^ unendlich klein werden. 

Die letzte, zunächst vielleicht willkürlich erscheinende Bedingung 
erklärt sich sofort^ wenn wir überlegen, daß einerseits die Spannungen 
im Unendlichen so stark wie nur möglich unendlich klein werden 
sollten, anderseits aber immerhin so groß sein müssen, daß sie in ihrer 
Gesamtheit der endlichen Kraft P das Gleichgewicht halten. Ist nun 

~^- die Grrößenordnung der einzelnen Spannung, so ist die Größen- 
ordnung der Gesamtheit gleich: 

n 


also nur dann endlich, wenn A » 1 ist. 

Um zu erkennen, mit welcher Randwertaufgabe für Wi^» das 
BouBsinesqsche Spannungsproblem identisch ist, müssen wir noch in 
die Randbedingungen (3) die Spannungsfunktion vermöge der Gleichung (1) 
einführen. Das gibt für den Rand y » 
die Bedingungen: 

(*) Iv' " ^ durchweg, f '^ '^l r 



Fig. 4. 

I 



^V, / X ' V/Nr 



dF 



|f-(^ + Pfüra;^0, \ I \^_jr. 



T 






WO ^1 und c^ zwei willkürliche Kon- 
stante sind, die wir einfach gleich Null 
setzen können. Führen wir nun außer 

X und y noch Polarkoordiuaten r und q> nach Fig. 4 ein, so lautet 
unsre Randwertaufgabe so: GesucfU eine Funktion F(xy), welche in der 
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ganzen positiven HcHbehene die Differentialgleichung WF{xy) = fee- 
friedigt, auf der X-Achse den Bedingungen: 

(5) ^ ~ =" durchweg, y- = für <p = x, -«— =* P für 9 = 

genügt und deren zweite Differentialquotienten nach x und y sich im 
Unendlichen wie -^ verhalten. 

Es erhebt sich sofort die Frage, ob eine etwa existierende Lösung 
dieser Aufgabe auch die einzig mögliche ist (abgesehen yon einer be- 
langlosen additiven Konstante). Ihre Beantwortung, sowie die Beant- 
wortung aller überhaupt auftauchenden Eindeutigkeitsfragen rücken wir 
indessen aus Zweckmäßigkeitsgründen an den Schluß der ganzen Ab- 
handlung. Vorläufig werde die Eindeutigkeit der Lösungen stillschweigend 
als bestehend angenommen. 

Unsere Aufgabe wird durch folgende Spannungsfunktion gelöst: 

P 

(6) F{r,(p) = —r{Bin(p + (ä — 9)cos9]; 

sie führt, wie sofort nachgerechnet werden kann, auf folgende — rein 
„radiale'^ — Spannungsverteilung in Polarspannungskomponenten (s. 

Fig. 4): 

1 aF J^ d^F _ 2P siny 
^•- ^ r ar "*" r« a^» "" « ' r ' 



%^ JiKTd'^)^^' 



Dies ist schon nahezu die Form, in welcher wir die Lösung der 
Boussinesq sehen Aufgabe nachher brauchen. 

2. Der Ansatz von A. Sommerfeld. 

Beim Übergänge von der Boussinesqschen Halbebene zum 

Winkelraum von der beliebigen Öffnung — werden wir zweckmäßig 

statt des ^r-Polarkoordinatensystems von vorhin das ^(»-System der 
Fig. 5 einführen, dessen Ursprung gegen den des vorigen um die 
Strecke a nach links gerückt ist; außerdem behalten wir ein recht- 
winkliges Koordinatensystem bei und zwar das der Fig. 5. 

Unserm Spannungsproblem für den allgemeinen Winkelraum ist 
dann folgende Randwertaufgabe für die Spannungsfunktion F äquivalent: 
GesudU eine Funktion F, welche im ganzen Winkelraum die Differential' 
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gieichung V^F^O befriedigt, deren zweite nach x und y genommene 
Differentialquotienten in unendlicher Entfernung q von der Ecke so stark 

verschwinden und welche auf den beiden Bändern des Winkd- 



une 



raumes den Bedingungen genügt: 
a) auf dem Bande ^ — 0: 

(8) l^'-O durchweg, |f-0/Src,^a, 



dF 



P für Q^^a; 



b) atrf dem Bande ^ «- — 



^-0 durchweg, j^- 



durchu?eg. 



Fig. 5. 




Der Gedanke des Sommerfeldschen Ansatzes zur Lösung dieser 
Aufgabe ist nun der, sie auf eine Randwertaufgabe fiir die einfachere 
Differentialgleichung: 

dadurch zurückzuführen, daß man als unbekannte Funktion nicht die 
Spannungsfunktion selbst ansieht, sondern ihr V, also: 



(9) 






d*F i^dF_ ^c*F 



d*F 1 BF 1 a'F 



ar« ^ r dr 

Damit ist freilich nicht ohne weiteres eine bestimmte Randwertaufgabe 
f&r diese Funktion 4> gekennzeichnet, denn wenn man auch die Rand- 

bedingungen für y- und ^ kennt, so kennt man von Tomherein doch 
keineswegs die Randbedingungen für O (oder die Ableitung dieser 
Funktion nach der Normalen, |— j • Nachdem indessen Sommerfeld 
nach Einführung der komplexen Koordinaten: 
(10) 5 = rc + iy - pe»>, rj^x-iy^ pc"'^ 

Z«it«chTifl f. MathAmatik o. Physik. 55. Band. 1907. Haft 1/2. 6 
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in die Gl (7) das VF von Boussinesq auf die Form: 

(11) *_vF-4pi--^(, ' '-) 

^ ^ dien tÄ \£ — o 72 — a/ 

gebracht hatte, ergab sich ihm durch glückliche Yerallgemeinenmg 
das VF für den beliebigen Winkelraum nja in der Form: 

In der Tat hat diese Funktion folgende notwendigen Eigenschaften: 
1. Das Verhalten im Unendlichen ist wie -i wie es sein muß, 2. die 

Differentialgleichung V* = ist befriedigt, denn deren allgemeines 
Integral ist ja bekanntlich f{^ +ffiv)f wo /* und g beliebige Funktionen 
sind, 3. die Singularität von 4> im Punkte ^^ rj ^ a ist von demselben 
Charakter wie die der Funktion 9 von (11) in demselben Punkte, denn 
auf der Linie ^ = ist |«-i-=i^«-i, der Sommerfeldsche Ansatz 
liefert also in diesem Punkte eine konzentrierte Kraft senkrecht zum 
Bande; endlich sorgt der in (12) hinzugefügte Faktor a dafür, daß die 
Größe dieser Kraft wiederum gleich P wird. 

Aber wie steht es nun mit der Erfüllung der Randbedingungen? 
Allgemein liefert die Integration von (12): 

-H—wi j''.'^-i'''«(i--»-)+«ve]. 

wo ^ und ^F zwei willkürliche Funktionen sind. Diese können wir 
Ulm so bestimmen, daß auf dem einen der beiden Rander, etwa ^ » 0, 
lUloH in Ordnung kommt; dazu haben wir nur zu setzen: 

\\^\\\\ wenn wir von der Ecke aus unsern Rand entlang gehen, so 
«hviuKl dor Logarithmus beim Übergange über die Stelle | = iy « a um 
\(ou Ht^lrug 2»*^; und mithin gelten auf dem Rande die Gleichungen: 

dF dF . dF f. -„ ^ 

cF dF.BF „ ^. ^ 
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alle Randbedingungen (8) sind hier also erfüllt. Sollen nun aber 
unsere Ausdrücke (13) die Bedingungen (8) auch auf dem andern 
Rande erfüllen, so müßten dort wegen der allgemein gültigen Be- 
ziehungen (10) und: 

die beiden Gleichungen: 
dF 



^dF 



n 



dn 



= • und l 



dF ^ dF 

äF + ^W' 







gleichzeitig befriedigt sein. Die erste ist nun zwar erfüllt, denn für 
unsem Rand ^ =- — ist S" = yf*, die zweite ist aber nur dann er- 
füllt, wenn die auf dem Rande ^ = richtige Beziehung: £ == 17 auch 
auf dem Rande t^ = — erfüllt ist, d. h. wenn sin — verschwindet. 

Mühin löst der Sommerfeldsche Ansatz unser Spannungspröblem 
für diejenigen Winkelräume, deren Öffnungen ganzzoMige Vielfache von % 
sind (Fig. 6). 

Flg. 6. 




Von diesen beansprucht unser größtes Interesse der einfache Schlitz 

in der unendlichen Ebene (— = 2^] und mit ihm wollen wir uns in 

den nächsten Abschnitten ausschließlich beschäftigen. 

Im Hinblick auf eine ältere Veröffentlichung von 0. Venske^) 
läßt sich die Frage aufwerfen, ob der Sommerfeldsche Ansatz über- 
haupt neu ist. Venske will nämlich die Randwertaufgabe VVjF=0 

mit gegebenen ^ und a— ganz allgemein für jeden Winkelraum und 

beliebige Randbedingungen lösen. Er beruft sich dabei auf ein von 
Matthieu gegebenes Analogon zu den bekannten Green sehen Sätzen 
der Potentialtheorie und stellt demgemäß für den Winkelraum eine 
„zweite Greensche Funktion" auf, mit deren Hilfe die Lösung obiger 
Randwertaufgabe auf Quadraturen zurückgeführt wird. Bei näherem 



1) 0. Venske: Zur Integration der Gleichung VVu ^ für ebene Bereiche. 
Nachr. v. d. Egl. GeeellBch. d. Wise. zu Göttingen 1901. 
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Zusehen findet man nun einmal^ daß Yenskes Greensche Funktion 
nicht allgemein, sondern nur für die Winkelräume richtig ist, für 
welche Sommerfelds Ansatz unser Spannungsproblem löst, zweitens 
aber — und das ist hier das Wesentliche — daß die aus dieser 
Greenschen Funktion erhaltene Spannungsverteilung im Unendlichen 
nicht das gewünschte Verhalten zeigt. 

3. Der Schlitz; das Unendlichwerden der Spannungen in der 
Ecke; das Unendlichwerden von Spannungen überhaupt. 

Schon eine flüchtige Betrachtung des Ausdrucks (12), in welchem 
jetzt a durch % zu ersetzen ist, zeigt, daß die Spannungen in der 
Ecke (q »- 0) unendlich groß werden; es wird in der Ecke: 

je nachdem wie man sich der Ecke nähert, bekommt man hieraus 
endliche oder unendlich große Spannungen. Nun ist freilich das 
Auftreten unendlich großer Spannungen in scharfen Ecken in der 
Elastizitatslehre nichts Ungewöhnliches — Torsionsspannungen z. B. 
werden unter Umstanden in solchen Ecken unendlich^) — aber immer- 
hin wird man jedesmal, wenn es auftritt, genau zu überlegen haben, 
ob und inwieweit diesem theoretischen Ergebnis etwas Wirkliches 
zugrunde liegen kann. Die folgenden Überlegungen werden diese all- 
gemeinen Skrupel scharfer charakterisieren und sie gleichzeitig für den 
vorliegenden Fall zerstreuen. 

Die aus (12) und (13) folgenden und einstweilen also mit Mißtrauen 
betrachteten Gleichimgen: 

^ dri* * 8i7r' (ijV*-aV.)~' 

sind jedenfalls dann völlig einwandfrei, wenn wir die Ecke selbst aus 
der Betrachtung ausschließen, indem wir etwa mit dem kleinen, aber 

1) S. z.B. Föppl: Über die Torsion an runden Stäben mit veränderlichem 
DurchmeBaer. Sitzungsber. d. math.-phys. Klasse der EgL Bayr. Akad. d. Wiss. 
Bd. XXXV 1906, Heft n oder: Die Beanspruchung auf Verdrehen an einer Über- 
gangsstelle mit scharfer Abrundung. Zeitschr. d. Ver. deutscher Ing. 1906. 
8. 1088. 



(15) 
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endlichen Halbmesser g' eine Kreisfläche um die Ecke heram aus 
unserm elastischen Körper fortnehmen (Fig. 7); nur stellen sie jetzt 
nicht mehr ohne weiteres die Lösung unseres Spannungsproblemes dar, 
sondern die Lösung des Spannungsproblems für den nach Fig. 7 
modifizierten Schlitz bei einem äußeren Kraft- ^ ^ 

angri£Fy der erstens aus der konzentrierten 
Kraft P besteht, zweitens aber aus den- 
jenigen Kräften, welche wir beim Heraus- 
schneiden der kleinen Kreisfläche längs des 
Umfanges des Kreises g' an dem elastischen 
Korper anbringen müssen, um das Gleich- 
gewicht nicht zu stören. Da man nun 
Ton Yomherein wird befürchten müssen, 
daß der Einfluß dieser letzteren Kräfte 
auf die Spannungen unseres modifizierten Schlitzes mit dem Ein- 
flösse der konzentrierten Kraft P yergleichbar ist, ihn yielleicht gar 
überwiegt, so sieht es zunächst so aus, als wenn die Gleichungen (15) 
für unser Problem belanglos wären. Lidessen ist dem nicht so. Die 
anzubringenden Kräfte sind nämlich, als spezifische Kräfte betrachtet, 
d. h. auf die Längeneinheit des Kreistmifanges (27cg') bezogen, nach 
(14) und (15) Ton der Größenordnung - - ; die Resultierenden aus 

ihren nach irgend einer Richtung genommenen Komponenten aber 
sind für irgend einen Teil 2^^ des Kreisumfanges Ton der Größen- 
ordnung -iz- ' g' ' ilfy also für verschwindendes g' gleich Null. Es 

V9 
handelt sich also, kurz gesagt, um spezifische Ejräfte, die zwar un- 
endlich groß sind, aber keine Resultierende haben. 

Solche Kräfte, die allgemein offenbar dadurch charakterisiert sind, 
daß sie von einer Größenordnung g'"^ sind, wo lim (>' = und 
^ < 1 ist, können nun aber in keiner end- 

. Flg. 8. 

liehen Entfernung von ihrer Angriffsstelle 
Spannungen erzeugen. Ist F für irgend 
ein endliches oder unendliches Gebiet die 
Spannungsfunktion, welche einem derartigen 
Kraftangriffe (Fig. 8) entspricht, so ist am 
Rande überall F gleich einer beliebigen, 
aber festen linearen Funktion von x und y, 
denn überall da am Rande, wo keine Kräfte 

angreifen, sind -^ und -^— konstant und der Sprung, den diese Größen 

machen, wenn wir beim Herumgehen auf dem Rande einen der kleinen 
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Kreise passieren, ist von der OröBenordnong der Resultierenden der 
dort angreifenden Kräfte, also in der Grenze, wo die Halbmesser aller 
dieser Kreise verschwinden, gleich Null. Mithin ist F auch im ganzen 
Bereiche gleich obiger linearen Funktion, die durch unsere unendlich 
großen spezifischen Kräfte erzeugten Spannungen sind also überall NulL 
Hiemach dürfen wir überzeugt sein, daß die Gleichungen (15) des 
Sommerfeldschen Ansatzes die Spannungsverteilung, welche in unser m 
Schlitz durch die konzentrierte Kraft P erzeugt wird, richtig darstellen. 
Überhaupt werden wir unendlich große Spannungen immer dann als 
zulässig, d. h. als durch den gegebenen Kraftangriff erzeugt ansehen, 
wenn sie schwächer unendlich werden als - für p = 0, hingegen als 

unzulässig, d. h. als nidd durch den gegebenen Kraftangriff erzeugt, 
sondern vielmehr selbst die Quelle von konzentrierten Kräften be- 
deutend, wenn sie mindestens so stark unendlich werden wie für p = 0. 

Freilich läßt sich nun noch gegen die Gleichungen (15) und 
überhaupt gegen unendlich große Spannungen ein anderer Einwand 
geltend machen. Man könnte nämlich von dem Standpunkte aus, daß 
dem theoretischen Auftreten einer unendlich großen Spannung an der 
betreffenden Stelle in Wirklichkeit ein Zerreißen, ein Bruch des Materials 
entsprechen müsse, einen Widerspruch darin finden, daß nach diesen 
Gleichungen (15) in der Ecke bei beliebig kleiner Kraft P unendlich 
große Spannungen aufträten, während doch gewiß in Wirklichkeit 
nicht schon bei beliebig kleiner Kraft P an der Ecke des Schlitzes 
„, ^ ein Bruch eintrete. Darauf ließe sich nun 

Fig. 9. 

einmal erwidern, daß es ja in Wirklichkeit 
eine ganz scharfe Ecke gar nicht gibt und 
daß in einem Schlitze mit abgerundeter Ecke 
(Fig. 9) die theoretischen Spannungen wahr- 
scheinlich endlich bleiben; indessen kann man 
auch fragen, ob nicht vielleicht der ganze 
obige Standpunkt, von dem aus überhaupt 
nur ein Widerspruch eintritt, anfechtbar 
ist. Da ein elastisches Material doch nicht 
an einem Punkte aufreißt, sondern längs 
einer wenn auch kleinen Strecke, so sind vielleicht für das Eintreten 
eines Risses nicht die speeifischefi Spannungen (bezw. Deformationen) 
maßgebend, sondern die — über kurze Strecken — residtierefiden 
Spannungen (bezw. Deformationen). Erst wenn auch diese unendlich 
groß werden, wird man das für etwas physikalisch Unmögliches halten 
oder doch annehmen müssen, daß ihm in Wirklichkeit ein Materialbruch 
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entsprechen müsse. Im andern Falle hingegen wird man zwar das 
Material für starker beansprucht halten^ als wenn die spezifischen 
Spannungen endlich wären, aber nicht für unendlich stark beansprucht. 

Haben *wir uns so einmal mit unendlich großen Spannungen ab- 
gefunden , so enthält ihr Auftreten sogar erfreuliche Momente. Denn 
da in der Nähe der Ecke die Spannungen so unyerhältnismäBig groß 
werden, so werden wir die ganze Spannungsverteilung (15) in der 
Nähe der Ecke mit guter Annäherung auf den Fall übertragen dürfen, 
daß unser Schlitz im Endlichen irgendwie begrenzt ist, was in Wirk- 
lichkeit natürlich immer der Fall ist. Damit ist dann unser Interesse 
überhaupt auf die Spannungsverteilung in der Nähe der Ecke kon- 
zentriert. Für die Durchführung der Rechnungen ist das äußerst 
angenehm, da die im allgemeinen recht verwickelten Ausdrücke (15) 
sich in der Nähe der Ecke bedeutend vereinfachen lassen. 
4. Die Spannungen in der Nähe der Ecke; die Richtung des 
auftretenden Risses; das Spalten eines elastischen Körpers. 

In der Ecke ist die Spannungsverteilung durch die Gleichungen: 

(16) ';p=8^-vrKg-^o-r'S 

g^eben, -me man leicht aus den Gleichungen (15) ableitet. Für die 
polaren Spannungskomponenten: 

_icF i d*F 
^ ~ 9 dn'^ 9* da* ' 

0-0 Pv=»o-" 



didn 


"^ 


'' »»« 




d*F 


= 


P 

Sin 


1 


o'F 


= 


P 

Sin 


1 



^ev' 



_ d n dF\ 

dg \Q d^J 



ergeben sich dann mit Hilfe der Gleichungen (10) und der daraus 
folgenden allgemeinen Beziehungen: 



(18) 



9'd9~ ndl^ 1 dn ' 
1 c*F _i3£_i££_l3*^_|_o öVF _ n e'F 

d*F _ 1 a*? _L OÜZ. 4. 1 ^'l 

_ d_n dF\ Yl ^'^ _ 1 ^^\ 



^e + <^^--| 


1 


sinl^, 


^f-^^ -1 


1 


• y sin ^ cos 1^ 


, P 

V + '^T 


1 


^ sin ^ sin |^. 
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die allgemeinen Gleichungen: 

(10) ,^_,^._2[ig+||!j], 

Für die SpannangsTerteilnng in der Nahe der Ecke bekonunen vir 
hieraus mit BerQcksichtigang der Gleichungen (16) achüefilich folgende 
Darstellung: 



(20) 



Diese Gleichungen wollen wir nun benutzen^ um, soweit das möglich 
scheint, diejenigen Fragen zu beantworten, welche man hinsichtlich 
der Festigkeit unseres Schlitzes gegenüber einem Kraftangriffe P 
stellen kann. Man wird fragen: Wie groß muß, wenn die sog. 
Festigkeitszahlen unseres elastischen Materials bekannt sind, die Ej-aft P 
mindestens sein, damit ein Materialbruch eintritt? Und weiterhin: 
An welcher Stelle und in welcher Richtung wird der Bruch ein- 
treten? 

Auf die erste Fr^e müssen wir die Antwort schuldig bleiben, 
da ja in der Ecke unendliche Spannungen bei uoch so kleinem P 
auftreten, also nach den üblichen Festigkeitshypothesen bei noch so 
kleiner Kraft P ein Bruch auftreten müßte, was in Wirklichkeit nicht 
der Fall ist. Mit diesem Zwiespalt haben wir uns ja weiter oben ab- 
gefunden und ihn eben den üblichen Festigkeitshypothesen zur Last 
gelegt. 

Zweifellos aber werden wir aus dem Auftreten unendlicher 
Spannimgen an der Ecke den Schluß ziehen dürfen, daß der Bruch, 
wenn er überhaupt eintritt, jedenfalls an der Ecke beginnt Im 
folgenden unternehmen wir nun den Versuch, auch die Frage nach 
der Bichtung des eintretenden Bruches auf Grund der üblichen 
Festigkeitshypothesen aus den Gleichungen (20) heraus zu beantworten, 
indem wir nns erlauben, dort von dem unendlichen Faktor (>""*/• ab- 
zusehen und nur die dann verbleibenden Winkelfunktionen als allein 
maßgebend zur Entscheidung dieser Frage anzusehen. 



Von K. WlBOHAROT. 



73 



Fig. 10. 



Abgesehen you einer verwickelten, von Mohr^) aufgestellten 
Hypothese I gibt es wesentlich zwei für uns in Betracht kommende 
Hypothesen über die Richtung eines eintretenden Bruches von elastischem 
Material; eine ^SchubspannungshypoOiesef^, welche annimmt, die Richtung 
des Bruches sei identisch mit einer der beiden Richtungen der an der 
Bruchstelle herrschenden maximalen Schubspannungen, und eine „Ztf^- 
spannungsh^oihes€f% wonach die Bruchrichtung senkrecht stehen soll 
zu der Richtung der an der Bruchstelle herrschenden maximalen 
Zugspannung (wobei Ton vornherein vorausgesetzt ist, daß nach Lage 
der Dingo ein Zerdrücken nicht in Betracht kommen kann, .wohl aber 
ein Zerreißen). Für zähe Körper wie Schmiedeeisen scheint allenfalls 
die Schubspannungshypothese, für spröde wie Gußeisen vielleicht mehr 
die Zugspannungshypothese den wirklichen Verhältnissen zu entsprechen. 

Wenn wir uns fernerhin auf negative P be- 
schranken, so erreichen wir damit einmal, daß an 
der Ecke ein Zerdrücken des Materials nicht in 
Fmge kommen kann, so daß die Zugspannungs- 
hypothese anwendbar ist und anderseits, daß wir 
das theoretische Abbild eines in Wirklichkeit häufig 
(meist allerdings an unhomogenem Material) ge- 
übten Vorganges, des SpaUens elastischen Mate- 
riales, bekommen. Beim Spalten treten zwar eigent- 
lich zwei symmetrische Kräfke P auf (Fig. 10), 
was wir aber deshalb nicht zu berücksichtigen 
brauchen, weil unsere Spannungsverteilung ohne- 
hin, bei nur einer Kraft P, in der Nähe der 
Ecke zur Mittelachse des Spaltvorganges völlig 
symmetrisch ist, eine Tatsache, die aus den Gleichungen (20) sofort 
in die Augen springt, wenn man dort ^ mit 2n — ^ vertauscht und 
welche übrigens im zweiten Teile der vorliegenden Abhandlung weitere 
Aufklärung findet. 

Die Anwendung der beiden Festigkeitshypothesen auf unsem 
Schlitz soll nun darin bestehen, daß wir zunächst fragen: Für welchen 
Winkel %y bezw. V'o erreicht in der Ecke der Absolutwert der 
sogenannten maximalen Schubspannung, nämlich der Ausdruck: 




(21) 



y(i-;-f+.;: 



1) 0. Mohr: Welche umstände bedingen die Elastizitätsgrenze und den 
Bruch eines Materials? Abhandlungen aus dem Gebiete der technischen Mechanik. 
Berlin 1906. Wilh. Ernst & Sohn. 
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bezw. die sog. maximale Zugspannung, nämlich der Ausdruck: 

(22) !4-"-+i>/^ic.-_:!^)v,.j 



einen größten Wert? Und weiterhin: Wie sind diese beiden Größen 
gerichtet? Die erhaltenen Richtungen, bezw. die dazu senkrecht 
stehende, identifizieren wir alsdann mit den nach den beiden Festigkeits- 
hypothesen möglichen Richtungen eines an der Ecke beginnenden 
Materialbraches. 

Bezeichnen wir allgemein die Richtungen der sogenannten Haupt- 
spannungen gemäß Fig. 11 mit ^ + '9'; so gilt für den Winkel # die 
Gleichung: 

tang2^ = ^-^^^, 
woraus sich für d^ mit Berücksichtigung der Gleichungen (20) die Werte: 







ergeben, wo k und A-' beliebige ganze 
Zahlen sind; die möglichen Richtungen 
des Bruches, wie er nach der Schub- 
spannungshypothese zu erwarten ist, sind 
dann die zu % + d^^ und ^0 + "^2 ^^^er 45® geneigten Richtungen, 
während die Zugspannungshypothese als Bruchrichtung direkt eine der 
beiden Richtimgen ^q + d'^^ oder ^^ + &^ liefert und zwar diejenige, 
auf welcher die größere der beiden Hauptspannungen — eben die 
größte Zugspannung — senkrecht steht. 



Da nun nach (20): 



|l/("v'"0 



+ 4 



i'^ 



— P 

4« 



1 
y'aQ 



— 1— • I sin ^ j 



ist, so liegen bei ^^ = ^2 ^^^ ^0 ^ '"/g Maxima der größten Schub- 
spannung und dementsprechend bekommen wir als nach der Schub- 
spannungshypothese mögliche Richtungen des beginnenden Bruches 
die Richtungen: 

^o + ^i + J + *2' 
wo Ä' eine beliebige ganze Zahl, d. h. also alle Richtungen: 



2k +1 
8 



:t, 



wo /: = 0, 1, 2, 
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ist. Die Schubspannungshypothese liefert also bei unserem Schlitz 
nicht weniger als acht verschiedene mögliche Bruchrichtungen. Gilt 
für das Matmal unseres Schlitzes die Schubspannungahypothese, so filhH 
die Kenntnis der theoretischen Spanmingsverteilung noch nicht dazu, 
mit einiger Sicherheit zu heuiieüen, in welcher Richtung hei zu starker 
Inanspruchnahme ein Bruch zuerst eintritt und erst recht nicht, wie 
derselbe eventuell nachher weiterfrißt. 

Viel erfreulicher ist das Ergebnis, wenn wir die Zugspannungs- 
hvpothese als zutreffend ansehen dürfen. Nach der Gl. (20) ist: 

Dieser Ausdruck besitzt zwei Maxima, bei ^^ = |ä und ^^ = jZ, 
woraus sich zunächst für die in Betracht kommenden Hauptspannungs- 
richtungen die Winkel 3r/2, n und 3:c/2 ergeben. Von diesen kommen 
als RiBrichtungen nur diejenigen in Betracht, auf denen die größere 
der beiden Hauptspannuugen: 



wo 



<^ = di oder <^2? 



9t 37f 

senkrecht steht, also entweder die beiden Richtungen — und — gleich- 
zeitig oder die Richtung :t allein. Von yornherein ist wahrscheinlich 
daß die Richtung tc in Betracht kommen wird. In der Tat, setzen 
wir ^ = fsr, so bekommen wir das größere <J„, wenn wir für <&• den 
Winkel ar/2 — n/6 =^ n/S und nicht den Winkel ä/3 + n'2 wählen, 
sodaß wirklich ^ + d « ar wird. 

Die Zugspannungshjpothese liefert also bei unserm Schlitz eine 
einzige mögliche Richtung des beginnenden Risses. Gilt für das McUerial 
unseres Schlitzes die Zugspannungshypothese , so führt die Kenntnis der 
UteoretiscJien Spannungsvefieilung eindeutig zu dem Schlusse, daß bei zu 
starker InanspruchtwJmie des Materials der Schlitz in seiner eigeneti 
Richtung aufreißt und daß ferner dieser Riß, falls er überhaupt weiter- 
frißt, auch nur in seiner eigenen Richtung tveiterfressen kann, (Denn 
nach begonnenem Risse liegen die Verhältnisse so wie vorher.) 

Ferner können wir noch schließen, daß, wenn der Angriffspunkt 
von P unverändert bleibt, der Riß nicht weiterfressen kann, falls P 
nicht größer war, als zum Einleiten eines Risses erforderlich ist, denn 
nach den GL (20) nehmen die Spannungen mit wachsendem a ab; man 
wird also, um ein dauerndes Spalten zu erzielen, mit dem Angriffs- 
punkt der Kraft P immer nachrücken müssen. — 
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Anhangsweise sei erwähnt, daß der Ansatz: 

^**f- ^* der Spannungs Verteilung in unserm Schlitze 

entspricht, falls anstelle der Normalkraft P eine 
tangentielle Schubkraft Q angreift (Fig. 12). 
Die ganzen Untersuchungen lassen sich völlig 
analog durchführen wie in unserm Falle. 
Da wir femer den Rand ^ » 2^ ebenfalls 
mit P oder Q belasten können und schließ- 
lich beliebig viele P und Q in ver- 
schiedenen Entfernungen a von der Ecke 
zusammennehmen können, so können wir 

auch, wenigstens im Prinzip, das allgemeine SpannungspröbUm fär 

unsem Schlitz als gelöst ansehen. 




IL Über den Brach eines Bach sehen Yersuchskörpers 
(bez. eines Lagerkörpers). 

1. Problemstellung. 

Ln Anschlüsse an einen in der Praxis vorgekommenen Bruch 
eines Lagerkörpers stellte Bach einige Bruchversuche mit ähnlich ge- 
stalteten Körpern (Fig. 13) an, deren Ergebnisse er in den Mitteilungen 
über Forschungsarbeiten schildert.^) Damach trat bei genügend starker 
Inanspruchnahme durch Kräfte P' ein Bruch ein, der in einer der 
beiden scharfen Ecken bei a oder a' begann und dann einen weiteren 

Verlauf nahm, der ungefähr durch die ge- 
strichelten Linien wiederzugeben ist. Den- 
jenigen Wert von P', der gerade nötig war, um 
einen Bruch herbeizuführen, verglich Bach mit 
einer Art theoretischen kritischen Wertes von 
P', indem er annahm, maßgebend für den Bmch 
sei diejenige Dehnungs-Spannung (oder auch Dehnung), welche in der 
scharfen Ecke senkrecht auf der Bruchrichtung stünde und diese 
Spannung nach einem von ihm als „üblich" bezeichneten Verfahren 
ermittelte, welches auf die Annahme hinauslief, der Verlauf der zum 
Bmchquerschnitte senkrechten Spannungen folge über den Bruchquer- 

1) C. Bach: Eine Stelle an manchen Maschinenteilen, deren Beanspruchung 
auf Grund der üblichen Berechnung stark unterschätzt wird. Mitt. Üb. Forsch, 
herausgeg. ▼. V. d. J. Heft 4, 1902. 
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schnitt hin einem linearen Gesetze, die neutrale Achse dieser Spannungs- 
verteilung gehe durch den Schwerpunkt des Bruchquerschnittes (und 
sei senkrecht zu der durch die Kräfte P' gelegten Vertikalehene). 
Dabei stellte sich heraus, daß diese übliche Berechnung mit der 
Wirklichkeit schlecht übereinstimmte, der wirkliche kritische Wert von 
P' war etwa dreimal so klein wie der „theoretische". 

Es ist selbstverständlich, daß diese Nichtübereinstimmung nicht 
ohne weiteres der theoretischen Elastizitätslehre zur Last gelegt werden 
darf, denn durch nichts ist a priori die Annahme gerechtfertigt, daß 
die nach der theoretischen Elastizitätslehre in unserm Körper herrscheude 
Spannungsverteilung über den Bruchquerschnitt hin einen linearen 
Verlauf der Normdlspannungen liefert. Nach unseren Entwicklungen 
im ersten Teile dieser Abhandlung wird sich vielmehr niemand darüber 
wundem, daß die theoretischen Spannungen in der Ecke unendlich 
groß werden, während sie sonst überall endlich sind, sodaß also über 
irgend einen die Ecke enthaltenden Querschnitt eine nichts weniger 
als lineare Spannuugs Verteilung sich ergibt. 

Es soll nun im Folgenden genauer untersucht werden, bis zu 
welchem Orade die theoretische Elastizitätslehre mit den Ergebnissen 
der Bach sehen Versuche in Einklang zu bringen 
ist. Damit ständen wir zunächst vor dem 
Problem, die elastischen Differentialgleichungen 
fär einen Bachschen Versuchskörper bei der 
gewählten Inanspruchnahme zu integrieren. Da 
dies nicht ohnje weiteres gehen wird, müssen 
wir jedenfalls die Aufgabe vereinfachen. Wir 
führen anstelle des Bachschen Versuchskörpers 
den im Endlichen nur von zwei zueinander 
senkrechten Ebenen begrenzten, sonst aber un- 
begrenzten elastischen Körper der Fig. 14 ein, sodann aber behandeln 
wir das damit gekennzeichnete elastische Problem als ein ebeneSj indem 
wir annehmen, in allen zur Zeichenebene parallelen Ebenen herrsche 
wenigstens nahezu der gleiche Spannungszustand. 

Die Berechtigung zu diesen vereinfachenden Annahmen läßt sich 
nicht von vornherein nachweisen, sie stellt sich nachher heraus; die 
Spannungen in der scharfen Ecke werden unendlich groß und sind 
im übrigen nicht nur endlich (natürlich abgesehen von denen in der 
Nähe der Angriffsstelle von P'), sondern flauen auch mit wachsender 
Entfernung von der Ecke sehr stark ab. In der Nahe der Ecke jeden- 
falls wird also unsere Spannungsverteilung mit derjenigen im begrenzten 
Körper der Fig. 13 gut übereinstimmen. 
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Wir stehen nunmehr wieder vor der auf Seite 61 gekennzeichneten 
Randwertaufgabe (s. Fig. 3 b). 

2. Das alternierende Verfahren von K. Wieghardt 

Wie wir unter 1, 2 sahen^ würde der Sommerfeldsche Ansatz 
unser Problem vollständig lösen ^ wenn nicht auf dem Rande ^ =« «/a 
die Bedingung: 

(24) ^i + '^lf=0 
unbefriedigt bliebe. Statt dessen haben wir: 

oder, wenn wir den Radiusvektor auf dem Rande ^ = - mit p' bezeichnen: 

ZORN dF cc , n j, e'" 

(25) ^-7 = - sin - • P • — / ^ • 

Der Sommerfeldsche Ansatz hinterläßt also auf dem Rande ^ = — 

a 

ein System störender Normalspannungen (<j„) (Fig. 15), deren Ver- 
lauf durch: 

(26) (O = ^ = - sin ^ . P . aa« . j-f^~^,, 

gegeben ist; im Unendlichen verschwinden diese Spannungen wie 

( A , in der Ecke verhalten sie sich wie q'^"^, sodaß sie im Falle 

einer hmvexen Ecke dort Null, im Falle einer konkaven Ecke unendlich 
groß werden. 

Statt von störenden Spannungen können wir auch von störenden 
konzentrierten Kräften: 

(27) P, = (O . dQ = " sin - . P . a« . 7-^^ä^2 

reden und dann die Idee fassen, diese störenden Kräfte dadurch zu 
beseitigen, daß wir am Rande ^ = — das Kräftesystem — P^ angreifen 
lassen und auf jede einzelne Kraft — P^ den Sommerfeldschen Ansatz 
anwenden. Dadurch wird der Rand tb = von störenden Kräften frei, 
auf dem Rande ^ = indessen wird nun jede einzelne Kraft — P^ eine 
störende, auf dem Rande senkrecht stehende, nach unten positiv ge- 
rechnete Kraft p^ erzeugen vom Betrage: 

«5 = sm -•()«• . ^ ^^ ;„^, • - sin - • P • a« v«l_/ 



{f' + Q'")* ' " (e'" + a«)*' 
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Plg, 16. 



und mithin wird die Gesamtheit der Kräfte — Pj an jeder Stelle q 
des Randes ^ = eine störende konzentrierte Kraft P^ zurücklassen, 
welche durch die Gleichung: 

(28) P, -= - (- sin ^y . P . a«d((>«) • f.- 'l:f^;P -^, 



bestimmt ist. Schafft man diese störenden Kräfte wieder fort, indem 
man am Rande V = das Kraftsystem — Pj anbringt, so wird wiederum 
auf dem Rande tl^ = Tcja ein störendes Kraft- 
sjstem P3 entstehen, welches man in der 
bezeichneten Weise wieder beseitigen kann. 
Hiermit ist ein aUemierendes Verfahren ge- 
kennzeichnet, wodurch man abwechselnd den 
einen und den andern Rand frei von störenden 
Kräften bekommt und welches den Keim zur 
Lösung unsrer Randwertaufgabe und damit 
unseres elastischen Problems enthält, falls 
der Nachweis gelingt, daß es Jconvergiert. 

Ehe wir uns der Untersuchung dieser Frage zuwenden, wird es 
zweckmäßig sein, den gesamten Algorithmus des alternierenden Ver- 
fahrens übersichtlich zusammenzustellen. 




Fig. 16 a. 



Fig. 16 b. 





Wir beginnen damit, die Gleichungen anzuschreiben, welche die 
dem Sommerfeldschen Ansätze entsprechenden Spannungsverteilimgen 
in den Belastungsfällen von Fig. 16a und 16b darstellen: Zu Fig. 16a 
gehört das System: 

4 t TT 



(29a) 



didn 






d*F 



«P (|-^)»l''"*h° + («-!)« "] 

4.»- in"-»")' 
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die Aussagen dieses Systems wollen wir unter Einführung der Abkürzung: 



a** « c 



in der einen Gleichung: 



mv) = 



4t» 



»(6, V, c) 



(29a8) 

zusammenfassen. 

Zu Fig. 16 b gehört das System (auf eine genauere Ableitung kann 
wohl verzichtet werden): 



(29b) 









dV' 



«£ - («. {_^ e. 1) • 6"- *[!" -(«-l)a '] 
4.« (r + a")* 

«P -(«.{-« ..l)-tl"-*[tl"-(«-l)a"] 
4i« 



(l' + a")' 



WO der Bequemlichkeit wegen 



«, =«' 



f , — ' e 



gesetzt worden ist. Wiederum wollen wir die Aussagen dieses Systems 
in einer einzigen Gleichung zusammenfassen, nämlich: 



(29bb) 



aP 



^(^v)--:i^-e'(iv,o) 



Jede Größe ^ nun^ welche nicht von einer nur einmaligen An- 
wendung des Sommerfeldschen Ansatzes herrührt^ sondern von dem 
bis ins Unendliche fortgesetzten alternierenden Verfahren und welche also 
die bei dem Kraftangriffe P in unserm elastischen Winkelraum wirklich 
herrschende Spannungsrerteilung kennzeichnet, falls das alternierende 
Yerfahren konvergiert, ist dann durch folgende Gleichung bestimmt: 

00 OD 

(30) Sl }fl[ei^ric)+J'eilr),u).0(u)du + l'&'{U^)- !F(u)rfu], 



wo abkürzend: 

*(u)-.(%in^)'./i(«) 
(30a) l +a-5V/;(«)...+(%inJ)*"./,J«) + ...m,V. 

-lF(«)-(%inJ)./i(«) 

+ £sin*J./i(«)+...+(%ing*"^V.«.x(«)+...»«i"^. 
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gesetzt ist. Die in diesen Gleichungen auftretenden Funktionen f sind 
ihrerseits durch die Gleichungen: 

/i(f) 



(30b) 



(c + r)> 






OD * 

/"«(») -J(;7^^-/"m-l(«)<'«, usw. 



definiert; es ist sofort zu sehen, daß sie mit unsem konzentrierten 
Kräften — Pi{Q)t —P%(.Q)> — ^»{q') obw., die beim alternierenden 
Verfahren anzubringen waren, in folgender Weise znsammenhängen: 



(30c) 



--Pi(p') ^8infp.d(9'-) •/;((»'<'), 

- P,(p) - + g Bin ^ . P . d(9«) . ^Q"), 

- P^iQ') (Jsin J)'. P. d(9'«) ./i(p'«), 



Die Konvergenz des alternierenden Verfahrens wird sich uns nun- 
mehr ergeben, wenn wir zuerst die Konvergenz der Reihenentwick- 
lungen (30a) nachweisen und dann zeigen, daß diese jene nach sich zieht. 

Eine flüchtige Betrachtung der Gleichungen (30 b) lehrt zunächst, 
4iaß alle Funktionen f durchweg positiv sind, wenn wir uns auf positive 
Werte von v beschranken, was wir tun dürfen, da v ja immer die 
Rolle eines mit a potenzierten Radiusvektors q spielt. Weiterhin sieht 
man sofort, jäaß alle Funktionen f im Unendlichen verschwinden und 
— bis auf die Funktion f^ — im Punkte t; =» unendlich groß werden. 

Femer läßt sich zeigen, daß die Funktionen f andere Unendlich- 
keitsstellen als V ^0 nicht haben können, da sie mit wachsendem v 
stets abnehmen. Nehmen wir nämlich an, diese letzte Eigenschaft sei 
für die Funktion f^_^ (t?) bereits nachgewiesen, so folgt sie für die 
Funktion f^ (v) aus der unmittelbar nach (30 b) als richtig zu er- 
kennenden Gleichung: 



Li^v) 



./(«+f)' 



/"m-iX^«)*^«; 



ZdiMktUI f. MsthraMUk a. PlijtUc. &S. Band. 1907. Heft 1/1. 
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ist hier A größer als Eins, so ist nach Voraussetzung: 

mithin auch: 

Nun ist aber jene Eigenschaft für die Funktion f^ unmittelbar 
nachweisbar, also müssen sie alle anderen f auch haben, und somit ist 
pjg j^ jeweils t? = die einzige Unendlichkeits- 

stelle. Hieraus folgt nun in Verbindung 
mit einer andern noch zu erweisenden 
Eigenschaft der Funktionen f, daß der 
Wert von 




-_^ für wachsendes m auf Null zu konvergfiert 

für alle Werte v mit alleiniger Ausnahme 

des Wertes v — 0. In der Tat: Bilden wir 

das Integral über unsere Funktion /'^(v) von Null bis Unendlich, das 

ist die schraffierte Flache in Fig. 17, so bekommen wir nach den 

Gleichungen (30b) folgenden Ausdruck: 

OD OD 00 

//» iv)dv .Jdvjj^,.f„_, («) du 



und daraus ergibt sich, wenn wir rechts die Reihenfolge der Inte- 
grationen vertauschen: 

(31) fUv)dv~ff„_,{u)da, 



d. h. die von der Funktion f^ (v) und den beiden Koordinatenachsen ein- 
gescUossene Flädie ist für alle Funktionen f dieselbe. Da sie nun für 
j,. jg f^ gewiß endlich ist, so konvergiert mithin die von 

der Funktion: 

und den beiden Koordinatenachsen eingeschlossene 

Fläche mit wachsendem m gegen Null, denn (— sin ~j 

ist kleiner als Eins, der Verlauf dieser Funktion 
kann somit, mit Berücksichtigung ihrer schon geftmdenen Eigen- 
schaften, in der Grenze m « oo kein anderer sein als der des von 
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den beiden Koordinatenachsen gebildeten Hakens (Fig. 18)^ d. h. es ist 
in der Tat: 

lim ( - sin * ) • /*_ (v) = 

für jedes v > 0. 

Berücksichtigen wir nun die Gleichungen (30 c), wonach die 
P^unktionen f mit den störenden (bez. beim alternierenden Verfahren 
immer zuzufügenden) konzentrierten Randkraften proportional sind, 
und zwar so, daß jedesmal die Funktion f noch mit dem unendlich 
kleinen Element d(Q") zu multiplizieren ist, so sehen wir, daB unser 
alternierendes Verfahren hinsichtlich des Kleinerwerdens der störenden 
konzentrierten Randkrafte überall auch in der Ecke selbst, konvergiert; 
wir können sagen, es konvergiere in dieser Beziehung über den ganzen 
Rand hin gleichmäßig. Etwas anders verhält es sich, wenn wir nicht 
die störenden konzentrierten Kräfte betrachten, sondern die ihnen ent- 
sprechenden störenden Normalspannungen: 

P P , P 

(Ol = av'7 (O» = a\' (Os -^äfn '" 

diese sind nach (30c) proportional mit f-Q""^, werden also, da f 
selbst in der Ecke unendlich wird und p'""* ebenfalls, in der Ecke 
unendlich, wie oft man auch das alternierende Verfahren anwenden mag. 
Wir sehen also: Hinsichtlich des Kleinerwerdens der störenden Normal- 
spannungen am Rande konvergiert das alternierende Verfahren und 
zwar gleichmäßig, wenn man die Ecke selbst aus der Betrachtung aus- 
schließt, in der Nähe der Ecke ist aber die Konvergenz des alternie- 
renden Verfahrens in dieser Hinsicht ungleichmäßig, [Genau so ver- 
hält es sich nach den obigen Entwicklungen mit dem Kleinerwerden 
der Funktionen K sin - j • /j„(t7). 

Fragt man nun, ob durch diesen Umstand die prinzipielle Be- 
rechtigung unseres alternierenden Verfahrens in Frage gestellt wird, 
so kann man nur sagen, daß davon nicht die Rede ist. Denn die 
störenden unendlichen Normalspannungen gehören nach dem vorhin 
Gesagten zu jenen, die in der Grenze selbst die Resultante Null haben, 
können also im Sinne der Bemerkungen von Seite 69 keinen Schaden an- 
richten. Wohl aber wird dadurch die praktische Brauchbarkeit des Ver- 
fahrens dann beeinträchtigt, wenn man die Spannungen in der Nähe der 
Ecke kennen lernen will, denn alsdann wird man, um eine relativ geringe 
Annäherung zu erzielen, schon relativ oft die Schritte des alternierenden 
Verfahrens wiederholen müssen. Wir haben nun aber überhaupt noch 
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zu zeigen, daß die Konvergenz unseres alternierenden Verfahrens auch 
hinsichtlich der Spannungen unseres elastischen Systems besteht, daß 
also die Gleichungen (30) wirklich die Spannungsverteilung darin überall 
richtig darstellen. Zu dem Zwecke ist nachzuweisen , daß die durch 
die Gleichungen (30) gelieferten Funktionen Ä entweder endlich sind 
oder, für (> «= 0, schwächer unendlich werden als 1/p, denn alsdann 
haben sie, da sie ja ihrem Charakter nach mit Spannungen äquivalent 
sind, die Resultante NuU, sind also unschädlich im Sinne der Be- 
merkungen von Seite 69. Nun können die Funktionen ö und B\ wie 
der Anblick der Gleichungssysteme 29 a und b zeigt, als Funktionen 
von u allein betrachtet, in der Ecke höchstens so stark unendlich 

werden wie — . Anderseits sind die Funktionen O und W in der Ecke 
gewiß schwächer unendlich als — , denn anderenfalls könnten die Inge- 
grale l Odu und i Wdu nicht endlich sein, was aber nach (31) und (30 a) 

zutrifft. Mithin sind die Integrale in (30) in der Ecke schwächer un- 
endlich als: 



/ 



Y"^ du -«-^ 



u 



— oder als -- 



also wegen %i == q^ schwächer unendlich als l/(>, was zu zeigen war. 

3. Über das Verhalten der Spannungen in der Nähe der Ecke. 

Es ist mißlich, daß uns das alternierende Verfahren gerade da im 
Stiche läßt, wo wir es am nötigsten brauchen; denn wir werden schon 
nach Analogie mit dem beim Schlitze Gefundenen annehmen dürfen, 
daß die Spannungen in der Ecke unendlich groß werden und daß da- 
mit für die Beantwortung der Frage nach der Richtung und dem Ver- 
laufe eines Materialbruches, wie wir sie im ersten Teile der Abhandlung 
stellten, auch hier gerade die Verhältnisse in der Ecke und in ihrer 
Nähe maßgebend sind. 

Aber hier scheint sich ein Ausweg zu bieten. Aller Wahrschein- 
lichkeit nach haben nämlich, wenigstens für die Winkelnlume a < 1, 
die Spannungen in der Nähe der Ecke die Form einer Funktion des 
Winkels ^ multipliziert mit einer Potenz des Radiusvektors q. An 
einem exakten Nachweise hierfür fehlt es mir freilich vorderhand: es 
müßte möglich sein, obige Vermutung aus dem alternierenden Verfahren 
heraus oder sonstwie durch strenge Schlüsse als richtig zu erkennen. 
Aber abgesehen davon, daß die Vermutung für den Schlitz und über- 
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haupt alle ganzzahligen — zutrifft, spricht noch ein anderer gewichtiger 

Grund für sie. Gewisse Folgerungen aus ihr zeigen nämlich eine ganz 
überraschende Übereinstimmung mit gewissen zahlenmäßigen Ergeb- 
nissen, die man bekommt, wenn man das alternierende Verfahren im 
Falle der rechtwinkligen konkaven Ecke (et — Yj) anwendet, um dort 
die Spannungen wirklich zu berechnen. Auf diese Übereinstimmung 
komme ich nachher noch zurück: vorläufig führe ich jetzt die Annahme 
ein, die oben ausgesprochene Vermutung sei zutreffend. Es ist klar, 
daß sie dann nicht nur für die Spannungen zutrifft, sondern auch für 
die Spannungsfunktion, sodaß wir für diese in der Nähe der Ecke 
den Ansatz: 
(32) F{Qy ^) =- p" X Funktion von ^ 

hatten. Die mit vier willkürlichen Integrationskonstanten — etwa 
A^Ä^B^B^ — behaftete Funktion von i> findet man sofort aus der 
Bedingung, daß F der Differentialgleichung: W F(xy) = genügen 
muß, sodaß wir haben: 

(32a) F= p" . [Ä^ cosn^ + A^ cos (n — 2) il; + Besinn t+B^ sin(n— 2)^^], 
woraus durch Differentiation folgt: 

. — = p" • [nSi COS n^ + (w — 2) B^ cos (n — 2)t — nA^ sin w^ 
-(w-2)^sin(»-2)V^]; 
wir wollen versuchen, diese vier Eonstanten aus den vier Randbedingungen: 

F=^0, 14^ = für i^==0 und 1/;=»- 
^ dtp a 

(da an keinem Rande in der Nähe der Ecke eine Kraft angreift) zu 
bestimmen. Das führt auf die Gleichungen: 

A, + A,^ 0, 

nBi + (n-2)JB, = 0, 

o„ Ä. cos h A^ cos ^^ — + J?i sin h ^» sm ^ — = 0, 

(33j *a'^ a'^a'* a ' 

- nA^ sm (n — 2)A^ sin ^ ~ + nB^ cos — + 

(«-2)B,.cos^^^^=»0. 

Sollen diese eine von Null verschiedene Lösung haben, so muß ihre 
Nennerdeterminante verschwinden; alsdann bleibt mindestens eine der 
Tier Konstanten willkürlich. Bleibt nur eine willkürlich, so ist der 
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Fig. 19. 
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Ansatz für unsere Zwecke brauchbar, denn unsere Spannungsfunktion 
ist dann bis auf einen konstanten Faktor bestimmt, der bei der Frage 
nach der BruchncÄ^MW^ keine Rolle spielt, sondern nur angibt, wie die 
Spannungen in der Nähe der Ecke von der Größe der Kraft P ab- 
hängen. Bleiben aber etwa mehrere Konstante willkürlich, so können 
wir mit dem Ansätze weiter nichts anfangen. 

Das Verschwinden der Nennerdeterminante liefert für die willkür- 
liche Potenz n die transzendente Bestimmungsgleichung: 

H{n,a) « w(n — 2) • f sm — j — sm -^ • sm ^^ 



(34) 



0. 



Offenbar hat diese Wurzeln bei 0, 1 und 2. Diese interessieren uns 
aber hier nicht ^ denn die Wurzeln und 2 führen auf F=0; die 
Wurzel 1 läßt zwei Integrationskonstante unbestimmt. Von allen 
übrigen Wurzeln der Gleichung interessieren uns auch nur diejenigen, 
die größer als Eins sind, denn die übrigen bringen ein im Sinne der 
Bemerkung von S. 70 unzulässiges Unendlichwerden der Spannungen 
— die von der Ordnung ()""* sind — mit sich. Wir wollen uns femer 
auf den Standpunkt stellen, daß uns auch die Wurzeln, die größer 
als 2 sind, nicht weiter interessieren, da sie in der Ecke die Spannungen 
Null liefern, während wir als feststehend annehmen wollen, daß diese 
Spannungen jedenfalls für alle Winkelräume 7t/a>n unendlich groß 
werden. So bleibt uns schließlich die Aufgabe übrig, alle Wurzeln 
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der transzendenten Gleichung aufzusuchen^ die zwischen 1 und 2 liegen 
und auch diese Aufgabe wollen wir nur für die Winkelräume von der 
Halbebene bis zum Schlitz (1 ^ « ^ 72) näher verfolgen. Das Ergebnis 
ist graphisch in obigen Figuren niedergelegt, in welchen für jeweils 
bestimmtes a der Verlauf dör Funktion S(n) aufgetragen ist. 

Wir sehen hieraus zunächst: Unsere transzendente Gleichung hat 
zwischen n = 1 und w = 2 — wenn wir die Grenzfälle Halbebene und 
Schlitz zunächst ausschließen — entweder eine gewöhnliche Wurzel, 
nämlich zwischen Halbebene und dem durch tg 7t /a » 7c/a gegebenen 

konkaven Winkelraum — dort wird nämlich (-3^) gerade Null — 

oder zwei gewöhnliche, nämlich zwischen diesem Winkelraum und dem 
Schlitz. In dem Grenzfalle der Halbebene hat sie zwischen 1 und 2 
keine Wurzel, im Grenzfalle des Schlitzes zwei zusammenfallende Wurzeln 
(eine sog. Doppelwurzel). Außerdem bemerken wir nebenbei, daß beim 
Schlitz — und daher wahrscheinlich auch bei den benachbarten Winkel- 
raumen — sich Wurzeln finden, die größer als 2 sind. 

Der hierdurch nahegelegte Verdacht, der Sommer Feld sehe An- 
satz (12) möchte für den Fall des Schlitzes mehrere Lösungen unsres 
Spannungsproblems ergeben, wird durch folgende Überlegung beseitigt. 
Der Sommerfeldsche Ansatz lautete: 
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88 XJhei dfts Spalten und Zerreißen elasÜBclier Körper. 

wo wir für den Schlitz /S = y setzten. Wir wollen jetzt aber nicht die 
zwischen 1 und 2 gelegene Wurzel n heranziehen^ also ß = j, sondern 
ß ^ j setzen ; um einen Ansatz zu bekommen ^ der Spannungen liefert, 
die in der Ecke wie q^^* verschwinden, also genau solche Spannungen, 
wie sie der Wurzel » ==• y unsrer transzendenten Gleichung für den 
Schlitz entsprechen. Dieser Ansatz ist an sich durchaus möglich, die 
Spannungen verhalten sich im Unendlichen wie 1/^, die Differential- 
gleichung VVi^=0 ist befriedigt, und im übrigen sind beide Rander 
nach wie vor kräftefrei bis auf eine konzentrierte Kraft P am Rande 
ij; ^ 0, Aber im Innern des elastischen Winkelraumes tritt jetzt nocli 
eine neue konzentrierte Kraft hinzu, denn S^ — cu^ und rf — a? werden 
jetzt nicht nur auf dem Rande ?^ = gleich Null (wie bei der früheren 
Schlitzlosung), sondern auch noch an der Stelle: ^ = Yjsr, ^ = a. Die 
beiden konzentrierten Kräfte wirken sich dann so entgegen, dafi in der 
Ecke Spannungen Null herauskommen. Ganz ähnliches ergibt sich, 
wenn wir ß^\ setzen, was der Wurzel m « 2 entspricht. Hier be- 
kommen wir: 

o^F ^ P_ r_i 1 1 

und da 5 — a iiiid iy — a außer bei ^ = auch noch bei ^ = 2;r ver- 
schwinden, bekommen wir außer der konzentrierten Kraft P bei ^ = 

noch eine solche bei i(; = 2«, die die Wir- 

Fig. 20. . . 

kung, welche die erstere auf die Ecke aus- 



übt, gerade wieder aufhebt (Pig 20), so daß 
in der Ecke die Spannungen verschwinden 
(imd im übrigen für jede der beiden Halbebenen 
die Spannungsverteilung der Boussinesq- 
schen Halbebene herauskommt). 

Demnach beschäftigen wir uns jetzt nur 
noch mit den Wurzeln, die zwischen 1 und 2 
liegen und beginnen zweckmäßig mit der 
Doppelwurzel n = { im Falle des Schlitzes. Versuchen wir, die zugehörige 
Spannungsfunktion nach den Gl. (33) zu berechnen, so werden wir 
finden, daß dort zwei Größen Ay^A^B^B^ willkürlich bleiben, wenn 
a^\ und n = I gesetzt wird. Wir bekommen also keine bestimmte 
Spannungsfunktion, sondern deren noch einfach unendlich viele ver- 
verschiedene (da die eine der Konstanten nur multiplikativ ist, den 
Charakter der Spannungsverteilung also nicht beeinflußt). Dies ist nun 
gar nicht merkwürdig. Denn wir kennen ja beim Schlitze nicht nur 
eine Spannungsverteilung, bei welcher die Spannungen in der Ecke wie 
^"-»«p-Vs unendlich werden, sondern deren zwei, nämlich: 
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and 






c'F 






und durch passende Überlagerung bekommen wir aus diesen beiden 
eine einfach unendliche Schar solcher Sommerfeldscher Ansätze^ ent- 
sprechend dem Umstände ; daß unsere konzentrierte Kraft; beliebig ge- 
richtet sein kann (Fig. 21). Unter diesen unendlich vielen Ansätzen 
sind die obigen beiden nun dadurch ausgezeichnet, daß die zugehörigen 
Spannungsverteilungen und damit auch die 
Spannungsfanktionen gewisse Sjmmetrieeigen- 
Schäften aufweisen. Die beiden ausgezeichneten 
Funktionen sind nämlich: 



Pig. »1. 



und 



C[sinf^ — 3sin}^] 

C[cos|^ — cos j^] 
{C eine beliebige Konstante) 




und man sieht ohne weiteres, daß die erste sich überhaupt nicht und 
die zweite nur ihr Vorzeichen ändert, wenn man ^ mit 2;r — V ver- 
tauscht. Wir werden dies so ausdrücken, wie es für das Folgende 
zweckmäßig erscheint: 

SUht beim Schlitze die konzentrierte Kraft senkrecht zum Bande, so 
ist die zugehörige Spannungsfunktion in der Ecke hinsichtlich der Symmetrie- 
achse t"^^ des Schlitzes summarisch schlechthin; geht die konzentrierte Kraft 
dem Bande parallel^ so besteht auch noch Symtnetrie, aber nur hinsichüich 
des Absolutwertes der Spannungsfunktion, die Vorzeichen sind auf beiden 
Seiten der Symmetrieachse des Schlitzes verschieden. 

Gehen wir jetzt (Fig. 19) vom Schlitze zu Winkelräumen von 
etwas kleinerer Öffnung über, so sehen wir, daß unsere Doppelwurzel 
n = % sich in zwei einfache Wurzeln auflöst, von denen jede größer 
als % ist. Gehen wir in demselben Sinne weiter, so vergrößert sich 
der Zwischenraum zwischen beiden Wurzeln immer mehr, beide wandern 
zwar dauernd nach rechts, aber die rechte schneller als die linke. Das 
geht so weiter, bis bei dem Winkel tg 7c/a « n/a die rechte Wurzel im 
Punkte » =« 2 verschwindet. Gehen wir noch weiter auf die Halbebene 
zu, so wandert auch die übriggebliebene Wurzel immer nach rechts 
weiter, bis sie für die Halbebene selbst ebenfalls im Punkte n^ 2 
verschwindet. 
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Cbarakteristiscli für alle diese einfachen Wurzeln im Gegensatz zu 
obiger Doppelwurzel ist nun, daß zu jeder nicht unendlich viele wesent- 
lich verschiedene Spannungsfunktionen gehören, sondern eine einzige 
(abgesehen von dem unwesentlichen willkürlichen Faktor, mit dem die 
Spannungsfonktion noch multipliziert werden darf). Hiervon überzeugt 
man sich sofort, wenn man in den letzten beiden Gleichungen (33) A^ 
und JB, vermöge der ersten beiden durch A^ und B^ ausdrückt, wo- 
durch man bekommt: 

(n-2)[coB^'--cos.(''^^].^^ + [(«-2)8m";-n8in(^-?-^*].B,-0, 

Ist n eine Wurzel unserer transzendenten Gleichung (34), so sind diese 

beiden Gleichungen miteinander verträglich und liefern für den Quotienten 

A:B nur dann kein bestimmtes Verhältnis, wenn etwa alle Ausdrücke 

in den eckigen Klammem verschwinden sollten. Nun verschwindet aber 

nn (n — '2)jr 

cos COS — 

nur für den Fall, daß 1/a eine ganze Zahl ist, also z. B. für die Halb- 
ebene und für den Schlitz, aber nicht für die zwischenliegenden Winkel- 
räume. 

Beschränken wir uns nun auf die Winkelräume zwischen Schlitz 
und tgn/a = ä/«, so bekommen wir also jedesmal zwei ganz bestimmte 
Spannungsfunktionen : 

Q"i . g)(^,wj und 9'^ • q>(tyn2), 

worin n^ und n^ die beiden Wurzeln der transzendenten Gleichung sind. 
Diese beiden ausgezeichneten Spannungsfunktionen können naturgemäß 

keine andern sein als dieieniffen, welche 

Fig. 22. . . . 

einem normalen und einem taugen tiellen 



Angrifi unserer konzentrierten Kraft P ent- 
sprechen (Fig. 22), und es fragt sich nur 
noch, welche der beiden Wurzeln dem 
einen und welche dem andern Falle ent- 
spricht. Die Frage wird entschieden, wenn 
wir uns klar machen, daß unsere beiden 
Spannungsfunktionen dieselben Symmetrieeigeuschaften aufweisen müssen 
wie die entsprechenden beim Schlitze. Die Diiferentialgleichung nämlich, 
nach welcher die Funktion (p{ilf) in (32) zu bestimmen ist: 
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enthält nur Differentialquotienten gerader Ordnung und daraus folgt 
zunächst^ daß, wenn g)(ilf) eine Lösung ist, auch g)(c — ili) und —g)(c — ili) 
Lösungen sind, wo c irgendeine Konstante ist. Da nun die Rand- 
bedingungen für 9, nämlich: g) = 0, j-^ = hinsichtlich des Winkels 

7t /2 a völlig symmetrisch sind und zwar symmetrisch sowohl mit als 
auch ohne Änderung des Vorzeichens, so muß diejenige Funktion qp, 
welche die obige Differentialgleichung U7id die Randbedingungen be- 
friedigt, in bezug auf den Winkel Ä/2a entweder ganz oder bis auf 
das Vorzeichen symmetrisch sein, denn andernfalls gäbe es, da ja auch 
ip(:t'a — t) und —(p(7c/a — ili) Lösungen der Differentialgleichung sind, 
die die Randbedingungen befriedigen, für eine und dieselbe Wnrzel 
mehrere Spannungsfunktionen, während wir oben sahen, daß es nur 
eine einzige gibt (bis auf den wiederholt erwähnten willkürlichen 
Faktor). 

Vergleichen wir dies mit dem beim Schlitze Gefundenen, so be- 
antwortet sich die oben aufgeworfene Frage wie folgt: 

Von den beiden Spannungsfunktionen^ die zu den beiden etvischen 1 
uiid 2 gelegenen Wurzeln der transzendenten Gleichung (34) geJiören, ent- 
spridU diejenige einem normalen Angriff der konzentrierten Kraft P, 
wel^^ hinsicfdlich der Mittelaclise ^ =« 3t/2a des Winkelraumes völlig 
symmetrisch ist; die andere, welclie zur Mittelachse nur mit abgeändertem 
Vorzeichen symmetrisch ist, entspricht einem tangentiellen Angriff der 
konzentrierten Kraft P. 

Wir haben also folgendes Ergebnis: 

Im allgemeinen werden die durch normalen Kraftangriff in der 
Nahe der Ecke erzeugten Spannungen in einem andern Grade unendlich 
als die durch tangentiellen Kraftangriff erzeugten^ und zwar entspricht der 
normale Kraftangriff der kleineren der beiden Wurzeln ^ so daß dieser 
also ein stärko-es Unendliclmerden der Spannungen in der Ecke ver- 
ursacht als ein iangentieller Kraftangriff. Für die Winkelräume zwiscJien 
Hä[bä)ene und tgn/a^ 7t/a spitzt sich dies Verhältnis dahin zu, daß 
dort zwar wohl die durch normalen, nicht aber die durch tangentiellen 
Kraftangriff erzeugten Spannungen tmendlich groß werden. Beim Schlitz 
aber werden heidemale die Spannungen in der Ecke gleich stark unendlich, 

4. Über das wirkliche Rechnen mit dem alternierenden 

Verfahren. 

Für den Fall der rechtwinkligen konkaven Ecke (« = |) habe ich 
die Rechnung mit dem alternierenden Verfahren wirklich durcligefahrt. 
Am besten verfahrt man dabei bald zeichnerisch, bald rechnerisch. Das 
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erste Hauptziel ist die Ermittelung der Funktionen <P(m) und ^(u) von 
S. 80; man hat also zunächst einmal die Funktionen f(v) nach den 
Gl. (30b) zu konstruieren. Dabei ist es praktisch^ als Veränderliche 
nicht u und v, sondern deren natürliche Logarithmen zu wählen. Die 
Funktion f^ ist ohne weiteres aus (30b) abzulesen, f^ bestimmt man 
durch Integration aus der zweiten Gl. (30b) zu: 

man trägt sie vor allen Dingen zeichnerisch auf. Alsdann berechnet 
man einige Werte der Funktion: 

{ü\fv) "" (i 4 x) ' ^^ abkürzend A = ^ gesetzt ist; 

mit diesen sind die Ordinaten obiger Kurve nach der dritten Gl. (30 b) 
zu multiplizieren. Die so erhaltenen Punkte liefern für jedes v je eine 

Flg. 28. 




neue Kurve, welche mit der X-Achse eine Fläche einschließt, deren 
Ausplanimetrierung die nächste gesuchte Funktion liefert: 



tt = flO 



u = 



Den so angedeuteten Prozeß setzt man fort, bis man eine geeignete 
Anzahl von Funktionen f gefunden hat. Man sieht, daß bisher die 
Rechnung von der speziellen Wahl des Winkelraumes ganz unabhängig 
ist. Jetzt aber muß man sich für einen bestimmten Winkelraum ent- 
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schlieBen, da die Definitionsgleichangen (30 a) fiir O und W das a ent- 
halteB. War nun /j, so bestimmt, daß es noch für !; = 10"*^c [also 
fftr (> — 10"*"/« -a, da c = a'^»] so genau war, wie die Zeichenoperationen 
in dem gewählten Maßstabe überhaupt zuließen, so war f^ in dem- 




Grade genau noch für Werte t;=-10""^®c. Schließlich waren 
die Funktionen O und ^^ in demselben Grade genau noch für Werte: 
«?-10"*.c. Man durfte also hoffen, daß die so erhaltenen Funktionen 
die Spannungen mit der erwähnten Genauigkeit beherrschen würden, 
sofern man nur von der Ecke wenigstens um das Stück: q — 10""/« -a 
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entfernt blieb; mit anderen Worten: daß man trotz der ungleichmäßigen 
Konvergenz der Reihenentwicklungen (30 a) die Spannungsrerteilung in 
großer Nähe der Ecke schon recht gut beherrschen würde. Ich be- 
rechnete nun mit Hilfe von O und W (Fig. 24) nach den Gl. (30) sämtliche 
Spannungen fttr die Winkel ^ =« 3t/2, */^ä, x und die Entfernungen: 

^=-10-», 10-'-, 10-S 10-»/^, 10-^ 10-"/^, 

was ein entsprechend häufiges Planimetrieren von aus O und ^ ab- 
geleiteten Kurven (Fig. 24) erforderte. Das Ergebnis ist in der folgenden 
Tabelle niedergelegt, deren Zahlen nicht die Spannungen selbst darstellen, 
sondern die durch p"'» dividierten Spannungen: 





(>V 


2 


Lf? 


pV, 


2 


'J.¥ 




ßV. . tzv 








V 

c 


.■'■y(v 


')V.?, 




90'> 


ISO*» 


180<> 


90<> 


135» 


180<> 


90« 


186» 


180» 


90« ! 135» 


180» 


1 

100 


1 ^'- 


23 


21 


— 2 





1 


11 


ö 


10 


11 


5 


10 


1 

ioüo 


1 
84 


36 


34 


— 2 





2 


16 


8 


16 


16 


8 


16 


1 
10 oöo 


61 


68 


61 


— 3 





4 


24 


10 


23 


24 


10 


23 


1 

10» 


78 


85 


77 


— 5 





6 


36 


15 


35 


36 


15 


36 


1 

10« 


117 


121 


115 


-7 





8 


55 


24 


60 


55 


24 


61 


1 

10' 


179 


190 


176 


— 12 





12 


85 


36 


SH 


86 


34 


84 



Hier bemerkt man bald, daß das Verhältnis jeder Zahl der Tabelle 
zu der darunterstehenden einen merklich konstanten Wert hat, der 
durch den Bruch | gut wiedergegeben wird. Multipliziert man also 
bei konstant gehaltenem Winkel ^ den Radiusvektor q mit 10"*''», so 
multiplizieren sich alle Spannungen mit | • 10^^*. Von hier aus kommt 
man leicht auf die Vermutung, daß in unserm ganzen Zahlenbereich 
die Darstellung gilt: 

Spannung « Potenz von Radiusvektor x Funktion des Winkels, 
abgekürzt: S = p"» • (t(^); 
macht man diesen Ansatz, so hat man in der Tat: 

iS(iO"''».p) 



S{9) 



= lo-*/.«», 



und um völlige Übereinstimmung mit allen Vertikalreihen unserer 
Tabelle zu erzielen, hat man nur noch m aus der Gleichung: 

10- •- 



f . lOV» 



Von K. WlEGHABDT. 95 

ZU bestimmen^ was auf den Wert: 

m^ — 0,45 ... 

führt. Man hätte demnach zu schließen, daß im Falle unserer konkaven 
rechtwinkligen Ecke bei normalem Kraftangriff P die Spannungen in 
der Ecke wie p-Ms • unendlich werden und für die zugehörige 
Spannungsfunktion, daß sie in der Ecke wie 

pw + » -_ pl,55 

verschwindet. Berechnet man nun zur gegenseitigen Prüfung dieses 
Ergebnisses und des Ansatzes (32) anderseits die zwischen 1 und 2 
gelegene kleinere Wurzel der transzendenten Gleichung (34) im Falle 
unseres Winkelraumes, nämlich der Gleichung: 

«(n-2) + (8in?f^)-0, 

so kommt man auf den Wert: 

n « 1,5445 . . . (s. Fig. 19), 

dieser Wert ist in guter Übereinstimmung mit dem oben für m + 2 
gefundenen. Von hier aus wird man schließen dürfen, daß die Dar- 
stellung (32) der Spannungsfnnktion in der Nähe der Ecke richtig ist, 
(Nebenbei sei erwähnt, daß ich auf den Ansatz (32) überhaupt von 
meinen Zahlenrechnungen aus gekommen bin.) Außerdem folgt aus 
der Konstanz des Verhältnisses übereinanderstehender Zahlen in unserer 
Tabelle, welche sich fast bis in das Gebiet q ^ Y^^a hinein erstreckt^ 
daß der praktische Geltungsbereich der Darstellung (32) von einem 
Kreise mit beinahe V^q/i Halbmesser um die Ecke herum begrenzt wird. 

5. Über den Bruch des Bachschen Yersuchskörpers 
(bezw. des Lagerkörpers). 

Ganz ähnlich wie im ersten Teile der Abhandlung wollen wir 
nun hier die Frage zu beantworten suchen: Nach welcher Richtung 
reißt unser rechtwinkliger konkaver Winkelraum bei normalem Angriff 
einer negativen Kraft P auf ? Der Bachsche Versuchskörper wird 
sich dann auch ungefähr so verhalten. Die entsprechenden Entwicklungen 
in ersten Teile sind so ausführlich, daß wir uns hier kürzer fassen können. 

Die auf den Fall a =» % spezialisierte Spannungsfunktion (32) lautet: 

wo n » 1,5445 ... zu setzen und C eine unbekannte Konstante ist, 
von welcher nur das Vorzeichen nachher bestimmt werden muß. 



96 t^ber das Spalten und Zerreißen elastischer Körper. 

Nehmen wir vorweg, daß C negativ ist und setzen seinen Absolutwert 
der Bequemlichkeit wegen gleich -—:, so liefern uns die Gl. (17) 
folgende Darstellung der Spannungen in der Nähe der Ecke: 

(35) ?4^ - p»-« [2 cos (2 - n)^ + ^V^^ ' «in (2 ^ n)^] , 
<y^ ~ ?"' =. pw- 8 [,j (jQg ^^ _|. (2 — n) cos (2 — n)^ + Yn{2 — n) - sin n^ 

+ Yn\2^^n) • sin (2 - n)^], 

^(»v "" P"~* [V'H^ — »*) • cos nip — )/n(2 -— w) • cos (2 — w) ^ — n sin «^ 

+ (2 - n) sin (2 - w)^]. 

[Beiläufig sei erwähnt, daß diese Gleichungen in guter Über- 
einstimmung mit den Zahlen unsrer Tabelle von Seite 94 stehen.] 

Daß C negativ ist, konnte z. 6. daraus geschlossen werden, daß 
mit negativem C 6^ + 6^ für tj; '^ n positiv wird, was ja bei negativer 
Kraft P gewiß der Fall sein wird. 

Aus der Darstellung (35) ergibt sich dann der die Richtung der 
Hauptspannungen charakterisierende Winkel d' (s. Fig. 11) durch die 
Gleichung: 



A 2 A _ V^{^ — w) cosnif} — yn(2 — n) • cos (2 — n) i/» — n a\nn'tlf-\-{2^n) 9in( 2^n)^ 
n cos n ^ + (2 — n) cos (2 — n) ip + Vn (2 — n) • sin n t|) +yn (2 — «) • sin (2 — n) ^ 

die größte Schubspannung wird: 



y-p_ a^y-;^ ^^ _ 2^^__, ^^ ^ y^^2-n) • sin 2^, 
die größte Zugspannung: 

«2(>»-^[cos(2-w)^+y2^^.8in(2-w)V;+/rH^9t^ 

Die größte Schubspannung wird, wie man unmittelbar sieht, am 
größten für i; — "/^ und t ='%^7 ni^n findet dann als mögliche 
llichtungen für einen beginnenden Materialbruch nach der Schub- 
upaunungshypothese die Richtungen: t = 70^, 110^ 160^ 200». 

Die größte Zugspannung wird, wie die Ausrechnung zeigt, am 
«roßten für lif « 68^12' und ^ = 20P48'; als Hauptspannungsrichtungen 
^r\t^\H>n sich damit die Richtungen: ^ « 37H6', 127^46', 142<>14', 
'V*^JM4', wovon als Bruchrichtungen nur: 127H6' und 142*14' in Betracht 
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kommen^ weil auf ihnen jeweils die größere Zugspannung senkrecht 
steht (Fig. 25). Auf den Bach sehen Yersuchskörper, der aus Maschinen- 
guß hergestellt war^ paßt nun von beiden Festigkeitshypothesen am 
besten die Zugspannungshypothese. Nach dieser wäre also zu erwarten, 
daß der Bruch in einer der beiden Richtungen 127^46' oder 142^14' 
beginnt (deren Mittel genau 135® beträgt); wie nachher der Bruch 
weitergeht, kann durch unsere Untersuchungen nicht recht erschlossen 
werden. Läßt man als plausibel zu, daß der durch den beginnenden 
Bruch entstandene Körper (Fig. 26) im großen Ganzen ein Schlitz ist 
und daß fiir den weiteren Verlauf des Bruches nur die Komponente 
Ton P maßgebend ist, die zur Schlitzrichtung senkrecht steht, so würde 

Fig. 25. Fig. 26. 





theoretisch der Bruch in seiner eigenen Richtung weiterfressen, was 
bei den B achschen Versuchen ungefähr der Fall ist. Jedenfalls aber 
sind unsere für den Beginn des Bruches geltenden und auf der Zug- 
Spannungshypothese basierenden Ergebnisse in Übereinstimmung mit den 
Bachschen Versuchen. — 

Anhang: Über die Eindeutigkeit unserer Lösungen. 

Da unsere Bereiche ins Unendliche gehen, so handelt es sich bei 
der Frage nach der Eindeutigkeit der Lösungen unserer Spannungs- 
probleme nicht nur darum, zu zeigen, daß zwei als verschieden an- 
gesehene Lösungen mit identischen Randbedingungen tatsächlich iden- 
tisch sind, sondern darüber hinaus noch um den Nachweis, daß ein 
Gleichgewichtssystem Ton Ej-äften, welches ausschließlich an den un- 
endlich fernen Teilen des Randes angreift, überall nur unendlich 
kleine Spannungen erzeugt, falls jede einzelne spezifische Kraft dieses 

Systems — Kraft pro Längeneinheit des Randes — so stark wie 

fBr p » OD (oder stärker) yerschwindet; denn von solcher Größen- 
ordnung sind ja die bei unseren Ansätzen im Unendlichen herrschenden 
Spannungen. 

Zeitschrift f. MsthMUfttik n. Physik. 55. Band. 1907. Heft 1/2 7 
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Die so gekennzeiclmete Eindeutigkeitsfrage erledigt sich in ihrem 
ersten Teile natürlich mit Hilfe des Greenschen Satzes: 

ff {UV V- Fv ü)dxdy =f{u'^ - V'-I)äs, 

setzt man hier: 

so resultiert die Gleichung: 

(36) -ffivF)^ ■ äxdy ~f{F ■ 7/ - y F • '^)ds. 

Hier verschwindet das rechte Integral ^ wenn F die Differenz zweier 
Spannungsfunktionen jP^ und jP^ mit identischen Randbedingungen be- 
deutet, also ist dann überall yl^« 0. Da nun auf dem Bande überall 
2^« 0, so ist überhaupt jP überall gleich Null; die dem jP entsprechenden 
Spannungen sind sämtlich Null. 

Diese Schlußweise ist auch dann noch zulässig (s. Seite 6^^), wenn 
etwa die dem einzelnen F^ oder jP, entsprechenden Spannungen irgendwo 

in erlaubter Weisfe — schwächer als — für p « — unendlich groß 
werden. 

Indessen versagt sie hinsichtlich des zweiten Teiles unserer Ein- 
deutigkeitsfrage. Denn wenn man den Greenschen Satz auf eine 
Spannungsfunktion bezieht, der ein ausschließlich im Unendlichen an- 
greifendes Gleichgewichtssystem von Kräften der Größenordnung — für 

^ » oo entspricht, so verschwindet das rechte Integral in (36) im 
allgemeinen nicht; diese Gleichung gestattet also keinen Schluß auf 
die Größenordnung von ^F oder F selbst. Man kann vielmehr nur 
sagen, daß ein durch^^giges Unendlichkleinwerden von yjP oder der 
Spannungen sich mit der Gl. (36) verträgt. 

Der gewünschte auf andere Möglichkeiten als der Verwendung des 
Greenschen Satzes basierte Beweis ist mir bisher nur bei der Halb- 
ebene, dem Schlitz, kurz dem Falle ganzzahliger Werte von — gelungen. 

Dort ergibt sich dafür aber auch über das unmittelbar Notwendige 
hinaus eine weitergehende Erkenntnis; wir erfahren, wie stark denn 
eigontlich die Kräfte unseres unendlich fernen Systems verschwinden 
müssen, damit sie gerade noch überall nur unendlich kleine Spannungen 

erzeugen. Sagen wir nämlich: Wie q^ für p = oo, so ist k keineswegs 
gleich Eins, sondern kleiner als Eins und bei verschiedenen Bereichen 
veriichieden. 
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In den genannten Spezialfällen gelingt es ohne weiteres, die all- 
gemeinste Spannnngsfanktion, welche einem unendlich fernen Kraft- 
angriffe der geschilderten Art entspricht, anzugeben. 

Durch eine naheliegende Erweiterung der Entwicklungen Ton 
Seite 84ff. ergibt sich zunächst Folgendes. Der Spannungsfiinktion: 

(37) JP(p,^) — ^p" { Ä^[cosn^ — cos(» — 2)^] + JB,[(n— 2)sinn^— w"8in(n— 2)^^] } , 

wo A^^ B^ beliebige Eonstante sind, entspricht in dem Winkelraume — , 
wo — ganzzahlig, eine Spannungs Verteilung von folgenden Eigenschaften: 

1) Die beiden Ränder (tif ^0 und !/;=»—) des Bereiches sind 

krafte&ei, denn sowohl die Gleichung (32a) und (33) als auch die 
transzendente GleichuDg (34), welche hier in: 

Bin * — «0 

a 

übergeht, sind, wenn — ganzzahlig, für jedes n = k + a^ wo k irgend 

eine positive oder negative ganze Zahl ist, befriedigt. 

2) Die Spannungen werden höchstens in erlaubter Weise (Seite 70) 
unendlich groß, denn, von der Ordnung (>""*, können sie für p =■ 
höchstens von der Ordnung: (l/p)^"" unendlich groß werden, falls nur k 
auf die positiven ganzen Zahlen beschränkt bleibt; 1 — c( ist aber 
kleiner als Eins. 

Es soll nun gezeigt werden, daß jP in der Form (37) überhaupt 
die allgemeinste Spannungsfunktion ist, welche einem unendlich fernen 
Kraftsystem der oben geschilderten Art entspricht, daß man also die 
Konstanten Ä^, B^ eindeutig so bestimmen kann, daß auf dem unendlich 
fernen Kreise: q » consi » oo beliebig vorgeschriebene Normal- und 

Schubspannungen von der Größenordnung ~^ (9 '^ ^^) — wo A einst- 
weilen willkürlich — herrschen. 

Ist B ein ins unendliche anwachsender Wert des Radiusvektors p, 
so können wir uns die auf dem unendlich großen Kreise vorgeschriebenen 
Bandbedingungen in Form zweier Fourierscher Reihen gegeben denken: 

(38) j;^^^) - ü«-^ . ^K eos m^ + b^ sin m^] 

und: 



in«BO, So, 4a, ... , 2ka, . 






m»0, 2tf, 4o, ...,S*a, ... 
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mit abcd als beliebig Torgeschriebenen Konstanten. Die Gleichung (37) 
ersetzen wir nun durch die folgende: 

00 

aus welcher wir durch Differentiation ableiten: 

OD 

^^-{Q,if)'^B^''^'^{ff' {n^[cosn^— cos(n-2)^]+nj5;[(n— 2)sinn^f-nsin(n-2ii.]. 
Somit ergeben sich mit den Abkürzungen: 

QP 

@f^)— V{^;[cosn^-cos(n — 2)V']+J5«[(n — 2)sinn^ — nsin(n— 2)«]}, 
(40) «—*+*»»*+"••••»*•+"*»••• 

Ä(^)— V{n^;[cosn^— cos(n— 2)^]+nJB;[(n— 2)sinn^— nsin(n— 2)^]} 

als notwendige und hinreichende Bedingungen für das ErfäUtsein der 
Randbedingungen (38) die folgenden: 



©(^) ^^[a^ cos w^ + b^ sin w^], 
Sl{tp) "^^[c^ cos mt + d^ sin m4i]. 

nisaO, So, 4a, ... , Siba, ,.. 



im Interralle: 



Nun haben aber die Reihen (40) eine doppelt so große Periode wie 
die Reihe (41), nämlich — ; wenn sie also auch — was ja verlangt 



wird — in dem Intervalle von bis — die Reihen (41) darstellen, 

mg % Jt 

80 werden sie doch in dem Intervalle von — bis — gewisse andere 
Winkelixmktionen darstellen; es wird etwa gelten: 

CO 

ö(^)— ^[c^cosw^+Zi^sinm^], abgekürzt — 0{i/) 



m^mOf Sa, 4a, ...,SJka, .. 



(42) 

üit)-^[g„coBmil>+h^eiumil,], „ ^V(n>) 



m>MO, Sa, 4a, ...,Siba, . 



im Intervalle: 

i — ^ = « 



Es liegt nun nahe, anzunehmen, daß die Eonstanten e, /*, g, h zu- 
sammen mit den Eonstanten Ä\ B' durch die Gleichungen (41) und (42) 
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eindeutig bestimmt sind, um dies zu prüfen, wenden wir das Verfahren 
an, die Koeffizienten einer Fourierschen Reihe durch Bildung bestimmter 

Fig. 27. 

1* &(^j J !♦ U(\f^j J 

I \ .^ ^ JL ^ I 



Integrale über die Periode der Reihe zu bestimmen; wir bekommen dann 
folgendes unendliche System linearer Gleichungen (vgl. Fig. 27): 

r© • C08 {^^)ii> — f-^^ ■ 008 (fii>)dt + CotOB (iit)di>, 

8«/ rtf tnl 

jesin (iiii)dtlf - / -^zrr ' sin (fi^)d* + / O • sin {iii^yd^, 

txf ni in/ 

J a cos iiHi) dt --J J(£=«.co8(/xV)<i^+ / W ' (i08{itili)dil> , 







% 

y A sin (nfl>)dt ~J ^»"f • 8in(/tV)rfV' +J Vsin (ftV)d* , 
; 7« . 

wo: 

f* « 0, a, 2a, 3a, . . ., Ära, . . . 

ist In diesem System ist die Anzahl der Gleichungen gleich der 
Anzahl der unbekannten; denn brechen wir alle Reihen bei einem 
sehr großen Index m ^ n '^ k ab, so haben wir nach Obigem 
41 Gleichungen und: 

2k Unbekannte Ä\ B' 

^ n ff, *; 

also zusammen 4k unbekannte. 
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Nehmen wir jetzt einfach an, daß dieses uneDdliehe System 
linearer Gleichungen stets eine Auflösung hat, so stellt damit F in 
der Form (39) wirklich die allgemeinste Spannongsfunktion ftlr den 
geschilderten unendlich fernen Kraftangriff dar. Wir sehen dann 
an (1^9) auch sofort, wie stark das Eraftsystem verschwinden muß, 
um überall nur unendlich kleine Spannungen zu erzeugen. Nach (39) 
ist nämlich die Gh-ößenordnung einer Spannung im Maximum gleich: 

Ä(v)-(i)'-"-- 

Soll diese für beliebig kleines festgehaltenes q mit wachsendem R un- 
endlich klein werden, so muß ersichtlich: 

(43) A > 1 - « 

sein. 

Für die Halbebene (a =-= 1) und den Schlitz (a «= ~) haben wir 
damit Folgendes: 

Wenn an dem unendlidi fernen Kreise R der Halbebene ein 
Gleichgewiehtssystem von Kräften atigreifty dessen einzelne Kraft pro 
lAnffeneinlieit irgendwie unendlich Mein wird, so werdest dadurch überall 
nur unendlich kleine Spannungen erzeugt; beim Schlitz dagegen ist dazu 
notwendig und hinreichend, daß die einzelne Kraft pro Längeneinheit 

stärker versd^winde/ als lim- _ • 

VB 

Im aJlgenwinen Falle eines Winkelraumes von ganzzahligem - ist 

die notwendige und hinreißende Bedingung, daß die Kräfte stärker 

verschwinden als lim - ,— v • 

Flg. 9H. In diesen Ergebnissen ist der gewünschte 

Eindentigkeitsbeweis enthalten. 

Nicht nachgewiesen ist dabei, daß das 
auftretende unendliche lineare Gleichungs- 
system immer eine Losung besitzt. In einem 
speziellen Falle habe ich die Rechnung 
zahlenmäßig durchgef&hrt. An dem un- 
endlich fernen Kreise des Schlitzes greife 
das Kraftsystem: 

^ V^^ff *^^> ^^^^^^ entsprechen nach den Gleichungen (17) die 
)^4\^iWiu)tung«n: 

F «0, ^.^^ ^R'-\ 
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Die Oleichungen (41) reduzieren sich damit auf: 

) [ ^ im Intervalle ^ ^ ^ 2ä. 
Sl{t) =*= 1 I 

Bricht man nun die Reihe schon 

bei den Gliedern mit -^ ab und 

berechnet dann die Koeffizienten 
A.^B' in (40)^ so ergeben sich die 
in Fig. 29 dargestellten Funktionen 
0(^) und Sl{if)y welche in der Tat 
in dem Intervalle von bis 2% 
sehr gut die Eonstanten Null, bezw. 
!Eins darstellen. 

Für den Winkelraum mit be- 
liebig gebrochenem ~ ist mit den 

obigen Betrachtungen noch nichts 
über den zugehörigen Wert von X 
ausgemacht. Man wird aber mit 
der Vermutung nicht fehlgehen, 
daß auch dort k niemals größer als 
Eins ist; denn es dürfte plausibel 
sein, die gewonnenen Ergebnisse in 
folgender Form zu verallgemeinern : 
Im allgemeinen ist der kritische 
Wert von l — d. h. der Wert, der 
nur eben übertroflFen zu werden 
braucht — überhaupt Null; er ist 
nur bei solchen Bereichen größer 
als Null, deren Ränder singulare 
Stellen aufweisen, und zwar wird 
er dann um so größer sein, von 
desto höherer Singularität diese 
Stellen sind; man kann aber zu 
jedem Winkelraum einen Winkel- 
raum mit ganzzahligem — finden, | 

deren Ecke eine größere Singularität 

besitzt; bei allen diesen Winkelräumen ist aber nach (43) 

größer als ein echter Bruch, nämlich 1 — a, aber nicht größer 



» 
S 



k zwar 
als Eins. 
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Zur Theorie der Drehungen nnd Qnaternionen/) 

Von W. Fr. Meyer in Königsberg i. Pr. 

Die schon vielfach behandelten Theorien der Drehungen des 
Raumes um einen festen Punkt einerseits, der Quatemionen andererseits 
nebst ihren Beziehungen zu einander, haben in dem Werke von F. Klein 
und A. Sommerfeld „Über die Theorie des Kreisels*^*) eine wesentliche 
Förderung erfahren. 

Die Verfasser führen in eine orthogonale Substitution, die ein 
rechtwinkliges Achsensystem (x, y, z) in ein zweites (X, Yy Z) mit 
demselben Anfangspunkt überfährt; zunächst die Euler sehen Drehungs- 
svinkel tif, d^y tp ein, und bedienden sich sodann, statt der Xj y bezw. 
Xj Yy der komplexen Verbindungen x ± iy, bezw. X ± i F. In der so 
umgestalteten Substitution drücken sich die neun Koeffizienten in ein- 
facher Weise linear und homogen aus durch die Quadrate und Produkte 
von vier Parametern «, ßy y, d; diese stellen sich weiterhin als der 
Kern der ganzen Kreiseltheorie heraus. 

Bildet man andererseits von diesen Parametern die linearen Ver- 
bindungen Ä =- ^^^^, B == ^'^ , C «= — ~^.-, D «— --^ j so sind diese 

vier neuen Größen Ä, B, C, D die Komponenten einer „Einheii^- 
qu<Uemionf\ d. i. einer Quatemion vom Tensor 1. Um von ihnen aus 
zu den Komponenten einer allgemeinen Quatemion von beliebigem 
Tensor T zu gelangen, d. h. zu vier Gfrößen AT, BTy CT, DT, hat 
man nur die orthogonale Substitution zu kombinieren mit einer Ahn- 
lichkeUstransformation („Streckung**), bei festgehaltenem Anfangspunkte 0, 
vom Vergrößerungsverhältnis T*. Um die Bedeutung der Parameter Uyßjyyd 
klar zu stellen, wird in dem genannten Werke davon ausgegangen, 
daß eine orthogonale Substitution die Gleichung a:* + y^ + jgf* =« in 
sich überführt, oder, in geometrischer Redeweise, den auf dem imaginären 
„Kugelkreise" stehenden „Minimalkegel" mit der Spitze 0. 

Zu jedem Punkte des Minimalkegels gehört ein Paar von Para- 
metern Ai, Aj, und umgekehrt. Sind A^y A^ die dem neuen Koordinaten- 
system (X, Y, 2j) entsprechenden Werte der beiden Parameter, so 
findet eine orthogonale Substitution ihren einfachsten Ausdruck in einer 
linearen homogenen Substitution der A^, X^ in die A^, A^y mit den 

1) Vgl. eine vorläufige Mitteilung in den Wiener Berichten dieees Jahres. 

2) Leipzig, Heftl, 1997; Heft 2, 1898; Heft 8, 1903. Für das Folgende 
kommen hauptsächlich die §§ 2, 3, 4, 5, 7 des ersten Heftes in Betracht. 
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Koeffizienten a, ß, y, ä: ^ = aA^ + ßjd^y k^ = yA^ + ÖA^. Hierbei 
läßt sich den Parametern A^^ X^j bezw. A^j A^ eine erweiterte Bedeutung 
verleihen, wenn man die Gleichung x^ + y^ + e^ =^0 durch die all- 
gemeinere a;* -f- y* + ;2f* = r* ersetzt. 

Aus der binären Substitution der k^, k^ fließen sofort die Formeln 
fiir die Zusammensetzung zweier orthogonaler Substitutionen als die 
elementaren Zusammensetzungsformeln für die a, ß, y, d; von hier aus 
gelangt man ohne Mühe zu den korrespondierenden Zusammensetzungs- 
formeln für die QuaternioneU; d. h. dem Hamiltonschen Multiplikations- 
theorem der Quatemionen. 

Hinterher wird der Zusammenhang mit den Drehungselementen 
der orthogonalen Substitution untersucht. Wiederum mit Hilfe des 
Minimalkegels wird festgestellt, daß es (abgesehen von zwei imaginären 
Drehungsachsen) eine und nur eine reelle Drehungsachse d gibt, 
derart, daß sich der Übergang des Systems (:r, y, z) zum Systeme 
(X, Yy Z) vollzieht vermöge einer Drehung um d durch einen be- 
stimmten Drehungswinkel o. Die Parameter a, /3, y, d einerseits, die 
Parameter Ä, B, C, D andererseits hängen dann mit den Richtungs- 
kosinus der Achse d und dem Sinus und Kosinus des halben Drehungs- 
winkels sehr einfach zusammen. 

So schön und durchsichtig sich die damit entwickelte Theorie 
der Drehungen und Quatemionen vom Standpunkte der moderneu 
Geometrie aus gestaltet, so wird man doch pädagogische Zweifel hegen 
dürfen, wie weit dieser Standpunkt als ein elementarer, zur Einführung 
in die Theorie geeigneter gelten darf. 

Insbesondere wird man die Fragen aufwerfen, ob und in wie weit 
eine innere Notwendigkeit vorliegt, das Komplexe gleich zu Beginn der 
Entwicklung einzuführen; ob es nicht vielmehr möglich erscheint, zu 
den Zusammensetzungsformeln für die orthogonalen Substitutionen bezw. 
Quatemionen in ihreiü Zusammenhange mit den Drehungselementen 
auf rein reellem und direktem Wege zu gelangen, und erst am Schlüsse 
behufs formaler Vereinfachung weiterer Rechnungen dieParameter a, ß, y, 8 
als lineare komplexe Verbindungen der A, JB, C, D einzuführen. 

Im Nachstehenden werden die erste der aufgeworfenen Fragen in 
verneinendem, die weiteren dagegen in bejahendem Sinne beantwortet. 
Indem von vonherein drei gleichberecMigte Parameter, nämlich die drei 
Diagonalkoeffizienten in der orthogonalen Substitution, zugrunde ge- 
1^ werden, gestaltet sich die Rechnung besonders durchsichtig. Die 
Qnatemionenparameter Ay B, C, D erscheinen dann in dem Lichte, daß 
sie dazu dienen, die vieldeidige Darstellung zu einer eindeutigen zu 
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machen. Die Klein sehen Parameter a, /3, y, ä verfolgen weiterhin den 
Zwecke das Rechnen mit den vier Hamiltonschen Einheiten auf das 
mit den gewöhnlichen Einheiten der komplexen Zahlen zurückzuführen. 
Der Verfasser hofiPt damit^ abgesehen von der selbständigen Be- 
deutung des Gegenstandes, manchem Leser den Zugang zu dem 
inhaltsreichen Werk von Klein-Sommerfeld zu erleichtem. 

§1. 
Bestimmung der Drehachse. Erste Einführung der Quatemionen. 

Eine orthogonale Substitution des Baumes ; d. h. der Übei^ng 
von einem rechtwinkligen Achsensysteme (x, y, jer) zu einem andern, 
gloichstimmigen Systeme (X, F, Z) mit dem Anfangspunkte findet 
ihren Ausdruck in den bekannten Formeln: 

(x^a^X + ß,Y+YiZ 
(\) \y ^ a^X + ß,Y + Y^Z 

U^a^X + ß,T+y,Z, 

wo die Determinante J der Koeffizienten — der Kosinus der Winkel, die 
die Achsen des einen Systems mit denen des andern bilden — den 
Wert + 1 besitzt. Zwischen den Koeffizienten bestehen die Belationen: 

/«? + «5 + «J — 1, t^ßi + «äft + «sA == 0, 



VJ) 



«? + ^? + y?-i, «i«t + AA + yiy,-0, 



und in der Determinante J ist jedes Element gleich seinem Minor, 

aIho k, B.: 

(») iu - ßtY^ - ß^Yiy A -- «1^ - «sn . ^3 = «1 A - ^ßi . etc- 

lu der Umkehrung der Formeln (1) haben ]>ur die symmetrisch ge- 
logeueu Koeffizienten, ex,, ß^\ ce,, y^: ß^y y^ je ihren Platz getauscht. 

Wir fragen nach den Baumpunkten i^u-, y, z) ^ (X, Y^ Z), die, jeder 
t\\y üioh, bei \^l) uugeändertM bleiben. Diese Punkte, die mit (a, 6, c) 
b^Aeiohuet seien, bestimmen sich durch die Bedingungen: 
|rt|^«i — l> + 6<ii +cyi «0 

!<•«, +hß^ +^7, -l)-0. 

^^ k\>\^% umu n»ch den Raumponkten« deren Koordinaten vermöge (1) einen 
..Kxl avu4v^\l»^w bVklor annehmen, »o gelangt man, abgesehen Ton dem Fall, wo 
X s^VKkv ^l^^ok^ Ki«i i«*» au «^*i imaginären Drehachsen. 
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Diese drei Gleichungen bestehen in der Tat zusammen ^ da die 
Determinante der Koeffizienten verschwindet ^ denn mit Rücksicht auf 
(3) und ^ = + 1 kommt: 

(5) (- 1)» + (- 1)» (a, + ß, + y,) + (- 1) («. + ft + y,) + 1 ^ 0. 

Die Punkte (a, b, c) erfüllen also eine, durch laufende Gerade rf. 
Da jede Raumgerade, die d trifft und zugleich auf d senkrecht steht, 
vermöge (1) wieder in eine solche übergeht^), hat sich jeder Raumpnnkt 
um durch einen gewissen, ein- und denselben Winkel o gedreht. Es ist 
daher die Benennung ,yDrehachse d" und ^jDrehmnkel ©" gerechtfertigt.*) 

Da die Richtungskosinus von d den a,b, c proportional sind, 
mögen diese Kosinus selbst mit a, &, c bezeichnet sein. 

Versteht man unter r, s, t drei Proportionalitätsfaktoren, und setzt 
zur Abkürzung: 

^+ßi + y9^<fy (j - 1 = T, 

80 liefert die Auflösung je zweier der Gleichungen (4): 

ra = 2 a^ — T, r6 « a, + ßv rc^ a» + y^, 

{!) - 5a= Oj + A, 56 = 2ft~T, sc= /Sg + y„ 

ta^ Oj + yi, tb = ßi + Vif ^c«2y5 — T. 

Da die Substitution (1) wegen (2) nur von drei wesentlichen 
Parametern abhängt, wählen wir als solche die drei Diagonalkoeffizienten 
in (1), «1, ft, y,. 

Man drücke zunächst die r, 5, t in (7) durch die o^, ß^, yz aus. 

Man erhält z. B. für r, durch Quadrieren und Addieren der 
Gleichungen der ersten Reihe (7), unter Berücksichtigung von (2) 
und (3): r» = (2 — r) (2 a^ — r) = (3 - a) (2 cc^-t), und damit für 
r*, s^ fi: 
(I)r«-(3-(y)(2ai-T), 5^ =- (3 ~ a) (2 /J, - r), t'^{3-ö) (2y,--T). 

Verschwindet 3 — <y, oder verschwinden simultan 2«! — r, 2/3o — r, 
2 y, — T, so wird (1) zur „Identität" a; == X, y = F, £r = Z; die Dreh- 
achse d ist dann unbestimmt, d. h. jede Gerade durch kann als Dreh- 
achse sc. mit dem Drehwinkel gelten. Sieht man von diesem Falle 
ab, so folgt aus (I), daß die Kosinus a^, ß^, y^ den Determinationen: 



1) Eb ist ohne weiteres zu sehen, daß vermöge (1) parallele Ebene und Gerade 
wieder in solche übergehen, sowie daß der Winkel zwischen zwei Badienvektoren, 
mithin auch jeder beliebige Winkel seine Größe beibehält. 

2) Es sei die kürzere Bedeweise ,,Dreh-AchBe, Dreh- Winkel*^ gestattet (statt 
Drehongs-Achse, Drehungs- Winkel). 
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unterliegen. Diese sind aber auch die einzigen Beschränkimgen f&r 
die Kosinus a^, ß^j y^ Aus (7) erhält man dann^ auf Grund von (I), 
für die a, 6, c^): 



(U) 






Hier darf das Vorzeichen von \^d^6 positiv gewählt werden. 
Den acht verschiedenen Yorzeicfaenkombinationen der rechts stehenden 
Wurzeln entsprechen vier*) Drehachsen (von denen immer drei die 
Spiegelbilder der vierten bezüglich der Koordinatenebenen sind), da je 
zwei entgegengesetzte Vorzeichentripel dieselbe Drehachse liefern. Be- 
zeichnen daher £p s^y h ^^^ positive oder negative Einheit, wo sich 
noch das Produkt der Forderung') 

^1 ^» *3 =" + 1 

unterwerfen läßt, so sind die vier Drehachsen (a, by c) genauer an- 
gegeben durch: 

hyz^ = s^y2 ß~-r ('.«±1, '!•.•.-+ 1) 

wo nunmehr alle Wurzeln positiv zu nehmen sind. 

Jetzt sollen die «,, ß^] «,, y^; ft, y, durch die a^, /S„ y, ausgedrückt 
werden. Aus (7), (I), (IF) folgt sofort: 

«, + A = hV2~^i-^V2ß,~^~t 

00 «8 + n -= ^2 V2'ä,'-^ 1/2'ys"- T 

ßz + n = ^iV2ß,-ry2y,~r. 

\) 0\)er dM Vergehwinden von 3 — 0, oder das gleichzeitige VerBchwinden von 
^M fi * ft— ^» ^/i""^ K^^* ^^ ^^^ ® Bemerkte. Aber auch jede eimelne der 
M*^<^^^^t^ *^r^i (JröOen hat ihre unmittelbare Bedeutung. Denn iat z.B. 8 c^ — r »s 8 — a, 
ftV %\\v\\ ««I •-' 1« o * d: ^ ^^^ umgekehrt; die x- Achse fällt dann mit der X-Achse 
uMvl «x^l^^^oh mit der Drehachse zusammen. 

^^ Ih^no vier Drehachsen sind ohne weiteres realisierbar, da man ja um- 
^%v)tv^\l v\^i^ #iu<M' beliebigen Drehachse ausgehen, und diese an den drei Koordinaten- 
,.>^vM «i^^^i^^lu kann. 

A ?^>^kl tt\»w vou dieser Forderung ab, so wird der Drehachse zugleich ein 
•uu%kH^i ^Htt bviK^'l^K^» ^""^ ^' manche Untersuchungen zweckm&Oig erscheint, 

*A vi*i^^v»ti^f^ <**^'*" *® verschiedene Lösungssysteme. 
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Für die Produkte a^ß^y cc^y^, ß^y^ ergibt sich aus (3): 
(10) a^ß^ = «ift - rv «sn - «j ^3 - ßv An - Ar» - «1- 

Es sind also z. B. o,, ß^ die Wurzeln der quadratischen Gleichung: 



(14) 



(11) V» - vt,Y2 a,-tV2 ft - T + («, A - y,) = 0. 

Setzt man zur Abkürzung D, für die Diskriminante von (11): 

(12) D,-(2«,-r)(2/J,-r)-4(«i/J,-y,), 
SO berechnen sich cc^, ß^ zu: 

(13) {^ - «, y2^'^x V2 ß,~t ± VDy 

Der Wert (12) von D, formt sich sofort um, wie folgt: 
(120 . 2),-(fff l)(2y,-T). 

Damit hat man für die a^y ß^] cc^^Yi] ßsfy^^)' 

1 2 ft ' *»>^2^^ V2ßt^^ ± V^+l V2y, -X 
{2^ - B,y2i^~-rxy2^-x ± V^+\V2ß,~x 

{2 ^ - «1 VäÄ^ K2 >5 =^ ± y^~l V2V,-x, 

WO aber die Zuordnung der rechts in der Mitte stehefiden Vorzeichen 
zu den linken Seiten noch zu ermitteln ist. Dies geschieht etwa 
auf Grund eines besonderen Falles, z. B. «i == ft =* 7s =* 0- Dann 

1) Verschwindet hier tf + 1, bo ist a, = ft , a, ^ y, , ft =« y,. In der Tat 
irt tf -f- 1 = gleichbedeutend mit 2a,— T = 2(l + ai), etc. Versteht man 
unter il, , J?,, T, die Winkel selbst, die jede der alten Achsen mit der entsprechenden- 

neuen bildet, so liefert (II') Sofort: a = e, cos - * , 6 = «, cos --^, c «=« e, cos -—• 

2 2 2 

Dann aber lassen sich beide Achsensysteme miteinander vertauschen, sodaß 
«, — ft, a, — y„ A — 71- 

Verschwindet andererseits etwa 2 a, — t, so ist gemäß (11) a =» 0, d. h. die 
Dreh -Achse steht senkrecht auf der X-Achse, was wieder y, =^ ß^ nach sich zieht. 
Verschwinden von den drei Größen 2a, —t, 2^ — r, 2yj — t irgend zwei, aber 
nicht die dritte, so fSMt die Drehachse mit einer der Koordinatenachsen zusammen. 

Die Determinationen (8) lassen sich auch dahin deuten, daß aus den Längen 

• « — ---*- — sm'^ , m a= — — — = sm* - - , n = — —-^ = sm' -~ stets em ebenes 
2 2 ' 2 2 ' 2 2 

Dreieck konstruiert werden kann. Seien 1, fi, i^, die Winkel dieses Dreiecks, 

a, ß, y die Winkel der Drehachse d gegen die Koordinatenachsen, und 
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werden alle Wurzeln (absolut) gleich + 1, die Determinante zf von (1) 
wird 1 = «j/Jj^i + a^ßiYi- 

Die Bedingungen (2) lassen nur zwei Möglichkeiten zu: entweder 
ist «3 = /Jj == ;/, = 0, «8, /3j, y^ + 0, oder aber «^ = A = ^i = 0, 
cfj, /Jj, j/j =4= 0. Somit entspricht in (14) entweder das positive Zeichen 
in der Mitte rechts den oberen Werten links öj? Yv ßv ^^ negative 
Zeichen den unteren Werten ß^, «j, y^, oder aber umgekehrt. 

Um die acht verschiedenen Wertsysteme (14), die so zu einem 
gegebenen Wertsysteme (a^, ß^, y^) gehören, übersichtlich darzustellen, 
führe man noch ein viertes Zeichen rj ein für ± 1, und ziehe dieses 
zu der vierten, an sich ebenfalls als positiv betrachteten Wurzel Y6+ 1. 

„Bedient man sich der abkürzenden Zeichen: 

(111) Ä^\e,V2a[^T, B^\e,V2lßV^, C ^ is,y2~y, -^r, 

D«i»^l/(M-'l, 
(f., 1? - ± 1, £i fj «3 « + 1, <y - «1 + A + ^'s; <y - 1 = ^), 
so sind die acht Lösungssysteme (14) in der Darstellung ent- 
halten: ^2 {AB + CD), ß,^2(AB-^CD), 

(15) y,^2(AC + BD), a, = 2(^C- JBD), 
ß,^2{BC+AD), y, = 2{BC^AD).^ 

Mittels der in (III) eingeführten Größen A, B, C, D vereinfachen 
sich auch die Relationen (II'). Da 3 — tf « 4 (1 — D*), so wird (bei 
positiven Zeichen der Wurzeln): 

(16) i/S^^-i/l-JO^ 
und (ir) zu: 

(II) aVl^D^^A, hyi^D'^B, cVl^D'^a 



2««2-|-m-f n, so lassen sich die Formeln (IT), (III), (VI') des Textes in die Ge- 
stalt setzen: 

(U) cosa«=«=]/'-~'=]/tg|tg-^ etc., sin ««]/! =1 / _^!!^^ etc.; 

V cos {J^ cos— 
r 2 2 



(III) A=^ys-l, J?=.>/5-m, C^ys-n; 

(VI') Äin^— V^, cos^=V'l^^. 

Hierin liegt ein Prinzip, um die elementare Dreieckstrigonometrie auf die Theorie 
der Drehungen im Räume zu übertragen. Zugleich ergibt sich damit eine ein- 
fache Konstruktion der Drehachse d und des Drehwinkels oo bei gegebenen 
Winkeln ^j, 5,, F, mittels Zirkel und Lineal. 



Von W. Fr. Meyer. Hl 

Bestimmt man hier noch einen, innerhalb der ersten zwei Quadranten 
gelegeneu Hilfswinkel v eindeutig durch D = cos v, so wird +1/1 — D* = sin i; : 

(17) J9 - cos V, + y 1 — Z)^ = sin v. 
Schreibt man die Festsetzungen (III) in der Gestalt: 

(HI') 4^* = 2«i-<y+ 1, 4J5« = 2A-(j + l, 4(7 = 4^/3 - cj + 1, 

42)^ = (j + i i^-^ + ßi + n), 

so entsteht durch Addition die fundamentale Identität: 
(IV) A' + ff+C' + D^^l 

Man erkennt jetzt den Vorteil^ den die Einführung der neuen 
Parameter A, B, C, D an Steile der alten a^, ß^, y^ bietet. Während 
einem beliebig gegebenen Wertsysteme der «^ ß^, y^ noch acht, durch 
(14) angegebene Substitutionen (1) entsprechen^ gehört jetzt zu irgend 
einem, einschließlich der Vorzeichen — nur mit der Beschränkung, 
daß das Produkt ABC positiv ausfällt — vorgegebenen Wertsysteme 
der Ay JB, C, D nur eine einzige, aus (lö") und (III') zu entnehmende 
Substitution (1). 

Diese neuen Parameter A, B, C, D (15) sollen die Komponenten 
einer Einhcits-Quatemion heißen. 

Kombiniert man nunmehr die Substitution (1) mit einer Ähnlich- 
leitstransfommtion (Streckung), bei festgehaltenem 0, vom Vergrößerungs- 
verhältnis T^ — wo T selbst noch positiv oder negativ wählbar sei — : 

(18) X^T'X,, Y=PY„ Z^PZ,, 

so erweitert sich der Übergang (1) vom Systeme (x, y, js) zum 
Systeme (X, Y, Z) zu einem solchen vom Systeme (x, y, z) zum 
Systeme (X^, Y^, Zj), wobei nur sämtliche 9 Koeffizienten in (1) den 
Faktor 2^ angenommen haben. Damit erhalten aber die Größen A, B, C, D 
den Faktor T, wodurch sie in A^, B^, C^, D^ tibergehen mögen: 

(lUi) A,^A1\ B,^BT, C.^CT, D,=-DT, 

und die Identität (IV) verallgemeinert sich zu: 

(IV,) ^! + £?+C?+D!=-T». 

Umgekehrt lassen sich jetzt A^, B^, C^, D^ als vier unabhängige 
Großen beliebig wählen. Dann bestimmt sich T^ aus (IV^), und das 
Vorzeichen von T durch die Regel, daß T mit dem Produkte A^B^C^ 
gleichnamig sein soll. 

Die Größen a, h, c, v ergeben sich eindeutig aus (11") und (17). 
Diese allgemeineren Größen A^, B^, C^, D^ sollen die Komponenten 
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einer beliebigen oder allgemeinen Quaternion beiBen, und T deren 
Tensor. 

Es erübrigt noch, indem wir zu den A, B, C, D zurückkehren, in 
Ergänzung zu (UI), die explizite Darstellung der a^, ß^, y^ durch 
die Ä, B, C, 2). 

Die Addition der ersten und vierten Formel (III') liefert: 

«i-2(^" + 2)«)-l, oder auch, wegen (IV): «^ « (^« + 2)«) - (^ + C*). 

Damit hat man für die a^, ß^, y^: 

1«! - (J« + D«) - (B» + C») = 2 {Ä^ + D«) - 1, 
(III") A - (^ + 2)0 - (C> -h ^0 = 2 (JP + 2)0 - 1, 

l y, - (C» + 2)«) - (^^ + ^) - 2 ((? + 2)0 - 1 , 
und die orthogonale Substitution (1) lautet in den A, J?, C, 2): 

|a:-X{(4« + 2)0-(^ + C0}+2r(^5-C2))+2Z(^C+^2)) 
(V) y-2X(^B+C2))+r{(B» + 2)0-(C+^0}+2^(J?C-^2)) 

U-2X(4C-B2)) + 2r(BC+^2))+Z{(C»+2)0-(^*+^)). 

Die Determinationen (8) nehmen jetzt die Gestalt an: 
(8') 2(^» + l)^^ + C>, 2(B»+l)^C« + il«, 2(C«+l)^^» + 5». 

§2. 
Bestünmong des Drehwinkels. 

Jeder Raumpunkt P beschreibt vermöge (1) denselben Drehwinkel 
(0 um die Drehachse d. Um o zu bestimmen, kann man einen ge- 
t^iKueten Punkt P aussuchen. Nun stellen die Koeffizienten irgend 
einer der drei Relationen (4) die Koordinaten eines Punktes der in 
Äuf d aeukrecht errichteten Ebene dar. Wählt man etwa die erste 
(Heiohung (4), und betrachtet den zugehörigen Punkt als einen Punkt 
'\ A\ i\ Z)f 80 ist: 

0*n' Umliusvektor R von P (19) bestimmt sich, mit Rücksicht auf 

0^^^ JJ« „ («^ ^ 1)« + ^ + yj = 2(1 - «,). 

^vM^u^^ \^\) geht P{XjY,Z) über in einen Punkt p(a:, y, j?), wo, 
>^'Wv\u\u mit Kttoksicht auf (2): 

|.i' « «i(«i - l) + ßi ' ßi + yi ' rx- l - €c^ 

U - «i(«i - 1) + A • A + y» • yi = — «« 

1 1 -. «,K - 1) + A • A + y, . yi = - «,. 
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Bezeichnet man mit r den Radiusvektor von p(x, y, jsr), — wo die Länge 
von r gleich der von JB — , so ist o der Winkel zwischen den Rich- 
tungen der beiden Badienvektoren R, r. Somit kommt: 

(22) i? cos o =» Xx + Yy + Zz, 
oder, nach (19), (21): 

(23) cosoj« 2(a.-l) ' 

oder auch, mit Benützung von (3): 

(VI) cos(ö«''~-=«{, 

und hieraus ftlr den halben Winkel ^ : 

(YY) 2cos 2 -1/öTl, 2sin|->/3'=^. 

Da — gerade den Spielraum von zwei Quadranten hat, fallt somit -^ 

mit dem durch (17) eingeführten Hilfswinkel v zusammen, und die 
Gleichungen (H"), (17) gewinnen die durchsichtigere Gestalt: 

J. = a sm , Jö = sm - , C === c sm — •, 
D = cos ~ . 

Die Komponenten AyB,CyD einer Einheitsquatemion sind daher 
direkt durch die „Drehdemenk^ der Substitution (1), d. h. durch die 
Richtungskosinus der Drehachse und den halben Drehwinkel ausgedrückt, 
und lassen sich umgekehrt durch (VII) definieren. 

Den Sinn des Drehwinkels o kann man etwa dadurch festlegen, 
daß man die drei positiven Achsen des Systems {x, y, z) auf die in 
auf d senkrecht stehende Ebene projiziert, und darauf achtet, daß diese 
Projektionen in zyklischem Sinne überstrichen werden. 

§3. 

Zusammensetzung zweier orthogonaler Substitutionen und der 
zugehörigen Quatemionen. 

Man gehe vermöge einer ersten Substitution von der Natur (1) 
über von einem Systeme {x^ y, z) zu einem Systeme (X, Y, Z), sodann 
von dem letzteren mittels einer zweiten Substitution (1), mit akzentuierten 
Koeffizienten, zu einem dritten Systeme (X', F', Z'). Vollzieht man 
den Übei^ng vom ersten Systeme {x, y, z) zum dritten Systeme (X', Yy Z') 

Z«ttacluift f. Mathematik u. Physik. 65. Band. 1907. Heft 1/S. 8 
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direkt, und versieht die bezüglichen Koeffizienten mit zwei Akzenten, 
80 hat man unmittelbar: 

(a;'-«ia;+/Jja;+yiST «2-"«2«i+/'2«2+ys«s> a«==«8«i+ft«s+n«3 

(25) 

Man nennt den geschilderten Prozeß die ^^Zusammenseteung" oder 
„MultiplikaMonf^ zweier orthogonaler Substitutionen, und (25) die Zu- 
sammensetjsungs- oder MidtipHkations-FoTmehi für die Koeffizienten. 

Es handelt sich darum, die Zusammensetzungs-Formeln (25) auf 
die entsprechenden neuen Parameter A, JS, C, D; Ä\ B\ C\ D'] Ä'\ B'\ 
C", D" zu übertragen. 

Dazu bedarf es nur der Diagonalformeln in (25), und es genügt, 
die Umwandlung etwa der ersten zu verfolgen. Auf Grund von (lü), 
(III'), (IV) geht die erste Formel (25) zuvörderst über in: 

(26) Ä"^ + D"* ^ {A? + D«) {A'^ + 2)'') + {& + G^){B'^ + C'^) 

+ 2{AB- CD){A'B'+ C'U) + 2{AC+ BD){ÄC' - B'Dy 

Bildet man rechts einmal das Aggregat der Quadrate, andererseits das 
der doppelten Produkte, und bedient sich der Abkürzungen: 

A''={AB'+DA') + {BC- CB') 
ß" - {BD' + DB') + {CA' - AC) 
r" = {CD' + DC) + {AB' - A'B) 
A" - DD' - AA' ~ BB' - CC, 

so vereinfacht sich (26), nebst den beiden analogen Ausdrücken fiir 
B"^ + 2)"', C"' + 2)"* zu: 



(27) 



(2H) 



A"^ + D"^ - A"^ + ^"' 



Vorsteht man unter M den Wert der drei, gemäß (28) übereinstimmenden 

Differenzen: 

(IM)) M « A"'' - A"^ = B"' - h"^ = C"^ - r"\ . 

m\ lioiort die Addition: 

(l»(l) A"^ + B"^ + C"^ « A"^ + B"^ + r"* + 3 Jf. 

AiuliM'oi'HtMts ergibt sich für M aus (28) zugleich: 
^llh J'''-M^D"\ 
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Durch Addition von (29) und (31) gelangt man, wegen (IV), zu: 

(32) 1 - A"^ + Ä"* + r'' + z/"' + 2M 
Aber man kann sich leicht überzeugen, daß: 

(33) 1 = A"^ + B"^ + r"' + J"\ 

Denn durch Zusammenfassung der Quadrate bei Anwendung von (27) geht, 
da sich die doppelten Produkte sämtlich zerstören, die rechte Seite von 

(33) über in das gemäß (IV) der Einheit gleiche Produkt der beiden 
Summen J[« + ^ + C« -f B\ A'^ + B'^ + C* + D'\ 

Die Vergleichung von (32) und (33) lehrt, daß Jf - 0, und die 
Relationen (29), (31) reduzieren sich so auf: 

(34) A"^±A'\ B"^±B'\ (7" = ±r', D" + ± z/", 
und es gilt zugleich, auf Grund von (33) die Identität: 

(IV) A"^ + B"* + C"' + D"' 

= (J[« + ^ + C« + D^){A'^ + B'^ + C* + 2)'*) - 1. 

In (34) sind noch die richtigen Vorzeichen zu ermitteln. Zu dem 
Behuf spezialisiere man die erste Substitution {A^ B, G, D) zur 
Identität, so daß cd » 0, während ajhjC willkürlich bleiben. Dann 
verschwinden gemäß (VII) A, B, C, während D gleich 1 wird. Da aber 
jetzt zugleich die A", B'\ C", J9" mit den A\ B', C\ D' übereinstimmen 
müssen, so erweisen sich die positiven Vorzeichen auf den rechten Seiten 
von (34) als die richtigen. Die Einsetzung der Werte A'\ B'\ T", J" 
aus (27) in (34) liefert daher als Ausdruck für die Multiplikation 
zweier orthogonaler Substitutionen in den „Quatemionenparametem'': 

A" « AD' + BC - CB' + DA' 

B" AC + BD' + CA' + DB' 

C" = AB' - BA' + CD' + DC 
D" - - AA' - BB' - CC + DD', 



(Vm) 



Diese Multiplikationsformeln für die Komponenten von Einheitsquater- 
nionen bleiben ungeändert, wenn man zu bdiebigen Qvuilemionen über- 
geht, also gemäß (III^) den sämtlichen Größen in (VIII) den Index 1 
anhängt. 

Man füge nur noch hinzu, wie unmittelbar aus der ursprünglichen 
Bedeutung des Tensors hervorgeht (oder auch aus (IV')), daß die be- 
züglichen Tensoren 7, T', T" dem gewöhnlichen Multiplikationsgesetz 
unterliegen : 
(IX) T" « TT'. 
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Trotz ihrer Durchsichtigkeit haben die Formeln (VIII) doch den 
Mangel, daß ihre rechten Seiten aus nicht weniger als rier Gliedern 
bestehen. 

Man wird daher nach einem einfacheren Algorithmus für den Inhalt 
von (Vni) suchen. 

Dazu bieten sich in erster Linie zwei Wege dar, die durch die 
Namen W. R. Hamilton und F. Klein gekennzeichnet sind. 

Hamilton hat es für zweckmäßig erachtet, das System der ge- 
wöhnlichen komplexen Zahlen von der Form a + bi (mit den beiden 
Einheiten 1, i) auf Zahlen mit vier Einheiten 1, i, j, t zu erweitem. 
Er definiert demgemäß eine Quatemion durch einen Ausdruck vou 
der Form: 

(X) Q~iA, + iB, + W, + D„ 

WO die Ä^, Bj^, Ci, Dl, die „Komponenten" von Q, beliebige reelle 
Größen sind. 

Bei der Gleichheit, sowie beim Addieren und Subtrahieren von 
Quaternionen spielen diese neuen Einheiten die Rolle von nicht weiter 
aufeinander zurückführbaren Faktoren, d. h. die Gleichungen Q = Q\ 
^"= Q ±: Q' sind resp. äquivalent mit den vier Gleichungen Ä^^ =^ ^[y 
B,^B[, C,^C[,B,^B[, Äl^Ä,±A[, B:^B,±B[, C;^C,±C[, 
B'[^B,±B[, 

Für die Multiplikation zweier Quatemionen Q, Q' gibt Hamilton 
die Vorschrift: „Man multipliziere die Q, Q' nach der gewöhnlichen 
arithmetischen Regel, und unterwerfe sodann die Einheitsprodukte den 
Gesetzen: 

[1 i = il, l-j = i-l, lf = !l, 

(XI) t.i = i.i = f.f = -l, 

lij ji = f, jf ^ f j = i, fi == - if « j". 

„Dann aber hängen die Komponenten -4^', !?{', 6^, D^ des 
Produktes Q" der beiden Quaternionen Q^ Q' mit den Kom- 
ponenten A^jB^yC^yB^^ Ä[yB[,C[,B[ genau durch die Formeln 
(VIII) zusammen; umgekehrt, soll das Produkt Q" = QQ' durch 
das Gesetz (VHI) bestimmt sein, so ist das nur so möglich, 
daß die Einheitsprodukte den Regeln (XI) folgen. '' 

Damit erhält die Bezeichnung „Multiplikationstheorem'' für die 
Kormeln (VIU) eine erweiterte Bedeutung. 

I^Hlhrt man jetzt umgekehrt statt der Komponenten J^, i?i, C„ D^ 
i^tuiM* Quatemion Q die Richtungskosinus a, b, c einer Geraden, einen 

NVu^kol *^ , und einen Tensor T durch die Festsetzungen ein: 
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(IV,) Al + Bi + Cl + Dl^ T', 

(VII,) ^ = Tasin|, B-T68m|, C==Tcsm|, 

2) = rdcoB|, 

13VO noch das Vorzeichen von T mit dem des Produktes -4,, jB,, C, 
übereinstimmen soll, so erscheinen die Komponenten Ay,B^,C^jD^ 
einer Qnatemion Q als die Parameter der aus einer Drehung und 
Streckung zusammengesetzten Bewegung. Klein-Sommerfeld, die 
diesen Umstand betonen, bezeichnen daher eine Quatemion als eine 
yyDrehstreckung.^^ 

Die gewöhnlichen „Vektoren'^ xA^ + \B^ + lC^ ordnen sich den 
Quatemionen direkt unter. Denn sie sind charakterisiert durch das 
Verschwinden der Komponente i),, oder, was nach (VII) dasselbe ist, 
durch die Bedingung o == ä, der eine „ Wendun^^ („Umklappung*') um 
die Drehachse entspricht. 

In diesem Sinne bezeichnen Klein-Sommerfeld einen Vektor 
als Ausdruck einer „Wendestreckunff^^, d. i. der aus einer Wendung und 
einer Streckung zusammengesetzten Bewegung. 

Über die zweite, von Klein herrührende Art, die Gleichungen (VIII) 
auf einen einfacheren Algorithmus zurückzufahren, soll § 4 Aufschluß 
bringen. 

§4. 

Die Klelnsclien Parameter a, ß, y, d. 

In dem Werke von Klein-Sommerfeld wird von vornherein der 
Zweck verfolgt, das Rechnen mit den Hamiltonschen Einheiten 1, i, 
j, f auf ein solches mit den Einheiten 1, i der gewöhnlichen komplexen 
Zahlen zurückzuführen. Da es sich in (VIII) um je vier Größen J., 
Bj C,D usw. handelt, wird man diese irgendwie in gwei Paare trennen, 
und aus jedem Paare eine komplexe Zahl nebst ihrer konjugierten 
bilden. Man setze etwa mit Klein: 

\a = D + iC, ß B + iÄ, 



^^^^ [d^D-iC, y^ B+iÄ, 

so daß a und d einerseits, ß und — y andererseits konjugiert komplex 
ausfallen. Die Auflösung von (XII) lautet dann: 



(XII-) 



D 



2 ' 


^-'-p. 


2t ' 


B-r->. 
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Führt man die a, ß, y, d statt der A, B, C, D als neae Parameter ein, 
so geht zunächst die Identität (IV) A^ + B^ + C* + D^ ^ l über in 
die einfachere: 
(XIU) ad-ßy^ 1. 

Auf Grund von (XII) oder (XII') rechnen sich die Multiplikations- 
formeln (Vni) ohne weiteres um in die folgenden: 



ly"— y«'+ *y'; (J" = yß' + dd\ 

wo die rechten Seiten nur noch zweigliedrige, in den a, /J, y, Ä; a', ß', 
y\ö' bilineare Verbindungen sind. 

Weiter aber sind die Formeln (XIV) der wohlbekannte Ausdruck 
für die Zusammensetzung zweier linearer Substitutionen in je zwei 
homogenen Variabein. 

Seien (A^, A,), (Aj, Aj), {l'[, l'^ drei solche Variabeinpaare und man 
setzt die beiden Substitutionen: 

wo aö — ßy =^ ad'— /Sy'== 1, zusammen zu dem „Produkt": 

\lx^a l^ + ß A3, 



lA, = y Aj-i-d Ag, 

so hängen die a\ ß'\y",d" mit den a, /3, y, d; a\ß\y\d' gerade 
durch die Relationen (XIV) zusammen, und da 

(XVH) a"tf"-^ /»'>"- («* - ßr){a'y-ß'Y^y 

so ist auch a"d"-~ ^"y"- 1. Die Formel (XVII) ist äquivalent mit 
der früheren (IV) für die A, B, C, D: 

(IV) J["'+JB"'+C"'+D"'=(^HB»+C* + D«)(^" + B'*+C'*+2)'% 

Man wird daher erwarten, daß die erste Substitution (XV) nur eine andere 
Schreibweise für die ursprüngliche orthogonale Substitution (1) resp. 
(Vj ist. 

Zu dem Behuf wird man vor allem die cc, ß, y, d auch in den 
Formeln (V) an die Stelle der A, B, C, D treten lassen, und konsequenter- 
weise auch zwischen den Variabehi geeignete komplexe Verbindungen 
herstellen. Man setze, wiederum mit Klein: 

i^ x + iy, s^ x-f/r, 

(XVIII) \rj x + iy, if= - X -t- / F, 

£ » - ^, Z = - Z. 
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Dann rechnen sich die Formehi (V) mittels (XII) oder (XII') ohne 
weiteres um in die folgenden: 

(XIX) U«y^ S+S^H+2yäZ, 

h - ccyS + ßdH+ (a8 + ßy)Z. 

Die rechten Seiten von (XIX) sollen in direkte Beziehung zu Formen 
Yon dem Charakter (XV) gebracht werden. Vergleicht man zunächst 
die rechte Seite der ersten Relation (XIX) mit der elementaren Multi- 
plikationsformel : 

{aÄ + /J) {aÄ' + ^) - a^AA' + 2aß • ^^^- + ß\ 

S Z 
Bo wird man darauf geführt, die Verhältnisse jr, -g ^ Produkt und 

halbe Summe zweier neuer Variabein A^ Ä zu betrachten, und ent- 
sprechend ~, — als Produkt und halbe Summe zweier neuer Variabein Ä, A': 

(XX) --U, --=-2-' H = ^^, «=—2 

Damit laBt sich die durch Division der ersten und zweiten Gleichung (XIX) 
hervorgehende in die Gestalt bringen: 

(86.) u'-;-i±5.=f+-;. 

Entsprechend kommt nach Division der dritten Gleichung (XIX) durch 
die zweite: 

Hieraus geht aber hervor, wenn man eventuell A, iL' in der Bezeichnung 
vertauscht, daß: 

Somit ist die orthogonale Substitution (1) resp. (V) resp. (XIX) auf 
die wesentlich einfacheren Substitutionen (XXI) reduziert, wo die A, A', 
resp. A^ A' mit den |, i^, g, resp. Ä, ff, Z durch die Festsetzungen (XX) 
verknüpft sind. 

Der bisher eingeschlagene Weg läßt sich rückwärts verfolgen. 
Legt man (XXI), (XX) zugrunde, so führt Multiplikation und Addition 
von (XXI) zu (35a), (35b). 

Von hier aus gelangt man noch nicht sofort zu (XIX), sondern 
es sind die linken Seiten |, i;, £ den rechten Seiten vorerst nur bis 



120 Zar Theorie der Drehungen und Quatemionen. 

auf einen Proportionalitatsfaktor, etwa p, gleich. Vermöge (XVIII) 
gilt dann das Nämliche von den linken und rechten Seiten Yon (V) 
und (1). Da aber die Determinante der Koeffizienten in (V) resp. (1) 
gleich -f I sein soll, bestimmt sich auch (> als + 1. 

Die Darstellungen (XXI) sollen nunmehr homogen gemacht werden. 
Man setze zu dem Zwecke: 



(36) 






k' 




A' 


dann geht (XXI) über in: 








(xxio 




aA^+ßA,, 
yA^ + 8Ai, 




aA[ + ßA'„ 



Hier ließen sich freilich zunächst noch die a, /3, y, tf mit ihren ent- 
gegengesetzten Werten vertauschen. Denn zunächst ergibt sich nur, 
unter einen Proportionalitatsfaktor verstanden, Aj = tf (a^^ + /5^,), 
k^^6{y A^'\-8 A^, und da die Determinante der Substitutionskoeffizienten 
den Wert 1 haben soll, <? = + !. Aber die a, /3, y, 8 können nicht 
zugleich ihr Vorzeichen ändern. Denn die früher getroffene Festsetznng, 
daß das Produkt ABC positiv ausfalle, überträgt sich vermöge (XII') 
auf die a, /J, y, d in der Weise, daß die beiden Größen /5* — y* und 
i(d — a), die ja reell sind, gleichnamig sein müssen; ein simultaner 
Zeichenwechsel der a, /J, y, d ist also unzulässig. 

Schließlich sollen noch die vermöge (XX) in symmetrischen Ver- 
bindungen eingefühi-ten Größen A, X resp. -4, Ä einael/n durch die |, % J 
resp. Ä, Hj Z ausgedrückt werden. Als Wxirzeln der quadratischen 
Gleichung: 

(37) i2^*-2A£+g = 

berechnen sich A, k' zu: 

(38) \r -^ 

Versteht man unter r den Radiusvektor des Punktes {Xy y, a), so wird, 
mit Rücksicht auf (XVIII): 

\x' + y' + z' = r'--^V + t^ 



wodurch (38) übergeht in: 

(40) ^-sh' ^' = i--r' 
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and entsprechend: 




(40') 
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Daß in (XXI) diese Werte A and /1, k' nnd A' einander zuzuordnen 
sind, ersieht man sofort aus irgend einem besonderen Falle , z. B. der 
Identität Diese trat früher (§3) ein für A^B^C^Q, J9 - 1, 
also jetzt, wegen (XII), für a = d =» 1, /3 = y = 0. Dann aber wird 
X^A, r - A\ 

Sucht man nunmehr die zu A = r-^- konjugierte Größe, so ist 
diese wegen (39) sukzessive gleich: 



x—iy_ 


»I 


1» 




(f-r)(r + r) 


i-r 


1 


t + r 


t + r 


{(f + 


V)'° 


iii+r) 


1 '°° 


F 



y^nit sind X und ^ y, A und — -p je Bueinander konjugiert.*^ Ersetzt 

man daher auf beiden Seiten der ersten Formel (XXI) jede der auf- 
tretenden Größen durch ihre Konjugierte, so kommt, da a und d, 
ß und — y je zueinander konjugiert waren : 



(41) 



1 __ A' ' r-* +s 



d. i. aber gerade die zweite Formel (XXI): 

^ "y^' + d* 

Damit ist der Eleinsche Satz bewiesen, daß von den beiden 
Substitutionen (XXI) bereits irgend eine völlig ausreicht^ um 
die orthogonale Substitution (1) eindeutig darzustellen." 

Das Entsprechende gilt wieder von den homogenen Substitu- 
tionen (XXI'). 

Dadurch werden die Zusammensetzungsformeln (XIY), damit aber 
auch in der Gestalt (VIII), fast selbstverständlich. 

Es mag nicht überflüssig erscheinen, von der Darstellung (XXI) 
direkt zur Darstellung (XIX) zurückzugelangen. Man bezeichne für den 
Augenblick die zu einer Größe konjugierte Größe durch einen darüber 
gesetzten horizontalen Strich. Dann hat man folgende Umformungen 
zu vollziehen. Es wird gemäß (40), (40'), (XXI): 
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ff _ — 

Hier ist aber ^= ^ y ^ -^ ß S ^ Uj somit: 

_ a(3Äif +«'g( Z +_r) + /J«if(Z + r) + aP (Z + r)« 
(JySTH + ay5r(Z + r) + f8H{Z+ r) + aS{Z + f)« ' 

Da aber gemäß (39) SH ^ (Z + r)(Z — r), so hebt sich aus Zahler 
und Nenner der rechten Seite von X der Faktor Z + r heraus, und es 

verbleibt: 

i _ tt'gr + ß'H + «/J(Z _ r + Z + r) 
f-f r ay5r+/J5if + (Sy(Z-r)-fa^(Z + r)' 



oder wegen ad — /3y = 1: 

(42) 



a'g + /?»H+2tf/?Z 



f + r ayS+ßdH'\-{ocd'\-ßY)Z + r 

Führt man einen Proportionalitatsfaktor jET ein, so zerlegt sich (42) in 
die beiden Gleichungen: 

t = K{ayS + ßdH+ (ad + ßy)Z] +riK-l). 

Da aber i in S, H, Z homogen sein muß, muß das Glied r (£ — 1) 
in Wegfall kommen, d. b. K •= l sein; es ergibt sieb demnach: 

(44) n^a'S + ß'H + 2aßZ, 

Diese Gleichungen stimmen in der Tat mit der ersten und dritten der 
Gleichungen (XIX) überein, und wenn man in der ersten Gleichung (44) 
jede daselbst auftretende Größe durch ihre Konjugierte ersetzt, erhält 
man auch die zweite Gleichung (XIX). 



ßelenkviereck mid Dämmernngsdaner. 

Von Philipp Weinmeister in Tharandt 

Man trifft es in der Mathematik nicht selten, daß man zu Er- 
gebnissen, die man erst durch langwierige Rechnungen erhalten hat, 
weit einfacher durch geometrische Betrachtungen gelangt. Daß dies 
auch in einem Wissenszweig der Fall ist, in dem mit Vorliebe ge- 
rechnet wird, der mathematischen Erdkunde, soll im Folgenden an 
zwei Beispielen gezeigt werden. Ich wähle als erstes die Bestimmung 
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des Teiges kürzester Dämmerung eines gegebenen Beohachtungsortes. Diese 
Aufgabe galt früher als ganz besonders schwierig, und man stößt in 
der Tat bei der Lösung ohne KunstgriiGF auf sehr verwickelte Rech- 
nungen. Diese werden noch weitläufiger, wenn man die Strahlen- 
brechung berücksichtigt. Wir rerstehen dann unter Dämmerungsdauer 
die Zeit, die der Sonnenmittelpimkt braucht, um von einer Tiefe von 
t = 35' unter dem Horizont bis zur Tiefe h zu sinken, und zwar ist 
h =• 18** bei astronomischer und 6** bei bürgerlicher Dämmerung. Weiter 
sei Ä = 90** — (p der Polabstand des Ortes und d die Sonnendeklinatiou, 
die wir als während der Dämmerungszeit unveränderlich annehmen. 
Die größte Änderung von d während der Dämmerung beträgt in Deutsch- 
land noch nicht 2\ Ferner sei P der Himmelspol und Z das Zenith 
des Ortes. Dann ist bei Beginn der Dämmerung in dem sogenannten 
nautischen Dreieck ZPS (Fig. 1) die Seite ZP « ;r, ZS ^ 90** + i 
und PS = 90*> + * für 
das Sommer- bezw. Win- ^' 

7' 

terhalbjahr. Denken wir y-rr — .,..,^^^^^ 

uns S unbeweglich und / y... ^"""^^^ 

die Erde in Drehung, so / ><^""""'"~"^---_ ^^\^ 

wird das Zenith des Ortes jA / ^^V?"--.C\v 

am Ende der Dämmerung / A ^^^^^S 

eine andere Stelle ein- / / --- j""' — " 

nehmen, die wir mit Z' fS"^?--''""^""^*'^ 

bezeichnen. Es ist Z'P= it, ,--"^1^ 
i'S= 90** -hÄ. Mithin hat 

das Viereck Z'PZS Seiten von unveränderlicher Länge, es ändert sich 
mit der Zeit seine eine Diagonale PS « 90** + <J. Wir bezeichnen 
weiter die halbe Tagesdauer d. i. die Zeit vom wahren Mittag bis 
Sonnenuntergaug mit 2^, die Dämmerungsdauer mit S) und die halbe 
Zeit der Finsternis mit 5, und zwar messen wir diese Größen mit 
Winkeb, sodaß 360** 24 Stunden entsprechen. Dann ist ^ ZPS =- %, 
^Z'PZ=% und der Nebenwinkel von Z'PS^%. Das Viereck 
Z'PSZ kann als ein sphärisches Gelenkviereck angesprochen werden, 
und es ist die Aufgabe zu lösen, die Länge PS = 90** =F d für den Fall 
zu bestimmen, daß S) ein Minimum ist. 

Bei der eweUen Aufgabe ist ein bestimmter Tag durch ö gegeben. 
Wir fr^en nach denjenigen Orten ^ bei wdchen an dem gegebenen Tag 
die Dämmerung kürzere Zeit dauert, als an den übrigen Orten, In 
diesem Fall empfiehlt es sich, die Erde und mit ihr Z als fest an- 
zunehmen, aber S als beweglich, und zwar sei S' der Stand des Sonnen- 
mittelpunktes zu Ende der Dämmerung (Fig. 2). Alsdann ist S' P « 90** T d, 
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S'Z - 900 + Ä, ^ S'PS « ® und der Nebenwinkel von S'PZ = g. 
Wir haben wieder ein sphärisches Gelenkviereck S'PSZ. Die Diago- 
nale PZ ist veränderlich, und es ist ihre Länge für den Fall 2) =* Min 

bestimmen. Wir nehmen der 



Flg. r 



zu 




Einfachheit halber statt des sphä- 
rischen Gelenkviereckes ein ebenes, 
was die Folgerungen nicht beein- 
trächtigt Seine Seiten seien der 
Reihe nach a, 6, c, rf; die ver- 
änderlichen Diagonalen x (von ab 
nach cd) und y. Dann ist ^r^^^ 
^b + c<a + d und a?^jjj^.«|a — dj 
< 6 — c ' . Im ersten Fall ist 
'^hc ^ 180® und <^ arf möglichst groß, im zweiten *^ arf = und 
•^ 6c möglichst klein. In beiden Fällen entartet das Viereck zum 
Dreieck. Durch Zusammenstellen der Einzelfalle gelangt man zu fol- 
gendem Ergebnis. 

Entartung des Vierecks zum Dreieck. 

I. Die Summe der größten und kleinsten Seite ist größer als der 
halbe Umfang. 

Ein Anwinkel der größten Seite ist Null oder ein Gegenwinkel 180®. 

U. Die Summe der größten und kleinsten Seite ist kleiner als der 
halbe Umfang. 

Ein Anwinkel der kleinsten Seite ist Null oder 180®. 

III. Die Summe der größten und kleinsten Seite ist dem halben 
Umfang gleich, und zwar 

a) stoßen die größte und kleinste Seite aneinander. Der von ihnen 
eingeschlossene Winkel ist Null oder der andere der kleinsten Seite 
anliegende Winkel ist 180®. 

b) liegen die größte und kleinste Seite einander gegenüber. Ein 
Anwinkel der kleinsten Seite ist 180®. 

Im Fall III findet Entartung zur gereuten Linie statt 

a) Der von der größten und kleinsten Seite eingeschlossene Winkel 
nnd sein Gegenwinkel sind 180®, die beiden anderen Null. 

b) Hier findet die Entartung aus einem Viereck mit einspringen- 
dem Winkel statt. Letzterer wird 360®, die übrigen werden NulL 

Das Deltoid entartet zweimal zur Geraden und einmal zum Dreieck, 
das Parallelogramm zweimal zur Geraden. 

Das Viereck der ersten Aufgabe gehört zur I. Gruppe, das der 
zweiten aber nur im Sommerhalbjahr und außerdem im Winterhalbjahr, 
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solange ^ < —1—; d. i. 9^17^' bei astronomischer und 3®17-J' bei 
bürgerlicher Dämmerung oder nach Angabe der Ephemeriden für die 
2jeit vom 25. Febr. bis 18. Okt. bei astronomischer und vom 13. März 
bis 3. Okt. bei bürgerlicher Dämmerung. 

Figur 3^ 1 bis 7, gibt die yerschiedenen Formen an^ welche ein 
Gelenkviereck der I. Gruppe annehmen kann. Hat man nun ein Gelenk- 
viereck in irgend einer Lage, so kann man es in Figur 3 einreihen und 

Fig. 8. 




erkennt, ob die Diagonalen in der Zu- oder Abnahme begriffen sind. 
Die Diagonale x liegt außerhalb der Figur beim Übergang vom Maxi- 
mum zum Minimum und innerhalb beim Übergang vom Minimum 
zum Maximum; bei y ist das Gegenteil der Fall. 

Hinsichtlich der Anwendung auf die erste Aufgabe ist zu setzen: 

Im Fall 1 ist I = 0. Das obere Vorzeichen von d ist auszu- 
schließen, daher findet der Zeitpunkt d =- jt + i im Winterhalbjahr 
statt, und es gilt fttr den Ort die Bedingung ^ ä ^ 6 — t -- 22^52' 
und für die Zeit s>d'^7t + i>i. Von nun an werden x und y 
kleiner, da sie ihrem Minimum zustreben. Es scheint wieder die Sonne, 
die Tage nehmen zu, die Dämmerung nimmt ab. Im Fall 3 hat die 
Dämmerung den kleinsten Wert erreicht. Fällt man in dem gleich- 
schenkligen Dreieck PZZ' die Basishöhe, so ist diese eine gemeinsame 
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Kathete zweier rechtwinkligen Dreiecke und daher ihr cos » cos d 
: cos — g- = cos a; : cos — ^— oder es ist sin o = cos ä • sin --—— : cos — g— • 

und weiter sin - 2) «» sin ~ : sin d « sin -^^ : sin sr.^) 

Diese Formeln sind nur zulässig für «> — ^. Für «= — T~- ist 

S => 180^ (dauernde Dämmerung)^ und sie tritt dort am frühesten ein, 

nämlich für d = ^* (25. Febr. und 18. Okt. bezw. 13. März und 2. Okt) 

Je größer ^, um so kleiner das Dämmerungsminimum und um so früher 
tritt es ein. Am Äquator ist es am kleinsten und tritt zu Frühlings- 
anfang ein. 

Fall 4 gilt bei Vernachlässigung des kleinen Winkels i für die 
Tag- und Nachtgleiche. Dämmerung und Tag nimmt zu bis % und 
zugleich das Gelenkviereck verschwunden ist. Alsdann ist x^^^^. = a — d 
oder d « :r — A. Es beginnt die Zeit der hellen Nächte, welche sich 
in der Richtung nach dem Äquator zu erstreckt bis x = s + h. 

Es sei hier eine Bemerkung gestattet über die Dauer der Finsternis. 
Diese nimmt ab, wenn die Tage zunehmen, ihr Maximum liegt bei 
Beginn des Winters. Hiervon machen aber die äquatorealen Gegenden 
eine Ausnahme, wie eine einfache Diskussion der Eosinusformel zeigt 
Diese haben zu Winters Anfaug ein Minimum, und es tritt deren 
Maximum erst später ein. Es nimmt nämlich die Finsternis solange 
zu, als sin d > sin 9 : sin h, was für 9p die Bedingung ergibt: sin 9 < sin £ 
• sin Ä, für astronomische Dämmerung g? < 7®4' und für bürgerliche 
9 < 2^23'. Das Maximum liegt am Äquator in der Aquinoktialzeit, 
bei den übrigen Orten um so früher, je weiter sie vom Äquator ent- 
fernt sind. Für dasselbe gilt sin d « sin 9 : sin h und sin § = cos h : cos 9. 

Wir wenden uns nun zur zweiten Äufgabej d. h. zum Gelenkviereck 
SZS'P mit der veränderlichen Diagonale PZ^x und gegebenem d. 

(Fig. 2). Wie oben bereits bemerkt, gehört dasselbe für d > -^ , d. h. für 

die Zeit vom 22. Dez. bis 25. Febr. (13. März) zur ü. Gruppe. Wir 
beginnen mit der Entartung des Gelenkviereckes in dem Zeitpunkt, in 
dem S im Meridian PZ liegt (Fig. 4). Es ist « — d — » = Min, und 

1) Dies« Formeln fknd luent Johann Bemonlli und swar nach Jahre langem 
Sachen mit Hufe einer biquadratischen Gleichung. Durch eine eben solche ent- 
wickelten sie d*Alemberi und Fu6, ohne solche meist der Astronom d' Arrest, 
dessen Verfahren nebst den obigen Bemerkungen in Wolft Handbuch der Mathe- 
matik IL Teil, S. 177 SU finden ist Durch elementare Rechnung bewies die 
Formeln Su^-Bensheim, ZeiUchritt f. Math. u. Ph. S8. Bd. ,188S\ S. 150. 
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X >— 0. Wir gehen also yon dem Parallelkreis aus^ welcher das Gebiet 
dauernder Nacht abgrenzt. Die Sonne hat Mittags momentan ge- 
sehienen. Wachst nun x^ so entwickelt sich PZS zum Dreieck^ und 
es nähert sich S dem Minimum. Dies tritt ein^ wenn S auf S'Z an- 



Pig. 4. 







Flg. 5. 




gelangt ist (Fig. 5). Genau wie oben entnehmen wir der Figur die 
Formeln cos sr »- sin d • sin -^ : cos — -s— und sin - S) » sin — ^ : cos d. 



Von da ab nimmt S zu bis zum Äquator. Gerade so wie in der 
ersten Aufgabe die Zeit kürzester Dämmerung in der Nähe des Äqui- 
noktiums liegt, liegen hier die Orte kürzester Dämmerung in der Nähe 
des Äquators. Am 22. Dezember ist für dieselben ^> =» 3® 44' (astr.) 
und - mO' (brgl.), und zwar ist im ersten FaU S) = 19^0' (1»^ 16°^) 
und im andern ® =- 5^54'(28°^). Der Breitenkreis rückt dann nach 
dem Äquator zu, den er zu Frühlingsanfang erreicht Hier ist 2) -» % — i^ 
-» 1^10"**".bezw. 22"^. Die Unterschiede sind also ganz gering. 



Für *< 



* + • 



entwickelt 
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90'^hP 



sich das Gelenkviereck aus dem 
Dreieck STZy während S' im 
Meridian liegt (Fig. 6). Es ist 
dann $ »- 0^ d. h. der Parallel- 
kreis grenzt die Gtegend heller S^ 
Nächte ab. 

Für 8 — -~^ gehört das Gelenkviereck zur Gruppe III*. Jenseits 

des abgrenzenden Parallelkreises liegt die Gegend dauernder Dämmerung. 
Auf ihm selbst ist Tag und Finsternis momentan. 

Der weitere Verlauf wird durch die Unterscheidung von d ^ -~ 
nidit beeinflußt. 

HinsichtUch % ergibt sich wieder mittels der Kosinusformel aus 
A S'PZy daß dasselbe nur dann vom Pol nach dem Äquator zu wächst^ 
wenn cos ^ > sin d : sin h, eine Bedingung, die nur erfüllt werden kann. 
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wenn d < h. Also nimmt % vom Pol nach dem Äquator hin ab in 
der Zeit vom 14. Nov. bis 29. Jan. (9. Okt. bis 6. März). Nach dem 
29. Jan. (6. März) aber nimmt es vom Pol nach dem Äquator hin zu 
bis zu einem Parallelkreis größter Finsternis. Derselbe ist bestimmt 
durch cos ^ == sind : sin A und es gilt für ihn sin § » cos h : cos d. Dieser 
Parallelkreis nähert sich dem Äquator^ während § kleiner wird, und 
triflFt zur Zeit <T — bei ihm ein. Im Verlauf des Sommers nimmt 
% vom Pol nach dem Äquator hin stetig zu. 

In den Fällen, wo nur g oder 2) oder % vorhanden ist, müssen 
die Dreiecke, die das Gelenkviereck bilden, beide verschwinden. Ohne 
hierauf näher einzugehen, will ich nur die resultierenden Bedingungen 
angeben: 
Dauernde Finsternis: x ^d — h, also d>h und x ^e — h \ j^ 

Dauernde Dämmerung: h—x^d^x+i, also Ä^d^ i und x^ -^ | Winter 

Dauernder Tag: » — d ^ t, also x^s + i und d'^x — i. Im Sommer. 

Ist nur % und S) vorhanden, so erkennt man die Änderung von 
1£) aus der von ^, und verfährt dementsprechend, wenn nur Z und S) 
vorhanden ist. Man hat dann statt des Gelenkvierecks ein sphärisches 
Dreieck und steht vor der Frage, wie sich seine Winkel ändern, wenn 
eine Seite wächst, während sich die beiden andern Seiten nicht ändern. 
Der Kürze des Ausdruckes halber wähle ich statt der wachsenden 
Seite den wachsenden Gegenwinkel. Nimmt man zunächst ein ebenes 
Dreieck und zieht um den Scheitel des veränderlichen Winkels mit 
der kleineren Seite den Kreis, so findet man, daß die beiden anderen 
Winkel abnehmen, wenn sie spitz sind; sind sie aber verschiedener 
Art, so nimmt nur der stumpfe ab, während der spitze wächst. Wir 
sagen, daß sich beide Winkel im ersten Fall vom Rechten entfernen, 
im letzteren sich ihm nähern. Dies gilt auch auf der Kugel, was man 
zunächst an dem Dreieck erkennt, dessen Seiten kleiner als Quadranten 
sind, weil dies Dreieck in Übereinstimmung mit dem ebenen wenigstens 
zwei spitze Winkel hat. Man kann nun durch Verlängerung zweier 
Seiten das Dreieck zum Zweieck ergänzen und den Satz auf das Er- 
gdnzungsdreieck;, von dessen Seiten zwei größer als Quadranten sind, 
übertragen. Er gilt übrigens allgemein und läßt sich wohl auch so 
beweisen, daß man das Dreieck durch Verdoppelung zum Gelenkviereck 
(Deltoid) ergänzt. Er lautet: 

Wächst in einem sphärischen Breieck ein Winkel hei ungeänderter 
Länge der Schenkelseiten, so nahem sich die beiden anderen Winkel je 
einem Bediteiij ivenn sie verschiedenartig sind, und sie entfernen sich von 
einem Bechten, wenn sie gleichartig sind. 
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let also der eine Winkel spitz, der andere stampf, und erreicht 
z. B. letzterer den Rechten zuerst, so sind die Winkel von da an 
gleichartig und entfernen sich also yom Rechten, d. h. der vorher 
stumpfe nimmt weiter ab, der spitze hat in dem Moment, wo der 
andere ein Rechter wurde, seinen größten Wert erreicht und nimmt 
nun ebenfalls ab. 

Zum Schlüsse noch die Bemerkung, daß man natürlich statt der 
Sonne jeden beliebigen Stern wählen imd die Veränderung der Zeit 
bestimmen kann, die er braucht, um Yon einer gegebenen Höhe zu 
einer anderen anzusteigen. 



Ein Nähernngsverfahren in der Methode der kleinsten 

Qnadrate. 

Von Karl Fuchs in Preßburg. 

1. In der Methode der kleinsten Quadrate geht man von einer 
gegebenen Reihe linearer Gleichungen aus, die wir so schreiben: 

(1) OjM + igt; H -I- c, =- 



Wir nehmen an, in diesen Gleichungen wäre ein Faktor wegdividiert, 
und sie lauteten ursprünglich so: 

«1^ + ^y H + Ci^r = 

(2) a^x + b^y+' + c^z^O 



Es gilt nun die wahrscheinlichst Werte der Unbekannten xy . . . zu 
berechnen. In der Nortnälmethode der kleinsten Quadrate nimmt man 
an, nur eine der Wertreihen ab . , ., beispielsweise die Wertreihe c 
hätte wahrscheinliche Fehler, während Fehler der anderen Wertreihen 
absolut unwahrscheinlich seien, d. h. wir sehen nur die Reihe c für 
fehlerhaft, die anderen Reihen für fehlerfrei an. Diese bequeme An- 
nahme ist selten berechtigt; in der Regel hat jede Wertreihe eine be- 
sondere größere oder kleinere Fehlerwahrscheinlichkeit; wir bezeichnen 
die entsprechenden Koeffizienten mit aß . . , y. Die wahrscheinlichsten 

1) Siehe diese Zeitschrift Bd. 64, Heft 4, S. 487. 

ZciUohrlft f. M«th«matik a. Phyiik 55. Band. 1907. Heft 1/8. 9 
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Werte xy , , , z findet man dann, wenn man eine gewisse Funktion zu 
einem Minimum machi Diese Funktion von xy , , . e lautet: 

/QN ^ _ (gl a? + &1 y H h gl ^) ' + («1 ^ + ^ y H — ) ' H — 

Wenn wir hier ax /Jy . . . durch xy . . . ersetzen, also im Zähler xy . . , 
durch x/a y/ß , , . ersetzen, dann erhalten die Daten ab . . . neue Werte, 
und die Funktion zeigt die folgende Form: 

U\ ^_ (64X + 5,y + .-r + (a.g + &.y + •■•)' + ■•• 

Wir ersetzen die Polynome durch Buchstaben: 

W ^ a:' + y« + ...'"r 

2. Wir wollen diese Funktion f stufenweise zu einem Minimum 
machen, indem wir immer nur eine der Variablen xy , . , ändern. Wir 
beginnen mit x. 

Wenn wir x um | ändern, dann lautet die Funktion (5): 

W r±^r- (a: + j). + y. + . .. + -,. 

Der Zähler erhält dann folgenden Zuwachs: 

(7) dp ^ 2l(p,a^ + j?,a, + ..•) + l'{a\ + a| + • • •) • 
Der Nenner aber erhält den Zuwachs: 

(8) Jr = zxl + l\ 
Wir schreiben symbolisch: 

also: 

(10) dp ^ 2p J + a^. 

Für (6) schreiben wir also: 

(11), (12) f+^f^P±l.^f f^E. 

Es gilt nun zu erforschen, wie groß wir | nehmen sollen, um den 
Wert der Funktion f möglichst herabzudrücken. Zu dem Zwecke lassen 
wir g erst Äfein, dann endlich, dann unendlich groß sein. Wir stützen 
uns dabei auf folgende Regel. Wenn in dem Bruche 



(13) f+jf^P±:iP^ 
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die Zuwachse Jp Jr sich so verhalten wie p und r: 

(14) ^^-r oder: ^p-f^Jr, 

dann bleibt die Funktion f ungeändert, d. h. ^f =» 0, Wenn ^p 
kleiner ist als /*• z/r, dann wird f herabgedrückt, d. h. Jf ist negativ; 
wenn aber ^p größer ist als f • Jp, dann wird f erhöht, d. h. Jf ist 
positiv, was wir nicht wollen. 

a) Wenn wir | sehr l'lein sein lassen, dann lautet (13): 

(15) f^^f-'^' 
Das Kriterium (14) lautet also: 

(16) ^-/- oder: p^^fx. 

Daraus lesen wir folgendes. Wenn p^ Meiner ist als fx, dann 
müssen wir ein positives kleines ^ nehmen, um f herabzudrücken; 
wenn aber p^ größer ist als fx, dann müssen wir ein negatives kleines $ 
nehmen, um f herabzudrücken. 

b) Wenn g endlich ist, dann hat (13) die volle Form (11), und 
das Kriterium (14) lautet nach Wegfall eines |: 

Wenn diese Bedingung erfallt ist, dann bleibt funverändert und z//*» 0; 
sie ist erfüllt, wenn ^ folgenden Wert |q hat: 

(17) lo 2^^. 

Der Zahler hängt mit (16) zusammen. Wenn p^ > fx ist, wenn wir 
also ein n^tUives (kleines) ^ nehmen sollen, dann ist gerade auf der 
negativen Seite ein Wert |^ wo § aufhört, die Funktion f herabzudrücken 
und bei weiterem Wachstum anfangt f zu erhöhen, was wir nicht wollen. 
Das Analoge finden wir auf der anderen Seite: wenn p^ < fx ist, wenn 
wir also ein positives (kleines) § nehmen sollen, dann gibt es gerade 
auf dieser positiven Seite ein Iq, wo g aufhört uns nützlich zu sein, 
und bei größerem Wachstum uns geradezu schadet. Zwischen ^ =» 
und I =« lo verläuft also offenbar die /"-Kurve parabolisch, nach unten 
durchhängend, und wir tun am besten, wenn wir für | ungefähr den 
halben Wert g^ nehmen: 

(18) I ?^-Jf. 
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Dann wird f so weit herabgedrückt^ als es durch Änderung von x allein 
überhaupt möglich ist. 

In all diesen Erwägungen haben wir stillschweigend vorausgesetzt, 
daß in (17) der Nenner a — f positiv ist. Wenn er es nicht ist, wenn 
also a <f ist, dann kehrt sich alles um ; dann ist die Strecke zwischen 
i = und I =» So ^cht die nützlichste, sondern die schädliche Strecke, 
die wir meiden müssen. 

c) Wenn wir | unendlich groß nehmen, dann lautet (13) auf grund 
von (11) so: 

(17) f+jf^a oder: Af^a-f. 

Das stimmt mit dem eben Gesagten überein; wenn a < /* ist, dann ist 
jdf negativ, wie wir es wünschen; dann ist es am besten, | unendlich 
groß zu nehmen, also x =^ co zu setzen. Was das bedeutet, das sehen 
wir aus (4): wenn wir den Bruch mit x kürzen und a? = oo setzen, 
dann werden alle Variablen ye . . . gleich Null, und (4) lautet: 

f^al + al + a. 

Ein sehr großes | heißt also alle Yariabeln außer x sehr Mein 
machen. 

Hiermit haben wir zum Näherungsverfahren den Orund gelegt; 
das Verfahren soll nun entwickelt werden. 

3. Zur Vorbereitung quadrieren wir alle Koeffizienten und be- 
stimmen die folgenden Summen: 

a=^[a^] 6 = [6«J... 

Darauf setzen wir in (4) fttr die Unbekannten xy . . . verschiedene will- 
kürliche Werte als erste Annäherung ein. Zuerst setzen wir alle 
Variablen gleich Null, bis auf x, das wir gleich 1 setzen; dann setzen 
wir alle gleich Null bis auf y, das wir gleich 1 setzen usw., wir finden 
dann fftr f folgende Werte: 

(18) ^i = a, fi^b-'f fz^c. 

Wir nehmen nun den aUerMeinsten dieser Werte, es sei das etwa a, 
und nehmen als erste angenäherte Werte der Unbekannten definitiv 
die folgenden Werte an: 

0») x^l, y^O.,,0^0, 

m iiu ganzen weiteren Nähemngsverfahren f nur kleiner werden kann, 
^^ wii*tt itnmer in (18) der Nenner positiv, d. h. f das kleinere Glied 
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sein^ und wir köimen immer das beste Inkrement nach (18) berechnen. 
Wir wollen die Formel allgemein schreiben: 

Hier bedeutet t irgend eine Unbekannte , r ist ihr bestes Inkrement, 
und k ist der korrespondierende Reihenbuchstabe. Wir können das 
beste Inkrement r wieder mittels einer Wage bestimmen, und schreiben 
dem Gedanken entsprechend (20) in folgender Form: 

(21) p^k^ +p,k^ + . . . +p^k,-ft + r (ij + Ä:| + . . . + t| -Z') « 0. 

Wir müssen also wie in der Normalmethode auf der Wage den Ge- 
wichten k^k^ , , . die Arme p^p^ . . . geben; außerdem aber müssen wir 
auf die Wage auch noch ein Moment — ft ausüben, etwa indem wir 
einem Gewichte 1 den Arm — ft oder einem Gewichte ft den Arm — 1 
geben. Sodann müssen wir die Wage mittels eines Laufgewichtes 
äquilibrieren; dieses Laufgewicht ist aber nicht mehr [k*]^ sondern 
[k^ — f Die Arbeit kompliziert sich also in unserem allgemeinen 
Falle dadurch, daß wir nach jedem Akte auch den neuen Wert f der 
Funktion f nach (11) berechnen müssen, welche Formel allgemein so 
lautet: 

Da wir als r im allgemeinen eine einstellige Zahl wählen, ist diese 
Arbeit nicht allzu umständlich. Die Formel (22) in der Form: 

dient dann im folgenden Akte als Grundlage zur Berechnung des 
nächstfolgenden Wertes /"'. Nur die Zähler p und die Nenner r müssen 
genau berechnet werden; eine Vernachlässigung in der Division, d. i. 
ein Fehler in /' überträgt sich nicht, da die damit berechneten r nur 
eine orientierende Bedeutung haben. 
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Die genaue Sänlenknicklast. 

Von Maschineningenieur F. Nussbaum in Spalato. 

Zur Einleitung mag die EjiickerscheiDung für die Säule kurz be- 
sprochen werden. Wird z. B. eine annähernd gerade gerichtete Stahlfeder 
nach Fig. 1 gedrückt^ und werden die zusammengehörigen Werte P 
und f in einem Diagramm vereinigt^ so ergibt sich etwa die Linie a 
Fig. 1. Wird die Feder sorgfältig gerade gerichtet, so findet man etwa 

die Linie h mit beinahe aus- 

**.J geprägtem Knie, und würde 

"*"--.^ endlich der Versuch mit mathe- 

r """-^^ matischer Genauigkeit ausge- 

; p " führt, so ergäbe sich die Linie c 

mit scharfem Knie. Bis zu 
diesem Punkte ist also die Aus- 
biegung /" =» 0, und beginnt 
dann plötzlich sehr rasch. Das 
zugehörige P nennen wir die 
Knicklast P^-. 

Diese wurde von Euler vor 
mehr als 150 Jahren mit Ver- 
nachlässigung des Schiebungs- 
einflusses berechnet. Seitdem 
hat man mehrfach vergeblich 
x^iN^nc^ht, difMe Schiebungsmöglichkeit genau zu berücksichtigen. Im 
f^Nl^T^ui^Hi ist nun dies auf einem neuen direkten Wege in einfacher 
\N^^*K^ l(^ung\>u. 

^V' ^ 9tM^ die geknickte Säule, zu deren Untersuchung wir als 
\ x^^x^M^ di« Stablänge, vom unteren Ende gemessen, annehmen. 
V^t \U« \))<»ioiigo wicht eines Säulenstückchens ist: 

j 2.\ an - - J»f - (Jf + dM) -Q'dx 
\l\Q'i «0-e -(^ +dQ) +Nda 
L\.N^ - - y - ^y + dX) ^Qda. 

-^^ Vs^'i^^t'^xxAifX da rührt nicht bloß von der Biegung durch 
1 V'^ ^^ ^N«hl^ni auch von der veriLnderlichen Schiebung durch Q 



^ ^ 



df< — dtCM + daq. 
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Bei Proportionalität zwischen Dehnung und Spannung ist 



(3) 



dx 



EI' 



Fig. 2. 



WO E den Elastizitätsmodul und / das Trägheitsmoment des Quer- 
schnitts bedeutet. Eine ähnliche Beziehung folgt für daq aus folgen- 
der Überlegung: Man denke sich einen Freiträger mit Einzellast am 
Ende; abgesehen von der Biegung 
wäre die elastische Linie eine Gerade 
mit dem Neigungswinkel nach abwärts 

wo G den Gleitmodul^ und % bei 
gleichmäßiger Spannungsverteilung 
den Querschnitt und sonst die ent- 
sprechende aus der Schubtheorie be- 
kannte Querschnittsfunktion bedeutet. 
Ist bei anderer Tiägerbelastung die 
Qnerkraft stetig veränderlich, so gilt 
fOr den Fortschritt dx 

dies ist der gesuchte Ausdruck. 
Damach erhalten wir aus (2) 

(5) ai=._ + ^^- 

oder kurz = aM + a(f^, 




and damit können die Gleichgewichts- 
bedingungen (1) geschrieben werden 

Bei der Integration dieses Tollständigen Di£Ferentialgleichungs- 
systems erscheinen 3 Eonstante, also sind 3 GreuKangaben notig: 

(7) <?x=o-0, 
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Für die Rechnnng kann Mx^o statt üfj^j als gegeben angenommen 
und zum Schluß ans M^^i — bestimmt werden. Dann lassen sich 
mit diesen 3 Angaben aus dem Gleichungssystem (6)* und dessen Ab- 
leitungen in einfacher Weise för a: = beliebig hohe Ableitungen der 
unbekannten Funktionen M^ Q, N ermitteln^ und damit die Funktionen 
selbst nach der Mac-Laurinschen Reihe entwickeln. Man erhält kurz 
angedeutet 

^ ^ 1! 1— oP^ 

WO Mq zu bestimmen ist aus 

(8) jif,_o-lf„ + 1.0 + •••>). 

Folgende Überlegung bildet nun den Kern dieser Methode: Bei 
der Bestimmung der Ableitungen zeigt sich^ daß die von M durch- 
wegs Mq oder Ml, Ml . . . enthalten, wonach also die Bestimmungs- 
gleichung für Mq (8) geschrieben werden kann 

(8') 0-J/,[l + lg + ...]. 

Hie besagt: Entweder ist Mq « 0, die Säule knickt nicht aus, sondern 
bleibt im labilen Gleichgewicht, was ganz richtig aber praktisch be- 
deutungslos ist. Für das wirkliche Ausknicken muß also 



(»; 



0-1+ L_^o . il^ . ... 



MAJn. Diese Gleichung geht sofort in die gesuchte Enickformel über, 
wann darin einfach für den Ausknickbeginn Mq «= gesetzt wird. 
Ua uns nur dies interessiert, können wir bei der Bestimmung der Ab- 
leitungen alle Glieder mit Ml, Ml - • - gleich weglassen. Der Rechnungs- 
gang ist im folgenden durch Zahlen bezeichnet. 



1) Da sich diese Gleichung nach M^ nicht auflösen läßt, ist für die wirkliche 
Lösung des DifferentialgleichungssystemB nichts gewonnen; wohl aber gelingt 
auf diasoni Wege die Auffindung eines einzelnen eigentümlichen Punktes, nämlich 
iles gesuchten Ausknickbeginnes. 
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7 I und alle weiteren. 



aP 



Durch Einfahren der Werte rechts in (9) folgt 

(10) 0-l-^—>^+-(j^^J -g,(j-_-^j +...= co8Zy— 

nnd daraus 

Nur der erste Wert ^- kommt in Frage, die weiteren bedeuten die 
möglichen labilen Gleichgewichtsfälle mit mehreren Falten. Daraus 
ist die gesuchte Enicklast; wenn statt a und a wieder -^ und ^«^ ge- 
schrieben wird 

E 



(12) i>* = t: 



■J5 j-, oder mit G==i\£-.P4 = ^ 



€f% 






Für die freie, einseitig eingespannte geführte, beiderseits eingespannte 

l l l 



gef&hrte Säule ist wie bekannt l durch 2 ; 



2- ]/2 



, 4 ZU ersetzen.*) 



Wäre 6r »- 00, so folgt ganz richtig die Euler sehe Formel, welche 

sich nach dieser Methode einfach ableiten läßt. Deren Fehler nimmt mit 

1 4 Z' 

der Schlankheit des Stabes ab, indem -^^ gegen das wachsende —iwj 

immermehr verschwindet. Wir wollen nun sehen, wie groß dieser Fehler 
in einem ungünstigen Falle sein kann. Z. B. eine genietete Säule yom 

Querschnitte x \ 1 - hat J, ~ 40000 cm*, 5« ~ ^4 cm* (etwas 
1) Genau genommen bedeutet l die durch den Brück etwas verkürzte Stablänge. 
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mehr als die Stegquerschnitte); sie trägt bei Spitzenlagenmg und 

JE 
2 m Länge ^t ~ 5 4 i q o4 ^^' wobei die Druckspannung ~ 2000 at 

noch nicht die „Proportionalitätsgrenze" von Flußeisen erreicht. Euler 
vernachlässigt das Glied 0,04, der Fehler ist hier ~ 10 7© • Meist aber 
ist das Verhältnis der Schub- und Biegungssteifheit der Säule nicht so 
klein (ausgenommen genietete Stäbe mit großen Nietabständen), sodaS 
der Fehler bei schlankeren Stäben praktisch verschwindet. 

Die gefundene Knickformel ist genau richtig bis zur ,^Pro- 
portionalitätsgrcnze". Sie darf aber auch für ein beliebiges Dehnungs- 
gesetz und für kurze Stäbe (soweit noch v^on Knickung die Rede sein 
kann) als nahezu richtig angesehen werden, sofern man für E und G 
die der Knickspannung (=» P^ : Stabquerschnitt) entsprechenden Werke 
einsetzt. Wie weit mit abnehmender Lance der Einfluß des Gliedes 77^ 

und damit der Fehler der Euler sehen Formel wächst, ist aus unserer 
Formel nicht zu ersehen, weil £ und G zugleich mit / abnehmen. 

Zum Schluß sei bemerkt, daß die hier angewendete Methode be- 
deutend schwierigere Probleme der elastischen Kiiickung zu lösen 
gestattet, wie demnächst in einer Abhandlung über das „Ausknicken 
von Trägern" gezeigt werden soll. 



über die verschiedenen Anordnungen der Additions- und 
Snbtraktions-Logaritlunen. 

Von Berthold Cohn in Straßburg i. E. 

Bekanntlich hatte ßauß, einem Gedanken von Leonelli folgend, 
die Tafeln der Additions- und Subtraktions- Logarithmen derart ein- 
gi^nchtet, daß die mit 

ABC 
«linrHchriebenen Reihen die Werte 

logrc log(l+^) log(l + i) 

Hiobt man die zweite Reihe als Argumentenreihe an, so lautet 
v^u^ /umutuuouHtellung 

J5' Ä' C 

log X log {x - 1) log (^^) 
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und entsprechend für die dritte Reihe als Ausgangsreihe 
C" A" B" 

loga: log(^) log(^)- 

Versteht man unter x den Quotienten zweier Zahlen a und 6 (a > 6), 
unter logo: somit ihre logarithmische Differenz^ so ergeben sich die 
folgenden Formeln 

(1) log (a + 6) = log 6 + 2?, 

(2) =»loga + C, 

(3) log (a - 6) = log h + A\ 

(4) =loga-C', 

(5) log(a-6) = log&-^", 

(6) = log a - B\ 

Die 3-reihige Spaltung findet man heute nur noch selten (z. B. in den 
4 -stelligen Tafeln von E. R. Müller); sie ist nicht zu empfehen^ weil 
man ftir die Subtraktion das Argument B oder C selbst erst durch 
Interpolation findet. 

Da C und B" identische imd A' und A" reziproke Größen sind, 
so ist man bei der Tabulierung mit dem Argument log x auf die 
folgenden Größen beschrankt: 

fQr Additionslogarithmen 

(1) log (1 + x), 

(2) l^g(l + i)' 
und f&r Subtraktionslogarithmen: 

(3) log {x - 1), 

Setzt man in (1) den Funktionswert = log x, so wird die 
Argumentenreihe den Wert (3) liefern. Unter Zugrundelegung der 
Formeln (1) und (3) wird man also mit einer einzigen Tafel ausreichen. 
Dagegen wird man für (1) und (4), sowie (2) und (3), als (2) und (4) 
getrennter Tafeln bedürfen. 

Um die Frage beantworten zu können, welcher von diesen Zu- 
sammenstellungen der Vorzug einzuräumen ist, wird man zu unter- 
suchen haben, welche von ihnen die meiste Bequemlichkeit — d. h. 
die geringsten Tafeldiflferenzen — bietet, und welche den größten Grad 
der Genauigkeit erreichen läßt. 
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Durch Differentiation wird gefunden 
(1') Alog(l+x) = ^^^i, 

(2') Ai«g(i+i)--rT-.'' 

(3') Alog(z-l) = j^^/, 

(4') Alog(^^-) = -^i-^,-, 

worin i das Intervall des Arguments bedeutet. Da a; > 1 voraus- 
gesetzt wurde y so folgt aus (2% daß die Reihe C mit wachsendem 
Argument zwar abnimmt, die Differenzen aber kleiner sind als für die 
Reihe B. 

Von den Subtraktionslogarithmen wird die Reihe Ä' mit ihren 
größeren Differenzen unbequemer für den Gebrauch sein als C\ 

Sei ferner angenommen, der Abkürzungsfehler eines Tafellogarithmus 
für einen in der Argumentenreihe stehenden Wert sei w =• 0,5 • 10" *■ 
(r = Stellenzahl der Tafel), für einen interpolierten Wert im Maximum 
'^ 2wy so wird der gesuchte Tafellogarithmus eben um diese Größe 
falsch sein können, und der Fehler in log (a + 6) und log (a — l) 
wird höchstens 2w betragen können, wenn log a und log b als fehler- 
frei vorausgesetzt werden. Ist jeder dieser Werte noch mit dem 
Fehler w behaftet, so wird deren Einfluß auf das Resultat wiederum 
für (2) und (4) am geringsten sein. Beachtet man, daß für Tafel (4) 
Argument und Funktionswert vertauschbare Größen sind, und für x = 2 
beide gleich werden, so zeigt Formel (4'), daß man die Argumenten- 
reihe am besten mit 0,30 . . . beginnen läßt, wahrend für kleinere 
Werte von loga? in den rechten Teil der Tafel eingegangen wird. 

Dann ist aber der mögliche Fehler eines Funktions wertes 2«;— — ,• 
Sucht man dagegen in Tafel (1) den Wert log (x — 1), so wird der- 
selbe mit dem größeren Fehler 2w __ , behaftet sein können. 

Aus zwei Gründen ist es also nicht vorteilhaft, Additions- und 
und Subtraktions-Logarithmen in einer einzigen Tafel vereinigt zu 
haben, sondern man wird am besten für die Additions-Logarithmen 

log (^ + ) ^l>uliören, für die Subtraktions-Logarithmen log (--zTi) ' 

DieMe letztere Einrichtung haben die 4-stelligen Tafeln von Zech, 
sowie die 5-stelligen von Houel und Becher. Die 7-stelligen Tafeln 
von Zech haben in dem Teil für Subtraktions-Logarithmen Argument- 
und Funktionswert vertauscht, erfordern also eine unbequeme Inter- 
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polation. Sechsstellige Tafeln nach dieser Einrichtung gibt es nicht. 

Diejenigen von Bremiker liefern für das Argument logx = 4,0 10 

bis log X = 0,25 den Wert B von 0,00 ... bis 0,44 . . ., so daß innerhalb 
dieser Grenzen dieselbe Tafel auch für Subtraktion benutzt werden 
kann. Für log x > 0,40 folgt eine zweite Tafel, die mit dem Argu- 

ment logrc die Werte log gibt, so daß ist 

log (a — 6) = log a + C\ 

(Vgl. auch die Literaturangaben von Mehmke in der Encyklopädie 
der mathem. Wiss. I, F. No. 30). 

Daß übrigens die direkte Rechnung gegenüber derjenigen mit 
Anwendung von Additions- und Subtraktions-Logarithmen im Nachteil 
ist, hat Lüroth („Numerisches Rechnen^^ § 44) für den Fall, daß man 
für beide Operationen dieselbe Tafel benutzt, nachgewiesen; es gilt 
umsomehr für getrennte Tafeln. Hingegen scheint mir die von ihm 
angegebene Begründung für die Anwendung einer einzigen Tafel wegen 
der Ersparnis eines zweiten Teiles mit Rücksicht auf die hier aus- 
einandergesetzten Vorteile von je einer Tafel für Additions- und Sub- 
traktions-Logarithmen nicht stichhaltig. 



Folbestimmiing für Yerzweignngslagen bei der 
Bewegung eines ebenen ähnlicb-veränderliclien Systems 

in seiner Ebene. 

(Vortrag gebalten auf der Naturforscherversammlung in Stattgart.) 
Von Reinhold Müller in Darmstadt. 

Kennt man in irgend einer Lage eines ebenen ähnlich-veränder- 
lichen Systems die Bahntangenten a, 6, c dreier beliebigen System- 
punkte A^ By C, so ist der zugehörige Pol ?ß im allgemeinen durch 
die Bedingung eindeutig bestimmt^ daß die von ^ nach Äy B, C 
gehenden Geraden bezw. mit a, b, c gleiche Winkel bilden; denn hier- 
durch ergibt sich $ als der gemeinsame Schnittpunkt der drei Kreise, 
die durch je zwei der Systempunkte und den Schnittpunkt ihrer Bahn- 
tangenten gehen. ^) 

Diese Kans^ndcHon versagt, wenn sieh die drei Tangenten a, 6, c 
in einem Punkte des durch A, By C gehenden Kreises k schneiden. 



1) Vgl. Burmeater, Kinematik I S. 867. 



( 
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Dann genügt nämlich jeder Punkt von Ä; der för den Pol geltenden 
Bedingung^ und um diesen selbst zu bestimmen, müssen außer den 
bisherigen Daten etwa noch die Krümmungsmittelpunkte A, B, f der 
Bahnstellen gegeben sein, in denen sich bezw. die Punkte Ä, B, C 
augenblicklich befinden. Dabei schneiden sich die Bahnnormalen Äh^ 
BB, er in einem Punkte A von k. 

Wie ich bei früherer Gelegenheit gezeigt habe, besteht in jeder 
Lage eines ebenen ähnlich-veränderlichen Systems zwischen den System- 
punkten Ä . . , und den zugehörigen Krümmungsmittelpunkten A . . . 



^:^-^'i^' 




eine ein-zweideutige Verwandtschaft dritten Grades.^) In dieser ent- 
spricht dem Kreise k — wie im allgemeinen jedem durch den Pol 
gehenden Kreise — im System der Krümmungsmittelpunkte eine 
zirkuläre Kurve dritter Ordnung, die in A einen Doppelpunkt hat und 
k im Pole berührt. Betrachten wir nun das Büschel von zirkulären 
Kurven dritter Ordnung, die durch A, B, f gehen und A zum Doppel- 
punkt haben, so schneidet jede Kurve des Büschels den Kreis k noch 
in zwei Punkten einer Involution. Die Doppelpunkte dieser Involution 
entsprechen den Kurven des Büschels, die k berühren, bestimmen also auf 
k zwei reeUe oder konjugiert imaginäre Lagen ^ß^, ^ßg des gesuchten Pols. 



1) Über die Erümmungsmittelpankte der Bahnkurven in ebenen ähnlich- 
veränderlichen Systemen, diese Zeitschrift 86. Band S. 129. 



Erwiderung auf Herrn Riebesells Abhandlung. Von Gustav Mie. 143 

Das betrachtete Büschel enthält aber drei Kurven; deren jede in 
eine Gerade und einen Slreis ausartet^ so die Gerade AL, verbunden 
mit dem Kreis BfA usw. Bezeichnet also A' den zweiten Schnittpunkt 
dieses Kreises mit i', so ist Aj Ä ein Paar der Involution. Schneidet 
femer h die Kreise FAA und ABA zum zweiten Mal bezw. in B' und C, 
80 bilden B^ B' und C, C zwei weitere Punktpaare, und die Achse der 
durch zwei dieser drei Paare bestimmten Involution schneidet k in $^ und ^j. 

Das ähnlich-veränderliche System kann also im vorliegenden Fall 
in der Tat zwei verschiedene Momentanbewegungen ausführen, befindet 
sich daher in einer VerzweUfungslage. 

Liegen die Punkte A, B, V gleichfalls auf einem durch A gehenden 
Kreise, so ist sein zweiter Schnittpunkt mit Tc der gesuchte Pol, der 
in diesem Sonderfall, in dem die vorige Involution zu einer para- 
bolischen wird, eindeutig bestimmt ist. 



Erwidenmg auf Herrn Riebesells Abhandlung „Über die 
Eommutation des Stromes in Gleichstromgeneratoren''. 

Von Gustav Mie in Greifswald. 

Herr RiebeselF) widmet der in meiner Arbeit*) „Über die Kurz- 
schlußstromkurve eines Gleichstromankers'', wie ich wohl sagen darf, 
ziemlich gründlich erledigten Angelegenheit noch einmal mehr als 
einen ganzen Druckbogen. Ob wirklich eine so große Menge von 
Worten för eine Sache von so geringer Wichtigkeit nötig war? Denn 
diese ist schließlich doch nur, daß Herr Riebesell nun auch einge- 
sehen hat, daß die früher von ihm „widerlegten'' Resultate der Arbeit 
von Arnold und mir vom Jahre 1899 doch durch und durch 
richtig sind. 

Herrn Riebesells viele Worte scheinen mir nur dazu zu dienen, 
diese klare und einfache Sachlage unklar zu machen. So sagt er von 
unserer Arbeit von 1899, die er nun also durchweg anerkennen muß, 
trotzdem, „sie sei keineswegs fehlerfrei gewesen". Aber angeben kann 
er keine Fehler. Er erhebt nur einige ganz kleinliche Einwände, und 
selbst diese sind unbegründet. Denn einen saloppen Ausdruck, wie 
den, „eine Potenzreihe werde für a; == 1 divergent", wo man streng korrekt 
nur sagen durfte, „der Punkt x^\ liege auf dem Konvergenzkreis der 



1) Diese Zeitschrift Bd. 53, S. 337. 2) Desgl. Bd. 58, S. 37. 
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Reihe^'^ einen Fehler zu nennen, das ist doch offenbar Haarspalterei. 

Und daß für den Fall: „r eine ganze Zahl" in der Arbeit von 1899 

ein Fehler stehen soll, kann Herr Riebesell nnr deswegen sagen, weil 

er diesen Fall selber nicht durchgerechnet hat. Ich vermag wenigstens 

keinen Fehler zu finden und habe bei meiner neuen Durchrechnung 

von 1905 genau dasselbe wiederbekommen, wie 1899. Die Zweifel 

endlich, ob ich zu meinen richtigen Resultaten auch auf einem richtigen 

Wege gekommen sei, hätte Herr Riebeseil besser nicht veröffentlicht. 

Denn hier beweist er wieder durch mehrere Entgleisungen, die ich für 

Mathematiker nicht besonders zu nennen brauche, daß ihm manche 

recht einfachen mathematischen Dinge unbekannt oder doch un- 

l^eläufig sind. 

Das mußte ich Herrn Riebesell leider schon in meiner zitierten 

Arbeit nachweisen. Herr Riebesell antwortet darauf in der Einleitung 

seiner neuen Abhandlung: Ich werde „in streng sachlicher Weise meine 

Entgegnung auf die größtenteils völlig unberechtigten Angriffe dieses 

Herrn bringen", und damit ist die Sache dann für ihn erledigt 

Denn späterhin kommt die Sprache überhaupt nicht mehr auf meine 

Widerlegung der in seiner Dissertation enthaltenen Trugschlüsse, 

aus denen freilich zu erkennen war, daß Herrn Riebesell die 

fundamentalen Begriffe der Funktionenlehre (ich nenne nur den 

des singulären Punktes) vollständig unklar waren. Nur auf eine 

von mir nebenher gemachte Bemerkung, daß er ein gewisses Inte- 

1 

gral (in der Dissertation wird es j^-dx genannt) „in einem Atem- 



zuge divergent nenne und ihm einen bestimmten endlichen Wert zu- 
schreibe", antwortet Herr Riebesell (S. 352): „Diese Behauptung 
widerspricht dem wirklichen Sachverhalt^^ Dabei steht wörtlich in der 
Dissertation auf S. 25: Die Verfasser „erhalten für (7*, wie wir noch 



zeigen werden, den Wert: 



/a . dx 



C* ist also dann gleich der 



Summe der nach hypergeometrischen Funktionen fortschreitenden Teil- 
integrale, genommen f ür a: « 1.'* Ein paar Zeilen weiter heißt es: 



4- 



dx hat keinen Sinn, es ist divergent." Ich will gerne zugeben, 



daß Herr Riebesell auch im folgenden öfter wiederholt, das Integral 
Hei divergent, oder, wie er lieber sagt, es sei sinnlos. Wenn er aber 
(laim dazu sagt, wenn man die Divergenz nicht beachte, so bekomme 
nuui den Wert C* heraus, so ist das doch eben die Konfusion, die ich 
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ihm Yorwerfe. In Wirklichkeit ist nämlich die Sache äußerst einfach: 

Das Integral l%dx ist ja eine ganz vernünftige analytische Funktion, 



und sie wird im Punkte a: — 1 unendlich von derselben Ordnung, wie 
(1 — a;)~*. Wenn Herrn Riebesell die Methoden der Funktionen- 
theorie nicht ganz ungeläufig wären, so hätte er das an den bei der 
Berechnung des Integrals auftretenden hypergeometrischen Funktionen 
sofort sehen müssen und damit denn auch schon auf dem in seiner 
Dissertation S. 25, 26 eingeschlagenen Wege mein Resultat richtig nach- 
prüfen können. 

Wenn man nun die Lage der Sache kennt, so muß man sich 
einigermaßen über die folgenden Sätze wundem, die Herr Riebeseil 
in der Einleitung seiner neuen Abhandlung schreibt: „In meiner 
Dissertation habe ich diese älteren Arbeiten*) einer Kritik unter- 
zogen. Auf einen dabei von mir begangenen Fehler habe ich in 
der E. T. Z. 1906, Heft 3 hingewiesen. Die IntegraMonskonstante der 
EuTzschlußdifferentialgleichung ist nämlich nicht gleich Null, wie ich 
glaubte, sondern im allgemeinen von NuU verschieden. Wie ich bereits 
dort angezeigt habe, hat mich dieser Umstand veranlaßt, neue Methoden 
(sie!) zur Auflösung der Kurzschlußdifferentialgleichung auszuarbeiten." 
Dazu will ich noch folgendes sagen: Nachdem Herr Riebeseil im 
Herbst 1905 von mir durch Vermittelung seines Lehrers erfahren und, 
wie ich später hörte, auch eingesehen hatte, auf was für Trugschlüssen 
seine Kritik unserer Arbeit beruhte, erschien noch mehrere Wochen nach- 
her, nämlich am 30. November 1905 in der E. T. Z. an auffälliger Stelle 
ein mit EU unterzeichneter Auszug aus seiner Dissertation, worin es 
ohne Einschränkung heißt: „Der Verfasser zeigt, daß die Herren 
Arnold und Mie Fehler bei der Lösung der Gleichung gemacht haben 
Durch die neuen Resultate gestalten sich die technischen Folgerungen 
der genannten Herren wesentlich anders.^' Dann stand Februar 1906 
im 3. Heft der E. T. Z. in einer gelegentlichen brieflichen Mitteilung 
des Herrn Riebeseil gegen einen Herrn Hahnemann unter anderem 
auch die Bemerkung, daß unsere Folgerungen doch richtig seien. Am 
Schluß dieses Briefes hieß es: „Bei einer Prüfung meiner Arbeit hat 
es sich herausgestellt, daß bei der Bestimmung der Eonstanten (7" ein 
Fehler begangen wurde, nach dessen Beseitigung sich 0" als im all- 
gemeinen von NuU verschieden ergibt, also tritt r > 1 als erste Bedingung 
für die Funkenfreiheit auf. Die genaue Bestimmung habe ich durch 



1) D. h. die Arbeit von Arnold und mir von 1899. 

Z«itoohrift f. M«tli6m»tik u. Pbyaik. 5S. B»nd. 1907. Heft 1/2. 10 
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yerschiedene neue Methoden in einwandfreier Weise dorchgefUbrt, diese 
Untersuchungen werde ich demnächst in der Zeitschrift fQr Mathematik 
und Physik ▼eröflFentlichen.*' Ob Herr Riebeseil mit Bewußtsein so 
handelt oder aus Unklarheit, kann ich nicht beurteilen. 

Ahnlich ist es, wenn Herr Riebesell in der Einleitung seiner 
neuen Arbeit sehr wichtig davon spricht, daS „er die ganze Frage von 
einem viel allgemeineren Gesichtspunkt aus behandelt habe'^ und ebenso 
später, dafi ^,er festzustellen versucht habe, weswegen die Bedingung 
T > 1 oft in der Praxis nicht bestätigt gefunden werde". Im weiteren 
Verlauf der Abhandlung werden dann freilich häufig die späteren 
Arbeiten von Herrn Arnold zitiert, der diese Fr^e längst theoretisch 
sehr eingehend behandelt hat, und über den Herr Riebesell in seiner 
Dissertation auch nur dann wesentlich „hinausgeht", wenn er seine 
Untersuchungen, wie auf S. 41, verkehrt wiedergibt. 

Ich hoffe in diesen Zitaten zugleich eine Erklärung daf&r gegeben 
zu haben, weswegen ich auf Herrn Riebesells Dissertation möglichst 
mit nicht mißzuverstehenden Worten erwiderte. Anders war wohl 
keine Aussicht, die Sache klar zu stellen. Nunmehr ist aber die Ann 
gdegenheü für mich vollständig erledigt^ und üh werde Herrn Riebesell 
auf nichts mehr erwidern. 



Antwort anf Herrn Mies Erwidemng. 

Von Paul Riebesell in Hamburg. 

Es ist Herrn Mie gewiß sehr peinlich, daß er in seiner ersten^) 
und zweiten') Abhandlung Fehler begangen hat, allein er sollte lieber 
eingestehen, daß er sich versehen hat, als Entschuldigungen vorbringen, 
die seine Lage nur verschlimmern. Denn wie liegt die Sache? In 
seiner ersten Abhandlung hatte Herr Mie behauptet, die Stromintensität 
„» ist mit Hufe der drei Potenzreihen /i(a?), ft{x), f^(x) zu beredinen^ 
welche für x^l divergent werden. Wir müssen also für die Berechnung 
von i gegen Ende des Kurzschlusses eine andere Beihenentivicklung 
suchen'*. In meiner Dissertation hatte ich dagegen bewiesen, daß die 
Reihenentwicklung für t für a: =• 1 konvergent ist, und in meiner Er- 
widerung') auf die zweite Abhandlung von Herrn Mie es als Fehler 



1) E. T. Z. 1899. 

2) Diese Zeitschrift Bd. 68, S. 87. 
8) Diese Zeitschrift Bd. 58, 8. 887. 
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bezeichnet y daß dieser die Potenzreihe für i für divergent erklärt und 
aus diesem Grunde eine andere Reihenentwicklung aufgestellt habe. 
Jetzt leugnet Herr Mie, dkß er hierbei einen Fehler begangen habe, 
und erk^.rt, mit dem ^^saloppen'^ Ausdrucke ^^eine Potenzreihe werde 
für x^l divergent*^, habe er gemeint, „der Punkt a: «= 1 liege auf dem 
Konvergenzkreise der Potenzreihe". Damit begeht er den neuen Fehler, 
anzunehmen, daß eine Potenzreihe, bei der der Punkt o; » 1 auf dem 
Konvergenzkreise liegt, zur Berechnung des Wertes der Reihe für 
X ^ 1 unbrauchbar sein müsse. 

Die Behauptung, daß für den Fall r » einer ganzen Zahl in der 
Arbeit von 1899 ein falsches Integral angegeben ist, halte ich auch 
jetzt noch aufrecht, denn die dortige Formel (24) stimmt mit der 
Formel (28) von 1906 nicht überein. 

Auf die von mir S. 338, Z. 10—24; S. 349, Z. 14^22; S. 349, 
Z. 27 — S. 352, Z. 9 v. u.; S. 353, Z. 4; S. 354, Z. 13—33 nachge- 
wiesenen Fehler, insbesondere auf das böse Versehen bei der Bestimmung 
der Konstanten C geht Herr Mie mit keinem Worte ein. Statt dessen 
behauptet er, daß mir in meiner Erwiderung mehrere „Entgleisungen'' 
passiert seien, die „er für Mathematiker nicht besonders zu nennen 
brauche^'. Angriffe dieser Art, bei denen ganz im allgemeinen An- 
schuldigungen erhoben werden, sind bis jetzt unter Mathematikern 
nicht üblich gewesen, und ich halte sie auch für durchaus un- 
zulässig. Herr Mie hätte wahrlich die Pflicht gehabt, wie ich es 
getan habe, ganz bestimmte Stellen zu nennen, wo sich Fehler finden 
sollen. 

Ebenso steht es mit den vBemerkungen des Herrn Mie über das 
Verhaltius meiner Untersuchungen zu denen des Herrn Arnold. Da Herr 
Mie in den §§ 7 — 11 meiner Arbeit, in denen ich zu Resultaten 
komme, die den seinigen ganz entgegengesetzt sind, aber der elektro- 
technischen Praxis entsprechen, nicht das Geringste beanstandet hat, 
genügt es mir, darauf hinzuweisen, daß besonders das bereits in meiner 
Dissertation ausgesprochene Prinzip der Berücksichtigung der Haupt- 
gleichung auch von anderer Seite neuerdings gegen die alten Theorien 
geltend gemacht wird; ich hoffe hierauf bald ausführlich an anderer 
Stelle zurückkommen zu können.^) Außerdem hat die einzige Tat- 
sache, auf die Herr Mie hier Bezug nimmt, nämlich die angeblich 
„verkehrte Wiedergabe" von Äußerungen des Herrn Arnold, schon von 
anderer kompetenter Seite Anerkennung gefunden.^ 

1) C. Mengee, E. T. Z. 1906, S. 1127. 

2) G. Benischke, Elektrotechnik und Maschinenbau (Wien) 47. Heft, 1906. 

10* 
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Endlich macht Herr MiE mir den Vorwurf, ich solle es ver- 
schwiegen haben, daß er mich selbst durch Vermittlung meines Lehrers 
auf die ^^Trugschlüsse in meiner Dissertation^^ hingewiesen habe. Die 
hierin liegende Anschuldigung weise ich auf das entschiedenste zurück. 
Es lag für mich keine Veranlassung vor, Herrn Mie zu nennen, denn 
Herr Mie hat zwar am 26. September 1905 auf der Naturforscher- 
Versammlung in Meran meinem Lehrer ohne jede nähere Begründung 
mitgeteilt, meine Bestimmung der Konstanten C" sei falsch, dieser 
war aber schon Ende August 1905 von anderer Seite auf die be- 
denkliche Stelle in meiner Arbeit hingewiesen worden, und ich hatte, 
sofort nachdem ich hiervon Kenntnis erhielt, begonnen, meine Unter- 
suchungen einer Nachprüfung zu unterziehen. Ich scheue mich nicht 
einzugestehen, daß es längere Zeit gedauert hat, bis ich zur vollen 
Klarheit über den Sachverhalt gekommen bin, — einer Klarheit, die 
Herr Mie meines Erachtens noch heute nicht besitzt, wie das aus dem 
dritten Absatz seiner Erwiderung deutlich hervorgeht, und so erklart 
es sich wohl hinreichend, daß ich gegen das Erscheinen der Note in 
der E, T. Z. vom 30. November 1905, die ich auf Veranlassung der 
Redaktion bald nach meiner Promotion (Juli 1905) verfaßt hatte, keinen 
Einspruch erhoben habe. An derselben Stelle habe ich aber bald 
darauf meinen Fehler öffentlich eingestanden, und wenn ich dabei 
gesagt habe, daß ich die genaue Bestimmung jener Konstanten „durch 
neue Methoden in einwandfreier Weise durchgeführt habe", so entspricht 
das durchaus der Wahrheit; denn Herr Mie hatte in seiner ersten 
Arbeit weder die Bestimmung durchgeführt^ da er ohne jede nähere 
Begründung nur das Resultat gab, geschweige denn in einwandfreier 
Weise durchgeführt, da schon die kurze Begründung, die er gab, auf 
der falschen Annahme beruhte, die Reihe für i sei in dem Punkte 
X ^ 1 divergent. Darüber, daß meine Lösungsmethoden von der 
Methode des Herrn Mie ganz verschieden, also neu sind, kann ebenfalls 
kein Zweifel bestehen. 

Hamburg, 23. März 1907. 
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Bemerbmg zu den Sommerfeldsclien AusftUirTingen 
,,tJber die Enicksiclierlieit der Stege von Walzwerkprofilen''. 

Von A. Timpe in Danzig-Langfuhr. 

In seinem Nachtrag zu der Abhandlung ^^Über die Knicksicherheit 
der Stege von Walzwerkprofilen" ^) untersucht Herr A. Sommerfeld 
das ebene Problem der Spannungsverteilung in einem Parallelstreifen^ 
an dessen oberem und unterem Rande zwei gleiche und entgegengesetzte 
Kräfte P angreifen , und gelangt zu Näherungsformeln: 



(1) 



2P x^y 2 P x^jh — y) 



_ _ 2 P y'g; 2 P ^^ y)*a; 



die im wesentlichen mit der von J. H. Michell*) gegebenen Lösung für die 
durch zwei gleiche und entgegengesetzte Kräfte beanspruchte Kreisscheibe 
übereinstimmen.^) Ich habe in einem Aufsätze^ der demnächst in der 
y^eitschr. d. V. d. Ing." erscheint, dasselbe Problem in Anknüpfung 
an die in meiner Dissertation^) entwickelte allgemeine Lösung des 
Spannungsproblems für den Parallelstreifen behandelt und zwar unter 
Anwendung der für die numerische Rechnung geeigneteren Fourierschen 
Heiken, Die Diskussion der Spannungsverteilung ist dort für den 
ganzen Streifen (soweit merkliche Spannungen vorhanden sind) numerisch 
bis zu Ende durchgeführt. An dieser Stelle möchte ich nur folgendes 
bemerken: Die Schwierigkeit der Randbedingung, wonach die Normal- 
spannung längs der beiden Kanten überall gleich null, nur in den 
Druckpunkten gleich unendlich sein soll, wurde in zwei Schritten be- 
wältigt. An die Spitze wurden die angeschriebenen Formeln (1) ge- 
stellt, die die verlangten „Verzerrungskeme" (Singularitäten) liefern; 
die^ dadurch hereinkommenden nicht gewollten Spannungen auf den 
beiden Kanten wurden dann nach dem in meiner Dissertation ent- 

1) Diese Zeitechr. Bd. 64 (1907), S. 318. 

2) London Math. 8oc. Proc. 32 (1900), p. 46, 67. 

3) Als Spannungstrajektorien ergeben sich nämlich, was Herr Sommerfeld 
nicht bemerkt zn haben scheint, die beiden Ereisbüschel, die die Druckpunkte zu 
Gnmdpunkten haben. 

4) Diese Zeitschr. Bd. 62 (1906), S. 348. 
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wickelten Verfahren mittels gewöhnlicher Fourierentwicklongen entr 
fernt.^) Die zehn ersten Koeffizienten dieser Entwicklungen habe ich 
mit dem ha/rmonischen Analysator für das Gebiet — 5Ä<a;<5A be- 
stimmt; der übrige Teil des Streifens kann, wie das Resultat zeigt, 
nach Überlagerung eines gleichförmigen longitudinalen Druckes als 
spannungsfrei angesehen werden. Das Ergebnis läßt sich dahin aus- 
sprechen, daß über die Verteilung (1) die Lösung 

6, -^ [(^ - 5,y) ©in Ky + {- ^+ a,yf 6of A,y] cos X^x, 

00 

(2) { ^ "2 [( c + ^-y) ®'" ^-y - «-» ^''^ ^-y] '^^ ^-^' 

CO 1^ 

eine entsprechende Lösung mit h — y statt y und schließlich noch die 
Lösung ö^^Ci, <fy'=^C2, r «- zu überlagern ist; hierin ist K^^iy 
die Konstanten a, &, c sind mit der Last P direkt und mit der Höhe h ^ 
umgekehrt proportional und nehmen für P— 10000, ä « 36 folgende 
Werte an: 

a„ a„ . . ., a^o- 24,46; 6,199; 2,569; 1,156; 0,5447; 0,2333: 0,09870; 

0,03850; 0,01560; 0,006682. 
6i, t„ . . ., ftjo- 6>983; 2,973; 1,538; 0,7838; 0,3982; 0,1795; 0,07872; 

0,03159; 0,01305; 0,004522. 
c^ 49,9; c,=-27,7. 

Ich möchte hier nun noch kurz darlegen, daß dasselbe Lösungs- 
verfahren auch im Gewände der Fouri ersehen Integrale anwendbar ist. 
Die Lösung (1) liefert auf den Kanten y « 0, y =- Ä, die aber im 

folgenden mit y — — o> y^^+o ^^^^i^^net werden mögen, die Normal- 

2 x> ^s 9 P h^x 

Spannung - -^ (T^Hh^« ^^^ ^^® Tangentialspannung ± ^- -^j^r^—^yf 
sowie im Unendlichen verschwindende Spannungen; femer ist die 
y- Achse Symmetrieachse. Das zu überlagernde Lösungssjstem <y^, <y , t 

1) Allgemein dürfte es sich bei elastischen Problemen, bei denen gewisse 
Singularitäten vorgeschrieben sind, empfehlen, unter Anwendung der bekannten 
Formeln für die „typischen Verzemingskeme" (vgl. Love, Elastizität, §§ 182, 141, 
62) zunächst diese Kerne herauszulösen und dann die den modifizierten übrigen 
Bedingungen entsprechende Lösung zu bestimmen. 
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2P 






muß demnach so beschaffen sein, daß ö^— ,, , , ^ , , 

für die Kanten y -o ^ und daß <y^=« (J^^^t^O für a; = c»; überdies 

muß die y-Achse wieder Symmetrieachse sein. Die entsprechende 
Spannnngsfdnktion F ist daher bei Betrachtung des Halbstreifens x'^O 
außer der Gleichung ziz/i^=- folgenden Bedingungen zu unterwerfen: 
Für rc — muß wegen der Symmetrie der Spannungsverteilung « =» 0, 



sein. Auf den Rändern y »- 7 A ergibt die Beziehung 



a«F 



dxdy 



- T 



2P h*x 



diurch Integration die Bedingung: 



d^F 



dF 

by 



cy 
beiden Rändern den gleichen Wert hat, ist die Integrationskonstante 



11 I 1 + const: da '/ im Unendlichen wegen =0 auf 

« Ä* + a:* ' ^ cy ^ oy^ 



p,Pa:arc^f.l£.^j^ 






mor "^^ 



Ä?'" 



-A 



/'-#xa«%.^-,^^-^;E^' ' 



ebenfalls auf beiden Rändern die gleiche und kann gleich gesetzt 
werden. Auf den Rändern y =» ^ A ergibt sich femer aus der Be- 
ziehung ö =• -X- y — - tttt: "r;i durch Integration die Relation 



dx* 



2P, 



^^«?^A«r 

dx n L2Ä*(/i*+a;«) 

dF 



+ 2V*^^*8x]' 



wobei wegen ^^ = für x ^0 die Integrationskonstante in jedem 
Falle gleich gesetzt ist, und hieraus durch abermalige Integration 
die Bedingung 



1^ - — . 2 arctg y + const; 



dF 



die Integrationskonstante ist hier, da im Unendlichen durchweg « - = 0, 

für beide Ränder die gleiche und kann gleich gesetzt werden.^) — 
Das ganze Bedingungsschema ist in Fig. 1 angeschrieben. 



1) Durch die Betrachtung der Verhältnisse im Unendlichen wurde ich auf 
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Wir können nun samtlichen Bedingungen genügen , indem wir F 
in folgender Form ansetzen: 

•X OD 

F= I dX (da cos Xx • [A^^ (Z, a) gof Xy + A^{X, «) ©in Xy 

+ Ä^{X,a)y ^o\Xy + Ä^{X,a)y ©in Ay]. 

Die Differentialgleichung und die Randbedingungen auf 2; » sind 
dann ohne weiteres erfüllt. Sollen auch die vier Bedingungen auf den 

Bindern y = T « erfüllt sein, so müssen die vier Funktionen Ä^, A^, 

A^y A^ so bestimmt werden, daß 

OD GB 

-^-xarctg-jj-, 

OD 00 

fdX f da COS Xx.[A,(it>\^^ + A,@xn^^ + A,^(io\^ + A,^^^^^ 



P . X 

^ —X arctg 



h ' 



OB » 

fdxjda cos kx . [-A,l®in-~ + A,Xfio\^~ + A, (ßof -^+-^-®m^) 

OD OD 

fdxjda cos Aa; • [^^A ^ixi^ +A,X(lo\^ +A,[(io\^ + ^ ©ill^) 
Die rechten Seiten der beiden ersten Gleichungen können wir zunächst 

P X 

durch —a; arctg , . e~** ersetzen, mit dem Vorbehalt, später Tc gegen 
konvergieren zu lassen. Nach dem Theorem 

OD OD 

f{x) »= - I dX I da cos Xx cos Xaf(a) 



einen Vorzeichenfehler geführt, dei Herrn Sommerfeld bei Aufstellung der ent- 
sprechenden Randbedingung unterlaufen ist. Sein Bedingungsschema entspricht 
dem Falle des in unendlicher Entfernung durch abw&rts gerichtete Kräfte ge- 
haltenen Streifens, der in den Punkten x = 0, y = i - durch zwei nach oben 
wirkende Vertikalkräfte beansprucht wird. 
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können wir dann obige Bedingungen ersetzen durch 

A, (5of ^ - A, @in^ - ^.2 eof^ + ^4 ©in^ 
2i' , .. « ,_*. 



; 



= —5- COS Xci • a arctg-T- • e~ 



A, 6oj^ + ^,@in^ + Ä, l (5o|^ + ^4 ®i«¥ 



x^ 



= -^ COS A« • a arctg r- • e *", 

^,X @in^' + A,k eoj^ + ^s(eo|^ + ^ ©in 4/) 
+ ^4 (®in "2- + -g- ©oj-g-j « -^ cos A« j^snpv • 
Man übersieht leicht, daß 

und Ä^, A^ erhalten dann folgende Werte: 

A,^-^coBka .- ^^ - . 

ffioj— ®t„_ + _ 

, 2P , ),. + ^.«of--Aaarctg^^^e*Stn^ 
^«-.-cosAa j^ ^^ 

eoi — ©tn— + — 

Diese Werte sind in (3) einzuführen, und die gewünschte Spannungs- 
fhnktion ist damit gefunden. Bei Beschränkung auf eine gewisse Um- 
gebung von a; « würde man jedenfalls wieder eine geeignete An- 
näherung und so eine zweite Approximation für die Lösung des 
ursprünglichen Problems ableiten können, die Wiederholung des \'er- 
fahrens würde eine dritte Approximation liefern u. s. f. Auf die Durch- 
führung dieses Ansatzes bin ich nicht eingegangen, da die Reihen- 
methode praktisch doch viel schneller zum Ziele führt. 
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Kleinere Mitteilnngen. 



Neues von der dezimalen WiEkelteilung. 

(Vgl. diese Zeitschrift Bd. 46, S. 484, 485; Bd. 47, S. 266, 492; Bd. 48, S. 186; 

Bd. 49, S. 97, 884.) 

Es geht uns die Nachricht zu, daß am 12. Mai d. J. in Toulouse ein 
Verein zur Verbreitung der dezimalen Methoden gegründet worden ist, mit 
J. de Bej Pailhade, dem bekannten eifrigen Förderer dieser Methoden an 
der Spitze.*) 

Folgende Beschlüsse sind bereits gefaßt worden: 

1. Alle Entschließungen werden dem Vorstand des Bureau international 
des poids et mesures mitgeteilt. 

2. Die Herausgeber von Landkarten sollen aufgefordert werden, auf 
allen neuen Karten neben dem sonst etwa gewählten Gradnetz auch ein 
solches in Dezimalteilung des Viertelskreises anzubringen. 

Ferner ist beschlossen worden, die Hersteller von mathematischen 
Instrumenten mit geteilten Kreisen zu ersuchen, daß sie ihren Vorrat an 
Instrumenten mit alter (sexagesimaler) Teilung allmählich ausgehen lassen 
und in Zukunft ihren Abnehmern Kreise mit neuer Teilung (Zehnteilung 
des Viertelskreises oder rechten Winkels) empfehlen. Die neue Winkelteilung 
wird sich auf diese Weise langsam Bahn brechen, ohne Beunruhigung der 
Oeister imd ohne Schädigung der Fabrikanten. 



BtLclierschan. 



Th. Albrecht. Bestimmung der IittngendifferenB Potsdam — Borkum 
und der Folhöhe auf Station Borkum im Jahre 1904. Veröff. d. 
k. preuß. geod. Instit. Neue Folge Nr. 24. I u. 48 S. 4®. Berlin 1906. 
Die Längenbestimmung Potsdam-Borkum fügt den nordwestlichsten Ver- 
mesflungspunkt der preußischen Triangulation in das mitteleuropäische Längen- 
netz ein. „Ein solcher Anschluß erwies sich besonders aus dem Grunde 
wünschenswert, weil Emden — Borkum den Ausgangspunkt einer Beihe über- 

1) Zweigyereine sollen in den größeren Städten Frankreichs und anderer 
Mliulür gebildet werden. Die Mitglieder bezahlen keinen Beitrag. Wer Mitglied 
werdHn will, hat sich zu wenden an M. le President du Comit^ pour la propagation 
dp« M« thodei d^cimales, Toulouse (18, rue Saint- Jacques). 
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seeischer Kabel bildet und daher die Möglichkeit geschaffen wurde, in 
spftteren Zeiten von da aus weitere Längenbestimmungen mit außerdeutschen 
Stationen ausführen zu können/^ Instrumente und Beobachtungsmethoden 
waren die gleichen, wie sie in den Vorjahren vom Geodätischen Institut 
zur Anwendung gelangten und die sich bei diesen Arbeiten aufs beste be- 
währten. Das Detail ist einschließlich der Beobachter, der Herren Th. Albrecht 
und B. Wanach, identisch mit jenem der wichtigen Längenbestimmung 
Potsdam — Green wich (Vgl. Näheres diese Ztschr. Bd. 54, S. 104); selbst das 
Stemprogramm konnte ungeändert übernommen werden; die Zahl der Abende, 
die sich auf die Zeit zwischen 1904 Juni 10 und Juli 25 verteüt, 
betragt 14. Als erwähnenswerte Daten zählen wir die folgenden auf: 
Stromzeit der 556 km langen Leitung Potsdam — Berlin — Emden — Borkum 
«» 4-0*029; ftlr die ührkorrektion aus einem Stern ergibt sich der mittlere 
Fehler zu ± 0*025 und für ein Abendresultat der Länge kommt ± 0*020 
m. F. zum Vorschein. Das Endergebnis der Längenbestimmung wird schließlich 

Borkum, alter Leuchtturm (Blitzableiter) westlich vom Turm des Geodätischen 

Instituts in Potsdam: 

25"» 35*181 m. F. ± 0*006. 

An dem gi'ößeren der Längenbestimmungs-Instrumente (8.1 cm Ofihung, 
92 cm Brennweite) führte dann Herr Albrecht in Borkum an 5 Abenden 
eine Polhöhenbestimmung nach der Horrebow- Methode aus (Messung einer 
kleinen Höhendifferenz zwischen zwei im Nord- und Südzweig des Meridians 
kurz nacheinander kidminierenden Sternen). Alb recht benutzte 14 Stern- 
paare, deren Deklinationen, soweit sie nicht im neuen A u wer s sehen Funda- 
mental-Katalog vorkommen, in aller Strenge aus dem in den Stemverzeich- 
nissen angehäuften reichlichen Material abgeleitet worden sind. Die 46 einzelnen 
Beobachtungen ergeben als definitive Breite für denselben Punkt, auf den 
sich oben die Länge bezieht: 

(p^ + 53^35'17."94 m. F. ± 0."058. 
Straßburg i. E. Wirtz. 

J. Bausehlnger. Die Bahnbestimmung der HimmelBkörper. Mit 

84 Figuren im Text. XVI u. 653 S. gr. 8®. Leipzig 1906, W. Engel- 
mann. 
Die theoretische Astronomie verfügt nicht eben über zahlreiche voll- 
ständige Lehrbücher der Bahnbestimmung der Himmelskörper. Das Haupt- 
werk war bisher Th. v. Oppolzers „Lehrbuch zur Bahnbestimmung der 
Kometen und Planeten"^), dessen Wert die bequemen Tafelanhänge bedeutend 
erhöhen. Als gleich ausgezeichnet gilt J. C. Watsons „Theoretical astro- 
nomy***), während die vor kurzer Zeit erschienene zweite Auflage von W. 
Klinker fu es' „Theoretischer Astronomie^'') weniger Beifall fand. 

Bei dieser Sachlage verdient das soeben erschienene Werk von J. 
Bauschi nger umsomehr Beachtung, als es einmal aus berufenster Feder 



1) L Bd., 2. Aufl. Leipzig 1882. II. Bd. Leipzig 1880. 

2) Philadelphia 1868. 3) Braunschweig 1899. 



^ %^; Bfichenchan. 

>itniu iti: it»r V^rtL i^t Leiter des Kgl. Astionomischen Recheninstituts in 

'<<*t-Mt to^t ;iaai^r$ett$ Aach insofern über Oppolzer hinausgeht, als es 

>:x*i tAi)i 4u<. K.'at«;c«*ft- and PUnetenhahnen beschränkt, sondern außer 

•i« tv.«.u tov^ü ^Nit^tlicim und Doppeisteme in den Kreis seines Lehr- 

'\r >(vtf '«tfil^.t OL :>i^b««a Haoptstficke^ deren erstes die unerläßlichen 
\ ;*sx<' ^** -wa^ ^^ Sptorik iiad di^ HiUsreehnungen zur Verbesserung der 

V xv».Mv%vt?tt >n r.i^ lfWÄ*c^« tt^nfvr^hob^n seien die Behandlung der Prä- 
. >js:va tftt- \ t.;* x»a iwr A^^niciti-fü, und die eingehende Darstellung, 

^»» .»M i'^- Vk?*-^ • n *r^X':r:: p*a5»nptt doch gerade bei der Verbesserung 
*.>iMMvMt >v»vf '"V^>*.'»:u3^c m^^>»:: Abemdon dem Anfänger nur zu 

'\; *%• .t? r . >-* b^Iioi^ntrische Bew«^iing^ wird eingeleitet durch 
^v.nv.tM» i*r iv-*v?el>chEine, der die B«?pref^ang der Eeplerschen 
<<.%*»^tiita^ t:n i •• 5v*:ir* tc*^7 ^md zwar der Reihe nach für die Ellipse, 
.X '-wftsi u'i^ i.A» Hrperbel. Ein besonderer Abschnitt stellt die Be- 
■♦•x'»»?; * v*Ä.^.> 'Jfc?.-er. Bahnen i Ellipsen oder Hyperbeln) dar, deren Be- 
*.vo.vi..^ >.v^* ij^xxrvÄ s«fhr einfich gestaltet, daß man von der Parabel 
^ .,>j^*.a. n t^ •. K dxt» a^he bei 1 gelegene Exzentzizitit socht Statt der bei 
^ ^ hH.* V t"<»^ ^^-'a: rwh: Ksiuemen Bark ersehen Tafel zur Ermittlung der 
»fc»i.%.i V'vN'A.v^ x*^ vl^r panK^IiM^hen Bewegung liAt der Verf. die von 
*ii'» v'kt*v>v l^*«i w-d Leverrier empfohlene omgekehrte Anordnung 
xvs ,}' ^ .i Jk;;< V»y--*«*^*^«i J^ *^*r log Jf die wahren Anomalien r angibt 

V » . . vv XX * NN- ^xrvl ^la wec?<:::livh g^f ringerer Umfiang erzielt, ohne daß man 
\v» %. ^,5iv;\^ ->..'> Vvx: ^r.büöt. IH? „geozentrische Bewegung** (Teil III) 
Vvw Ki.v v>> v\x**^: Ä^r auf \tie Anweisung zur Ber^dmong einer Ephe- 

^ 4 . .j U'-'* ^v*viv;$ Jk* l.anibertsoben Krummongssatzes« sondern dis- 

^ .< v"xi« v^».v^'v,^•n K*pi:el die M'heinbare Bahn und ihre ausgezeich- 

,..*,* ^>. V vv V*NÄ'^xV,>vh wird das Eintreten eines Doppelpunktes, einer 

V s^ . o •«« ^' ^' ^v'- K*,>wkerfues angegebene Beziehung zwischen Schleife 

\,^^s '- -V; uv,:^x^^s'b.t* und die Grenzkurve 1^ den Zodiakus einer 

\, .1 ,* .wv'* \ ov'vxvilungen kann die Bahnbestimmung (Teil IV) in 

\. . »• ^s -N • ' >'i'* \\v5\l*« An erster Stelle nndet die elliptische Bahn- 

^ .. . . ^ *\ X ,uvx IWlvichtungen ihre Erledigung, die sich wesent- 

, ^ ^^ ,. * . ^ A^^NxV.t\o6l und die Enckescbe Formulierung berück- 

y, .N S *^*.?^ows AM:ilv5e hat eine kurze Darstellung erfahren 

v^ XK s \v^.,5^ VV.xKos Mothivie, durx^h ein Bei^iel erläutert Weiter 

.vv^ o ,* KÄ^^Mnus^^he Fv>mi der Hypotfa^enrechnung durch- 

^. / \VAhw*v^nnu«urg n;it Hilfe der Gibbsschen Formeln 

Nn ,v\x\v >^ •"»'^«^ gx^Vbrt; [bei dieser Gelegenheit sei auf die 

^> »^ >>.V,:^ xx^u J. Frischauf: «Die Gauß-Gibbssche 

\ •.» v\s ,vW'' ^^^ lUhnl^estimmung aui^ vier Beobachtungen 

^ <;^. V.'. |^y^\^)dmol. l^usobinger macht nachdrucklich darauf 

;,f < *Ä ^^.A^v^ uu Vergleich zur Bahnbestimmung aus drei 

* . ^vö'v^s^"'^^^'«' MoTbvxie nur im XotfalU d. h. nur im Aus- 

^^ Vn\^>',v'v g«v.o^.itri>rhe Ortt-r liegen nahe in einem 
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größten Kreis, der durch den mittleren Erdort hindurchgeht) gebrauchen 
dürfe. Einen längeren Abschnitt, als sonst wohl üblich, widmet der 
Verf. den direkten Methoden der Bahnbestimmung. Zunächst dem Ver- 
fahren von J. Glauser, das auf die unmittelbare Auswertung einer 
geozentrischen und einer heliozentrischen Distanz aus nur drei Be- 
obachtungen ausgeht, während die Laplacesche Methode der Bahn- 
bestimmung aus den geozentrischen Polarkoordinaten und deren Differential- 
quotienten zwei Gleichungen zwischen der geozentrischen und heliozentri- 
schen Distanz des Himmelskörpers abzuleiten lehrt. Die Bestimmung der 
Elemente aus den Koordinaten eines Ortes und ihren Geschwindigkeiten 
ist dann rasch erledigt. Eine rechenflüchtigere Umformung hat Laplaces 
Methode durch H. Bruns erfahren. 

Wesentlich geringere Arbeit erfordert die Ermittlung einer parabolischen 
oder parabelnahen Kometenbahn. Von den zahlreichen zu diesem Zwecke 
erdachten Methoden hat heutigen Tages die nach Olbers oder richtiger 
Lambert-Olbers benannte Methode sich allen andern überlegen erwiesen 
und wird daher auch fast ausschließlich angewendet. Als Unbekannte tritt 
in diesem Problem die geozentrische Distanz der ersten Beobachtung auf, 
die durch eine einfache Hypothesenrechnung gefunden wird; die geozentrischen 
Beobachtungen allein legen femer das Verhältnis der dritten und ersten 
geozentrischen Distanz und damit die Bahnelemente fest. Kurz und hinreichend 
wird der sog. Ausnahmefall gelehrt, der dann eintritt, wenn die drei geo- 
zentrisch beobachteten örter des Kometen in einem größten Kreise mit dem 
mittleren Erdort liegen. Ohne Voraussetzung einer Exzentrizität würde in 
diesem Falle eine Bahnbestimmung aus drei Beobachtungen unmöglich sein; 
bei parabolischen Bahnen aber, bei denen nur mehr fünf Elemente ermittelt 
zu werden brauchen, läßt sich auch dann noch das Verhältnis der beiden 
äußeren geozentrischen Distanzen aufstellen. Nachdem hierauf die Berech- 
nung parabelnaher Bahnen und die Bestimmung einer Kreisbahn gelehrt 
worden ist, gibt der Schluß dieses Teiles eine kurz gefaßte Geschichte der 
Bahubestimmung. 

Der V. Teil enthält im ersten Kapitel die Ausgleichungsrechnung (Methode 
der kleinsten Quadrate); die weiteren Abschnitte wenden diese Disziplin 
auf die Bahnverbesserung an, zunächst auf die Bahn Verbesserung durch 
Variation der Elemente, die man bei allen gut beobachteten Himmelskörpern 
zur Bestinunung definitiver Bahnen heranziehen muß. Minder genaue, aber 
in vielen Fällen ausreichende Resultate liefert die Variation der geozen- 
trischen Distanzen. 

Der VI. Teil beschäftigt sich mit der Theorie der speziellen Störungen 
und bringt die mechanische Integration als Vorbereitung. Eingehende 
Darstellung erfährt die Berechnung der speziellen Störungen in den 
Elementen, in den Polarkoordinaten imd in den rechtwinkligen Koordi- 
naten, Methoden, die alle drei je nach der zu untersuchenden Bahn sich 
häufiger Verwertung erfreuen. Ganz besondere Verhältnisse treten bei der 
Stömngsrechnung für Kometen auf; diese Hinunelskörper unterliegen bis- 
weilen in unmittelbarer Nähe der großen Planeten, z. B. des Jupiter, so 
gewaltigen Störungen, daß ihre Berechnung Schwierigkeiten unterliegt, die 
man nach dem Vorgange von Laplace dadurch zu vermindern sucht, daß 
man während des Verweilens des Kometen in der Wirkungssphäre des 
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störenden Planeten diesen als Hauptkörper betrachtet, um den sich der 
Komet in einer meist hyperbolischen Bahn herumschwingt; die Sonne wirkt 
dann nur als störender Körper und nicht selten darf ihr Einfluß noch ver- 
nachlässigt werden. Wichtig und bequem ist für Identitätsuntersuchungen 
zweier Kometen die Tisserandsche Kometeninvariante; man versteht 
darunter einen einfachen Ausdruck, der sich zusammensetzt aus großer 
Halbachse, Parameter und Neigung der Kometenbahn gegen die Jnpitei^ 
bahnebene, und der auch dann konstant bleibt, wenn die Kometenbahn selbst 
während eines Durchganges des Kometen durch die Wirkungssphäre des 
Jupiter eine vollständige Umänderung erfahren hat. Zur Ableitung dieses 
Theorems benutzt der Verf. den von Seeliger gegebenen elementaren 
Beweis. 

Der VU. und letzte 'Teil ist der Bahnbestimmung der Meteore, Sa- 
telliten und Doppelsteme gewidmet. Für Meteorschwärme wird die Bahn- 
bestinunung dadurch erleichtert, daß wir für sie die Parabel als Bahn setzen 
können; die Beobachtung braucht also nur die Richtung der Bewegung des 
Körperchens festzulegen; denn ein Punkt der Bahn ist identisch mit dem. 
Erdort zur Zeit der Wahrnehmung. Allgemeiner noch läßt sich die kos- 
mische Bahn bei Feuerkugeln ableiten, da hier die beobachtete Geschwindig- 
keit ein Kriterium für den Charakter des Kegelschnitts abgibt. Eigen- 
tümlicherweise scheinen die großen und hellen Feuerkugeln hyperbolische 
Bahnen zu bevorzugen. 

Die Bahnbestinunung der Satelliten pflegt man am bequemsten ^ den 
besonderen Verhältnissen Rechnung tragend, in der Weise anzuordnen, daß 
man zunächst aus zwei vollständigen Beobachtungen bei bekannter ümlaufs- 
zeit um den Hauptplaneten eine Kreisbahn ableitet und diese dann auf 
Grund weiterer Beobachtungen differentiell verbessert. Ein verwandtes 
Problem bietet die Bahnbestimmung der Doppelsteme dar. Neben den 
graphischen Lösungen der Aufgabe (K linker fu es, Zwiers) findet die 
rechnerisch heute allgemein verwendete analytische Methode nach Seeliger 
eingehende Darstellung. Außer den direkt zu beobachtenden Doppelstemen 
existieren noch Fixsterne, auf deren Duplizität wir noch bis vor 40 Jahren 
nur aus der Yenlnderlichkeit ihrer scheinbaren eignen Bewegung am Him- 
mel schließen konnten (Sirius, Procyon). Es erwächst daher das Problem, 
aus den absoluten Koordinaten eines Sternes mit veränderlicher Eigen- 
bewegung die Bahn abzuleiten, die er um den Schwerpunkt des aus ihm 
selbst und einem dunkeln Begleiter bestehenden Systems beschreibt. Wie 
die Veränderlichkeit der scheinbaren Bewegung, so deutet auch die Ver- 
änderlichkeit der Geschwindigkeit im Visionsradius, die uns das Spektroskop 
durch die Linienverschiebimg (Dopplersches Prinzip) verrät, auf eine 
Duplizität hin. Auch aus derartigen Beobachtungen kann man, wenn auch 
nicht eindeutig, eine Bahn ableiten (Methoden von Lehmann-Filhes und 
Schwarzschild). 

Die im Vorstehenden versuchte Inhaltsangabe des Werkes soll einen 
fW^ff g«ben von der Reichhaltigkeit und der Klarheit der Anordnung des 
$Mi^ Das Buch ist gleich wertvoll als Studien- wie als Nachschlage- 
nde^: «kttii der Verfasser nimmt allenthalben Rücksicht auf die historische 
^Si^or^'kluag der Lösungen der verschiedenen Probleme und bringt die 
rttrafitsK-tem Nachweise für die Originalabhandlungen. Schließlich sei noch 
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darauf aufmerksam gemacht, daß schon im Jahre 1901 eine direkt zu dem 
Buche gehörende Tafelsammlung ^) erschienen ist, die nach sachlicher und 
typographischer Disposition zu dem hesten gehört, was wir zur Zeit an 
astronomischen Tahellenwerken besitzen. 

Druckfehler: S. 2.H0 Zeile 9 ▼. o. Statt sin C lies cos C. 

„ 697 ,, 2 V. u. „ Rosenberger lies Rosenberg. 

Straßburg i. E. Wirtz, 

Vierstellige logariihmiBOhe und trigonometrisohe Tafeln nebst mathe- 
matischen und naturwissenschaftlichen Hilfstafeln. Für höhere Schulen 
und Privatgebrauch zusammengestellt von Professor Dr. Emil Oreye in 
Itzehoe. Glogau 1901, Karl Flenuning. 
Die Sammlung enthält die Briggsschen Logarithmen der natürlichen 
Zahlen 1 — 10000, die Logaiithmen der trigonometrischen Funktionen von 
Minute zu Minute; femer die Quadrate, Kurven, Quadrat- \mA Kubikwurzeln 
der Zahlen 1 bis 100. Außer den Tafeln der natürlichen Logarithmen der 
Zahlen 1 bis 120 und der natürlichen Werte der trigonometrischen Funktionen 
enthält das Buch noch die meisten der auch sonst üblichen mathematischen 
und natorwissenschaffclichen Hilfstafeln. 

Bei sämtlichen Tafeln sind die Trennungslinien der senkrechten Spalten, 

sowie die durch Aufrundung entstandenen Endziffern in roter Farbe gedruckt, 

was von großem Nachteil fOr die Augen ist. Proportionaltäfelchen fElr die 

Differenzen 1 bis 4 dürften wohl selbst im Schulgebrauch entbehrlich sein. 

Stuttgart P. Werkmeister. 

Henselins BeehentafeL Das große Einmaleins bis 999 mal 999 nebst 
einer Kreisberechnungstabelle. Zweite Auflage. Berlin 1904, C. Begen- 
hardt Geb. JC 6.00. 
Die vorliegende Bechentafel oder besser ProduktentAfel enthält die 
Produkte aller ein-, zwei- und dreistelligen Zahlen mit eben solchen, ist 
also in bezug auf den umfang mit den bekannten Crelleschen Tafeln zu 
vergleichen Diese enthalten jedes Produkt von Zahlen, die kleiner als 1000 
sind, doppelt; die Henselinsche Tafel dagegen enthält jedes Produkt nur 
einmal, was einerseits eine Beduktion der Crelleschen Tafel auf die Hälfte 
bedeutet, andrerseits aber für die Division einen Nachteil mit sich bringt. 
Ein Yorteü gegenüber den Crelleschen und auch andern Produktentafeln 
liegt darin, daß die Produkte nicht in zwei (Crelle) oder gar drei Teile 
(Biem) zerlegt wurden, abgesehen davon, daß die beiden ersten Ziffern — 
wie bei den meisten fünfstelligen Logarithmentafeln — der Übersichtlichkeit 
wegen nicht bei sämtlichen Produkten angegeben sind. 

Ähnlich wie das „Zahlenbuch^^ von C. Cario imd H. C. Schmidt (Aschers- 
leben 1896), das in den Hauptgesichtspunkten mit der Henselinschen Tafel 
übereinstimmt, ist diese mit einem Band-Index versehen, der aber hier ent- 
schieden bequemer ist. Während bei der ersteren das Aufschlagen einer 



1) J. BauBchinger, Tafeln zur theoretischen Astronomie. Mit zwei litho- 
graphierten Tafeln. Gr. 8^ lY und 148 S. Leipzig 1901, W. £ngelmann. 
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bestiinmten Seite beide Hände — jedenfalls die rechte Hand — erfordert, 
läßt sich bei der vorliegenden Tafel ,,mit einem Griff *^ der linken Hand 
die gewünschte Seite aufschlagen, und zwar stets, da die Indexstreifen auf 
der Bück- und Vorderseite bezeichnet sind. 

Ist z. B. das Produkt 231 mal 752 gesucht, so schlägt man mit Hilfe 
des mit j bezeichneten Index die beiden Doppelseiten auf, welche die Pro- 
dukte der Zahlen 200 bis 300 mit den Zahlen 700 bis 800 enthalten. 
Ein Index j ist nicht vorhanden, aus diesem Orunde ist es nötig, daß, 
wenn die Tafel zum Dividieren benutzt werden soll, zur Bestimmung der 
zweiten Indexziffer eine kleine Kopfrechnung der eigentlichen Tafelrechnung 
vorausgeht. Groß ist dieser Übelstand nicht, da allgemein die Bechentafeln 
mehr zum Multiplizieren als zum Dividieren benutzt werden. 

Der Eindruck, den man beim ersten Blick in die Henselinsche Rechen- 
tafel erhält, ist bei dem Zahlengewirr ein — fast möchte man sagen — 
abschreckender; der Grund hierzu liegt einerseits darin, daß unnötig viel 
Ziffern fett gedruckt sind (das Fettdrucken der Endziffern in Zwischen- 
reihen ist sicher wertlos), andrerseits in der nicht ganz glücklichen Wahl 
der Ziffemform. Nachdem die sog. alten englischen Ziffern bei den ge- 
bräuchlichsten Logarithmentafeln sich als äußerst zweckmäßig erwiesen 
haben, wäre zu wünschen, daß sie auch in Tafeln wie der vorliegenden zur 
Anwendung kämen. 

Vermöge ihrer vorteilhaften Anordnung und der dadurch ermöglichten 
einfachen und raschen Handhabung darf man jedoch diese Rechentafel als 
eine der besten Produktentafeln bezeichnen, jedenfalls ist sie dem ihr am 
nächsten stehenden Zahlenbuch von Carlo - Schmidt vorzuziehen. 

Stuttgart. P. Werkmeister. 

IiOgarithmisoh-trigonometriBohe und andre für Beohner nütsliohe 
Tafeln, zunächst für Techniker, sowie für den Schulgebrauch und für 
praktische Rechner überhaupt von weil. Dr. Moritz KfiUmann und 
Professor Dr. Moritz Richard Kflhlmann« 13. vermehrte und ver- 
besserte Auflage. Leipzig 1905, Julius Elinkhardt. Preis ^^ 2.50. 

In der Einleitung findet man unter anderem Angaben über die Ge- 
nauigkeit der den Tafeln entnommenen Werte. 

Tafel I enthält die Briggsschen Logarithmen der natürlichen Zahlen 
von 1 bis 100, 10000 bis 15000 und 1500 bis 10000. 

In Tafel 11 sind die Logarithmen der goniometrischen Funktionen an- 
gegeben; von 0® bis 3® von 10 zu 10 Sekunden, von 3® an von Minute 
zu Minute. Bei dieser Tafel wäre zu wünschen, daß die Gradzahlen durch 
größere Ziffern hervorgehoben würden, um einen rascheren Überblick zu er- 
möglichen. Die „Neuerung", bestehend in der Einfuhrung von negativen 
Kennziffern, dürfte kaum Nachahmung finden; die seitherige Schreibweise 
ist doch bei uns zu sehr in die Rechenpraxis eingedrungen, um zugunsten 
der vorgeschlagenen verlassen zu werden. 

Anhangsweise sind der Tafel II die beiden Hilfstafeln zur gegenseitigen 
Verwandlung von gemeinen und natürlichen Logarithmen beigegeben. 

Tafel ni gibt die natürlichen Werte der goniometrischen Funktionen 
von Minute zu Minute; durch Zusanmienfassen sämtlicher Werte füi* einen 
Grad auf einer Seite erscheint diese Tafel sehr übersichtlich. 
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Die Länge der Kreisbögen (für den Radius l) für einzelne Grade 
(von 0® bis 360®), Minuten und Sekunden sind in Tafel IV ebenfalls auf 
sechs Stellen angegeben. 

Unter V und VI sind Tafeln zur Verwandlung der Minuten und 
Sekunden in Dezimalbrüche des Grades und die Tafel der natürlichen 
Logarithmen einiger Zahlen untergebracht. 

Der Tafel VII können für die Durchmesser 1,0 bis 10,0 und 10 bis 
1000 die Kreisumfänge, Ereisinhalte, Quadrate, Kuben, Quadrat- und Kubik- 
i^vurzeln entnommen werden. 

In VIII und IX findet man Tafeln für barometrische Höhenmessungen 
sowie für Maß- und Gewichtsvergleichungen. Tabellen aus der Zinseszins- und 
Bentenrechnung, Mortalitätstafeln und Tafeln mit einer überaus großen An- 
zahl von Konstanten aus Astronomie, Physik und Chemie beschließen den 
reichen Inhalt des Buch, der ihm zusammen mit dem handlichen Format 
noch weitere Freunde — besonders in Technikerkreisen — gewinnen dürfte. 

Auf einen Übelstand soll jedoch aufinerksam gemacht werden, dem 
vielleicht bei späteren Auflagen — wenigstens bei einigen Tafeln — ab- 
geholfen werden kann. Bei sämtlichen Tafeln sind nämlich fünf und auch 
sechs Ziffern ohne Unterbrechung nebeneinander gedruckt. Das Zusammen- 
ÜEissen der Ziffern in Gruppen zu zwei und drei bezw. drei und drei, wie 
es in den meisten andern Tafelsammlungen üblich ist, würde aber die Über- 
sichtlichkeit der Tafeln wesentlich erhöhen. Bei sechsstelligen Tafeln 
sollte man es jedenfalls nicht unterlassen, eine passende Gruppierung der 
Ziffern vorzunehmen. 

Stuttgart. P. Werkmeister. 

BednkticnBkarven aur Gauß - Foggendorffsohen Spiegelablesung. 

Herausgegeben von Dr. A. Schweitzer. Zürich 1901, E. Speidel 

JL 1.— 
Bezeichnet man bei der Gauß-Poggendorffschen Methode den Abstand 
der Skala vom Spiegel mit d, die Skalenablesung mit s und den ent- 
sprechenden Ausschlags Winkel mit 9, so benützt man zur Bestimmung 

von 9, tg 9> und sin y die bekannten Beihen 

und 8iii| = jL(,_U^',+ ...). 

Bezeichnet man noch mit 5^, s^ und s^ die reduzierten Skalenablesungen, 
80 hat map, um auf diese zu konunen, die Beduktionen 

zu bestimmen. 

Z«itachrlfttlUthem»tika.Ph7iik. 55. Band. 1907. Heft 1/8. 11 
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Die bekanntesten und eingehendsten Bedoktionstabellen dieser Art sind 
die numerischen Tafeln von Dr. P. Gzermak (Berlin 1890). Diese Tafeln 
haben zwei Eingänge, für Skalenabstand und fOr Skalenablesung, und ent- 
halten die Beduküons werte fOr Abstände zwischen 1000 und 4000 mm und 
für Ablesungen zwischen und 500 mm mit InteryaUen von 10 mm (bei 
den größeren Abständen 20 mm). 

Die vorliegenden graphischen Tafeln liefern die drei Reduktionen für 
Bkalenabstände von 1000 bis 2500 mm und fär Skalenablesungen von 50 
bis 600 mm. Die Tafeln sind kartesische Tafeln mit gewöhnlichen Maß- 
stäben; es sind, um den Maßstab der gesuchten Beduküonen ändern zu 
können, nicht diese, sondern die Skalenabstände durch Isoplethen (von 100 
zu 100 mm) dargestellt, so daß von „Reduktionskurven" — im engem 
Sinne — nicht die Rede sein kann. Bei jeder der drei Tafeln sind drei 
Scharen von Isoplethen gezeichnet, entsprechend drei verschiedenen Maß- 
stäben für die Reduktionen, so daß diese auf 0,001 bezw. 0,01 und 0,1 
zu erhalten sind. 

Um bei den gesuchten Reduktionen eine der Größe der Skalenablesungen 
entsprechende Genauigkeit zu erhalten, hätte die Anwendung einer pa.ssen- 
den Anamorphose, z. B. logarithmische Transformation, dieselben Dienste 
geleistet wie die drei Scharen von Isoplethen; es ließen sich dann die 
eigentlichen Reduktionskurven zeichnen, was einige Vorteile mit sich bringen 
würde. 

Für den praktischen Gebrauch müssen die Tafeln durch Hervorheben 
einzelner Linien (oder Flächenstreifen) noch hergerichtet werden. 

Stuttgart. P. Werkmeisteb. 

AbgekÜTBte Miiltiplikations*Bechentafeln für sämtliche Zahlen von 2 
bis 1000. Nebst einem Anhang, enthaltend die Quadratzahlen von 1 bis 
1000. Entworfen und herausgegeben von A. Ernst« Braunschweig 1901, 
Friedrich Vieweg und Sohn. 
Ähnlich wie die Rechentafeln von A. L. Grelle, zerfallen die obigen 
in 998 einzelne Tafeln, von welchen, wie bei Grelle, je zwei auf einer 
Seite, jedoch untereinander, stehen. Jedes dieser Täfelchen, die mit den 
Zahlen (Multiplikatoren) 2 — 1000 überschrieben sind, zerfällt in zwei Teile; 
der eine davon enthält als Eingang die Einer des Multiplikanden, der andere 
die Zehner bzw. Hunderter. Hat man z. B. die Zahl a mit einer drei- 
stelligen Zahl b zu multiplizieren, so entnimmt man dem ersten Teil der 
mit a überschriebenen Tafel das Produkt von a mit dem Einer von b und 
fdgt hierzu das dem zweiten Teil entnommene Produkt von a mit dem 
Zehner und Hunderter von b. 

Da die Rechentafeln von A. L. Grelle, trotz ihres großen Formats und 
ihres hohen Preises, wohl die weiteste Verbreitung gefunden haben, und da 
der Verfasser selbst sie zum Vergleich heranzieht, so sollen sie auch hier 
als Maßstab dienen. 

Außer dem Haupteingang für den Multiplikator, der bei beiden Tafeln 
derselbe ist, besitzt die Grellesche Tafel noch zwei Eingänge, den einen für 
die Hunderter, den andern für die Einer «nd Zehner; die vorliegende Tafel 
dagegen besitzt noch drei getrennte Eingänge für Einer, Zehner und Hun- 
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derter. Wenn man bedenkt, daß durch diese Anordnung der Umfang der 
Grellesohen Tafel auf etwa die Hälfte reduziert ist, so fällt der weitere 
Eingang der Tafel nicht schwer ins Gewicht, yoUends bei der klaren und 
übersichtlichen Form der einzelnen Täfelchen. Bei Grelle kann das Pro- 
dukt einer Zahl mit einer dreistelligen anderen Zahl unmittelbar der Tafel 
entnommen werden, wobei allerdings die beiden letzten Ziffern der letzten 
Spalte rechts entnommen werden müssen, was aber — bei der übersichtlichen 
Gruppierung der horizontalen Reihen — ohne weiteres (jedenfalls ohne 
„LineaP^) geschehen kann, und zwar bei richtiger Anwendung der Tafel 
(kleiner Finger und Zeigefinger der linken Hand!) fehlerlos. Dieser Zu- 
sammensetzung des Produkts aus zwei Teilen entspricht bei der Ernst sehen 
Tafel die Addition des Einer-Produkts zu dem Zehner-(Himderter-)Produkt, 
,,einer so einfachen Operation, wie sie jeder Schüler im Kopf ausführen kann.^ 
Wenn auch die Addition zweier Zahlen im allgemeinen als eine „einfache 
Operation*^ bezeichnet werden kann, so darf man doch nicht vergessen, daß 
sie an Einfachheit verliert, wenn die beiden zu addierenden Zahlen nicht 
direkt untereinander stehen, sondern durch verschiedene Zahlenreihen von- 
einander getrennt sind, wie es hier der Fall ist. Sicher ist die darin lie- 
gende Fehlerquelle bedeutend größer als die mit der Cr eil eschen Einrichtung 
verbundene. Daß die Addition selbst von geübteren Rechnern zuweilen in 
Form einer Nebenrechnung auszuführen ist, wird sich nicht umgehen lassen, 
da sonst von mechanischer Rechenarbeit kaum mehr die Rede sein könnte. 

Ein praktischer Vergleich der beiden Tafeln in bezug auf Schnelligkeit 
in der Handhabung wird schwerlich zu gunsten der Ernst sehen Tafel aus- 
fallen, so daß ein Verdrängen der bewährten Grelle sehen Tafel auch durch 
diese neue Tafel nicht zu erwarten ist. 

Stuttgart. P. Werkmeister. 

Vier* und fünfteilige Logarithmentafeln nebst einigen physikalischen 
Eonstanten. Braunschweig 1904, Fr. Vieweg u. Sohn. JL — .80 

Das Buch ist aus dem Bedürfnis entstanden, für bestimmte Rechnungen 
eine Tafelsammlung zu haben, welche nur die Logarithmen der natürlichen 
Zahlen enthält. Der Inhalt ist demnach folgender: Vierstellige Logarithmen 
der Zahlen 1 bis 1000; fOnf stellige Logarithmen der Zahlen von 1000 bis 
10000; trigonometrische Zahlen und Formeln. Auf den beiden letzten 
Seiten sind in gedrängter Übersicht die wichtigsten physikalischen Kon- 
stanten imtergebracht. 

Zur Vereinfachung der Interpolationsarbeit wurde für die Interpolations- 
tafeln die schon von A. M. Neil (1866) in Anwendung gebrachte An- 
ordnung benützt, die darauf beruht, daß fCbr eine horizontale Reihe die 
Logarithmendifferenz meist konstant ist. Die Proportionalteile, die in andern 
Logarithmentafeln untereinander stehen, sind hier nebeneinander und 
rwar für jede Horizontalreihe angegeben; das Ermitteln der jeweiligen 
Logarithmendifferenz kommt damit in Wegfall. 

In bezug auf Druck und Anordnung im einzelnen kann die Tafel 
empfohlen werden. 

Stuttgart. P. Werkmeister. 

11 • 
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Sechsstellige logarithmisoh-trigonometrisohe Tafeln nebst Hilfstafeln, 
einem Anhang und einer Anweisung zum Gebrauch der Tafeln. Von 
8. Stampfer 9 Professor; neu bearbeitet von Professor £• Dolezal. 
Zwanzigste Auflage. Schulausgabe. Wien 1904, E. Gerolds Sohn. 

Die an den Tafeln vorgenommenen Änderungen beziehen sich haupt^ 
sächlich auf die Form und Gruppierung der Ziffern. Für die Ziffern wurden 
die alten englischen Typen gewählt, die auch bei den fünfstelligen Tafeln 
von F. G. Gauss zur Anwendung gekommen sind. Die Ziffern sind zu je 
dreien gruppiert, wodurch große Übersichtlichkeit erreicht wurde. 

Tafel I enthält die dekadischen Logarithmen der natürlichen Zahlen 
von 1 bis 10000, Tafel IT die dekadischen Logarithmen der trigonometri- 
schen Funktionen; beachtenswert ist, daß die Logarithmen für die Werte 
Yon 0^0' 0" bis 0® 0' 10" von 0,1 zu 0,1 Sekunde angegeben sind, für 
die ersten 6 Minuten von Sekunde zu Sekunde; femer von 5 Minuten bis 
3 Grad von 10 zu 10 Sekunden, von 3 Grad ab von Minute zu Minute. 
Die mit D. 1 *' und D. c. 1 " bezeichneten Spalten enthalten die Logarithmen- 
differenzen für 1 Sekunde; Literpolationstafeln sind nicht beigegeben; die 
bei mehr als fünfstelligen Logarithmentafeln sowieso größere Arbeit bei der 
Literpolation, kann bequem mit dem Rechenschieber ausgeführt werden. In 
Tafel n findet man die natürlichen Werte der trigonometrischen Funktionen 
für die Winkel der ersten Quadranten (von Minute zu Minute), ebenfalls 
auf 6 Dezimalen. Die Tafel IV gibt die Länge der Kreisbogen für den 
Halbmesser 1 für einzelne Grade, Minuten und Sekunden. In Tafel V sind 
die Längen der Sehnen für den Halbmesser von zehn zu zehn Minuten für 
die Winkel von 0® bis 180® zusammengestellt. Die Tafeln VI, VII und VXH 
enthalten die Quadrate der Zahlen 1 bis 1000, die Quadrat- imd Kubik- 
wurzeln aller Zahlen von 1 bis 100 und noch die ersten 6 Potenzen der 
Zahlen von 1 bis 100. 

In einem Anhange sind, außer einer Zusammenstellung der Formeln 
aus Goniometrie, ebener und sphärischer Trigonometrie, eine Anzahl von 
Konstanten aus Mathematik, Astronomie, Geodäsie imd Physik beigegeben. 
Maß- und Münz -Vergleichungstabellen beschließen den reichen Inhalt des 
Buches. 

Stuttgart. - — P. Werkmeister. 

Logarithmiseh-trigonometrisohe Tafeln mit fünf Desimalen. Be- 
arbeitet von Geh. Reg. -Rat Prof. Dr. Th. Albrecht^ Abteilungs- 
vorsteher im Egl. Preuß. Geodätischen Institut. Neunte Auflage. Berlin, 
P. Stankiewicz. 

Obwohl diese fünfstelligen Logarithmentafeln auch für den Sehul- 
g«»krauoh als mustergültig bezeichnet werden müssen, so werden und sollen 
lUi^ Vorteile gegenüber ähnlichen fünfstelligen Tafeln doch hauptsächlich 
il^ill praktischen Rechner dienen. Die praktischen Rechnungen erfordern ab- 
W^H^hik^lud vier-, fünf-, sechs- und siebenstellige Tafeln; aus diesem Grunde 
«Hol^l^ dor Verfasser die Anordnungen der beliebten sechs- und sieben- 
tK^lv^i l^feln von Bremiker auch bei fünfstelligen Tafeln anzuwenden. 

T^tVl l enthält in übersichtlicher Weise die Logarithmen der Zahlen 
s^u ^ ^x UUHH); die Tafel ist nur mit einem Eingang versehen, im 
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Gegensatz zu andern Tafeln mit horizontalem und vertikalem Eingang. Die 
Tafel I enthält noch die Werte S und T zur gegenseitigen Umwandlung 
der Logarithmen des Bogens und des Sinus bezw. der Tangente. Die Ziffern 
der Proportionaltäfelchen sind in dieser Tafel, yne auch in den andern, 
kleiner gehalten als die Ziffern der eigentlichen Tafel werte, wodurch ein 
stärkeres Hervortreten der letzteren erreicht wurde. 

Die Tafeln 11 und III enthalten die Logarithmen der trigonometrischen 
Funktionen, in der Anordnung ganz wie die Tafeln von Bremiker; es sind 
denmach in Tafel IE die Logarithmen der Sinus und Tangenten gegeben 
von 0® bis 3® von Sekunde zu Sekunde, und in Tafel HI die Logarithmen 
der trigonometrischen Funktionen von Minute zu Minute. Mit Rücksicht 
auf astronomische Rechnungen sind die Sekanten imd Eosekanten ebenfalls 
aufgenonmien. 

Tafel IV enthält die Additions- und Subtraktionslogarithmen; auch 
diese Tafel hat nur einen Eingang. Die Anordnung ist so, daß zunächst 
auf mxkd zwanzig Seiten die Werte B = log (.r + l) zu den Argumenten 
ji^loga; angegeben sind, während die beiden letzten Seiten die Werte 

B=^logz - zu den Argumenten C^logrc enthalten; diese Anordnung 

auf den beiden letzten Seiten ermöglicht eine Entnahme von C aus der 
Tafel ohne jede Interpolation. Der Unterschied in der Rechnung mit der 
Größe A und der Größe C liegt nur darin, daß erstere zum Logaiith- 
mus der kleineren, diese dagegen zum Logarithmus der größeren Zahl zu 
addieren ist 

Außer den vier Haupttafeln enthält das Buch noch eine Tafel zur 
Verwandlung der natürlichen Logarithmen in gemeine und umgekehrt, eine 
Tafel zur Verwandlung von Bogenmaß in Zeitmaß; femer eine Quadi*attafel 
der Zahlen von 1 bis 1000 und noch eine Tafel der numerischen Werte der 
trigonometrischen Funktionen. 

In einem Anhange ist eine wertvolle Zusammenstellung der wichtig- 
sten Formeln aus der Goniometrie, der ebenen und sphärischen Trigonometrie, 
der Algebra, der Differentialrechnung imd der Ausgleichungsrechnung ge- 
geben. Noch findet man unter „Konstanten^ nützliche Angaben über oft 
gebrauchte Größen aus der Mathematik, der Geodäsie, der Astronomie und 
der Physik. 

Eine Gruppierung der Ziffern, wie sie z. B. in der F. G. Gaußschen 
Tafel vorgenommen ist, fehlt bei sämtlichen Tafeln. 

Stuttgart. P. Werkmeister. 
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12. JoBDAM, W., Handbuch der Vermessungskunde. HI. Band. Landes- Vermes- 
sung und Glrundaufgaben der Erd-Messung. 6. erweiterte Aufl. bearb. von 
C. Reinhertz. Mit Vorwort v. E. Hammer. Stuttgart, Metzler. JC 15.—. 

18« Kebl, Otto, „Voranschläge" der Genauigkeit beim trigonometrischen Punki- 
einschalten. Diss. Berlin. 

14, LXsKA, W., Lehrbuch der Astronomie u. der mathematischen Geographie, 
2. Aufl. 1. Tl.: Sphärische Astronomie. Für das Selbststudium und zum 
Gebrauche an Lehranstalten. Bremerhaven u. Leipzig, v. Vangerow. 

JC 6. — ; geb, JC 6.—. 

15. Meykbmann, Bb., Vermessung der Umgebung des Orionnebels. (Abh. Ges. 
Wiss. Göttingen, math.-physik. Klasse, Neue Folge, Bd. 4, Nr. 6.) Berlin, 
1906, Weidmann. JC. 8 60. 
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16« PonrcAB^, H., Le9on8 de m^canique is^eete, profesa^ea ä la sorbonne. Tome 
n, !*• purtie. Ddreloppement de la fonciion pertarbatrice. Paris, Gauthiers- 
Villars. Pres 6.—. 

17« RoHXBACH, Kaxl, Sternkarten in gnomonischer Projektion zum Einzeichneu 

Ton Meteorbahnen, Nordlichtstrahlen, Kometenschweifen, leuchtenden Wolken, 

Zodiakallicht und anderen Himmelserscheinungen, zugleich Repetitionsatlas 

f. das Studium der Sternbilder. 3. verm. Aufl. Gotha, Thienemann. JC 1.40. 

S. auch 2, 3, 4, 97. 

Biologie* 

18. Pbabsok, Kabl, A mathematical theory of Bandom Migration. With the assi- 
stance of John Blakerman. London, Dulau. 5 s. 

Dantellende Geometrie. 

19. Barchanek, Klkmehb, Lehr- u. Übungsbuch der darstellenden Geometrie f Ober- 
realschulen. 2te im Sinne des Normallehrplanes gekürzte Auflage. Wien, 
Tempsky. geb. K. 3.20. 

20« Bartlett, G. M., Numerical problems in descriptive geometry, for class and 
drawing room practice. Revised edition. Ann Arbor, Bartlett. Cloth. ^ 0. 60. 

21. Hakdkb, Otto, jun., Die Schnell-Perspektive (Haeder-Perspektive) und Skiz- 
zieren. Für technische Lehranstalten u. zum Selbstunterricht. Duisburg a. Rh. 
Selbstverlag. (Düsseldorf, Schwann.) geb. in Leinw. JC 2. — . 

22« KÖRBKB, Strahlendiagramm zur vereinfachten Herstellung perspektivischer 
Zeichnungen. Zum Gebrauch f. Architekten^ Ingenieure usw. 2. Aufl. Berlin, 
Ernst & Sohn. In Bolle JC 2.—. 

28« LoBiA, GiNo^ Vorlesungen über darstellende Geometrie. Autorisierte, nach dem 

italienischen Manuskript bearbeitete deutsche Ausgabe von Fritz Schütte. 

EIrster Teil: Die Darstellungsmethoden. (Teubners Sammlung, Band XXV, i.) 

Leipzig u. Berlin, Teubner. geb. in Leinw. ^^ 6.80. 

S. auch 66, 96, 103, 104, 107. 

Geometrie. 

24. FouHBBY-, £., Curiosit^s g^om^triques. Paris, Vuibert et Nony. 

S. auch 36. 

Gesehiehte, Biographien. 

2a. Ahbsns, W., Briefwechsel zwischen C. G. J. Jacobi u. M. H. Jacobi. Leipzig, 
Teubner. geb. in Leinw. ^€ 7.50. 

26. Ahbbhs, W., G. G. J. Jacobi als Politiker. Ein Beitrag zu seiner Biographie. 
Leipzig, Teubner. JC 1.20. 

27. Camtob, Moritz, Vorlesungen üb. Geschichte der Mathematik. Erster Band: 
Von den ältesten Zeiten bis zum Jahre 1200 n. Chr. 8. Aufl. Leipzig, 
Teubner. JC 24.—. 

28. Festakt der Universität Basel zur Feier des zweihundertsten Greburtstages 
Leonhard Eulers. Festbericht, erstattet im Auftrage E. E. R«genz der 
Universität von dem Rektor Professor Dr. John Meieb. Basel, Universitäts- 
druckerei. 

29. HsBiMO, Kurt, Das 200jährige Jubiläum der Dampfmaschine 1706—1906. (Ab- 
handl. zur Gesch. der mathem. Wissensch. mit Einschluß ihrer Anwendungen. 
XXm. Heft.) Leipzig. Teubner. JC 1.60. 

SO. SoHULz-EuLSR, S., Leonhard Euler. Ein Lebensbild zu seinem 200. Geburts- 
tage, nach Quellen u. Familienpapieren bearb. Frankfurt a. M., Schulz. 

JC 1.60. 



168 Neue Bücher. 

81« Slaby, A., Otto von Guericke. Fertvortrag, aus Anlaß der Grandsteinlegnng 

des Deutschen Museums zu München gehalten im Witteisbach -Palais am 

13. November 1906. Berlin, Springer. JL — 60. 

82. Wanobbih, A., Franz Neumann u. sein Wirken als Forscher u. Lehrer. C^Die 

Wissenschaft'^ Heft 19.) BraunBchweig, Yieweg u. Sohn. 

JL 6.60, geh in Leinw. JL 6 80. 
Mechanik. 
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84« CnAiif, Rudolf, Schraubenräder mit geradlinigen Eingriffsflächen. Diss. Techn. 

Hochschule Berlin. 
85. DzioBECK, 0., Die Grundlagen der Mechanik. Berlin, Mittler & Sohn. 

JL 6. — ; geb. JL 7.—. 
36. Emch, Abhold, Kinematische Gelenksysteme u. die durch sie erzeugten geo- 
metrischen Transformationen. Mit Anwendungen. Progr. Solothum, Lüthy. 

JL 2.—. 

87. Fblosntbäokr, W., Theorie, Konstruktion u. Gebrauch der feineren Hebel- 
wage. Leipzig u. Berlin, Teubner. geb. in Leinw. JL %, — . 

88. Fischkb, Otto, Kinematik organischer Gelenke. („Die Wissenschaft*' Heft 18.) 
Braunschweig, Vieweg & Sohn. •ÄS. — ; geb. in Leinwand JL ^. — . 

89. FöppL, August, Vorlesungen über technische Mechanik. Fünfter Band: Die 
wichtigsten Lehren der höheren Elastizitätstheorie. Leipzig, Teubner. 

geb. in Leinw. JL 10, — . 

40. Glinzer, E., Kurzes Lehrbuch der Festigkeitslehre f. Baugewerkschule u. Bau- 
praxis. 8., vielfach umgearb. u. verm. Aufl. vom „Grundriß der Festigkeits- 
lehre'^ Leipzig, Degener. 

41. Heun, Karl, Lehrbuch der Mechanik, I. Teil: Kinematik, mit einer Einleitung 
in die elementare Vektorrechnung. (Sammlung Schubert XXXVII.) Leipzig 
1906, Göschen. geb. JL%.^, 

42. L^VT, M., La statique graphique et ses applications auz constructions. 3e ^d. 
Partie I: Principes et applications de statique graphique pure. Paris, Gau- 
thier- Villars. Frs. 22. 

48« LoBSMZ, Hans, Neue Theorie und Berechnung der Kreiselräder, Wasser- und 
Dampfturbinen, Schleuderpumpen u. -Gebläse, Turbokompressoren, Schrauben- 
gebläse u. Schififspropeller. München u. Berlin, Oldenbourg. geb. JL %, — . 

44« Mäoxs, A., Beitrag zur Dynamik der Wirbelstürme. Solothum, Lüthy. JL 2. 

45. Müller -Breslau, Hbimr., Die graphische Statik der Baukonstruktionen. H. Bd. 
1. Abtlg. 4., verm. Aufl. Stuttgart, Kröner. JL \^\ geb. JL 18.—. 

46« ScBLXNK, W., Statik der Raumfachwerke. Leipzig u. Berlin, Teubner. 

geb. JL 9.—. 

47« Seemann, Alfred, Die Müllerschen Schieberdiagramme für Steuerungen ort- 
fester Dampfmaschinen. 2., umgearb. Aufl. München 1906, Ackermann. 

48» Stephan, P., Die technische Mechanik. Elementares Lehrbuch f. mittlere 
maichinentechnische Fachschulen und Hilfsbuch f. Studierende höherer tech- 
niachor Lehranstalten 2. Teil. Festigkeitslehre u. Mechanik der flüssigen u. 
tfaifOnnigtn Körper. Leipzig u. Berlin 1906 Teubner. «^7.—. 

4f« WiTTENEAUER, Fkrd., Aufgaben aus der technischen Mechanik. I. Bd. AU- 
Ktm«d»#r Teil. Berlin, Springer. JL 6.—. 

S. auch 16, 17, 108, 104, 107. 

Physik) Geophysik, physikalische Chemie. 

^ V^^sH»«n hivoRo« La ionizzazione e la ^onvezione elettrica nei gas. (Attua- 
»•\ ^>i^*H«ohf» N. 0^ Bologna, Zanichelli. L. 6. 

vK Cy^»*^ Wun»» rhysikaliache Messungsmethoden. (Sammlung Gtöschen 
\». vk*' ^ \^\\^«^ir« Göschen. geb. JL —.80. 
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62. Bbillouih, Mabcbl, Le90Ds Bur la viscorit^ des liquides et des gaz. l*n partie. 
G^näialitäs. Yiscosit^ des liquides. Paris 1907, Grauthier-Yillars. Frs. 9. 

55. Brüsch, Wha., Die Beleuchtungsarteu der Gegenwart. („Aus Natur u. Gei- 
steswelt'', 108. Bändchen.) Leipzig 1906, Teubner. JC 1. — ] geb. JC 1.26. 
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65. Chapfdis, James et Bbbobt, Alphonsk, Lebens de Physique g^n^rale. Cours 
professd k r^cole centrale des Arts et Manufactures. 2* ^d. enti^rement re- 
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Paris, Gauthier- Villars. Frs. 12.—. 

99. Emden, B., Graskugeln. Anwendungen der mechanischen Wärmetheorie auf 
kosmologische u. meteorologische Probleme. Leipzig u. Berlin, Teubner. 
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Physik. 2. Tl. 2. Heft. Leipzig, Teubner. .Ä 8 — . 

— . dasselbe 1. Tl. 4. Heft. Ebd. JC 3.60. 

61. Fhommel, Wilhelm, BadioaktiTität. (Sammlung Göschen Nr. 817.) Leipzig, 
Göschen. geb. M. —.80. 

6S. Gehecke, E., Die Anwendung der Literferenzen in der Spektroskopie und 
Metrologie. („Die Wissenschaft" Heft 17.) Braunschweig, Vieweg & Sohn. 

^^ 6.60; geb. in Leinwand ^t( 6.20. 

68. Gbastz, L., Die Elektrizität u. ihre Anwendungen. 13. u. 14. Aufl. Stutt- 
gart, Engelhom. geb. in Leinw. ^8.—. 

64« Gbotthus, Theodor von, Abhandlungen über Elektrizität und Licht. (Ostwalds 
Klassiker Nr. 162.) Hrg. v. B. Luther und A. v. Ottingen. Leipzig 1906, 
Engelmann. geb. .fC 8. — . 

65. Handbuch der Physik 2. Aufl. Hrsg. y. A. Winkelmann. Leipzig, Barth. 

L Bd. 1. Hälfte. Allgemeine Physik. JC 17.—. 

m. Bd. 2. Hälfte Wärme. JC 20 — . 

M. Haetwio, Th., Das Stereoskop u. seine Anwendungen. („Aus Natur u. Geistes- 
welt" 185. Bändchen.) Leipzig, Teubner. UK 1. — ; geb. J{. 1.26. 

67« Heckes, 0., Beobachtungen an Horizontalpendeln über die Deformation des 
Erdkörpers unter dem Einfluß von Sonne u. Mond. (Veröffentlichg. des EgL 
preuß. geodät. Listituts. Neue Folge Nr. 82.) Berlin, Stankiewicz. 

68. Köre, Abthcb, Elektrische Femphotographie und Ähnliches. 2. Aufl. Leipzig, 
HirzeL JC 2.—. 

69. Eeacss, Fettz, Die Thermodynamik d. Dampfmaschinen. Berlin, Springer. JCS. — . 

70. KuEXEN, J. P., Die Zustandsgieichung der Gase u. Flüssigkeiten u. die Kon- 
tinuitätstheorie. („Die Wissenschaft'' Heft 20.) Braunschweig, Vieweg & Sohn. 

.It 6.60, geb. M. 7.10. 

71. KüEz, Jacob, Theoretische Physik auf mechanischer Grundlage. Stuttgart, 
Enke. JC 12.—. 

72» Lame, Horacb, Lehrbuch der Hydrodynamik. Deutsche autorisierte Ausgabe 
(nach der 8. englischen Auflage) besorgt ▼. Johannes Friede L (Teubners 
Sammlung Bd. XXVI.) Leipzig u. Berlin, Teubner. 
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78* Lehmaitv, 0., Die scheinbar lebenden Eristalle. Anleitung znr Demonstration 
ihrer Eigenschaften sowie ihrer Beziehungen zu anderen flüssigen u. zu den 
festen Kristallen, in Form eines Dreigesprächs. Eßlingen, Schreiber. 

In Leinw. kart. JL 2.20. 

74» LoMXEL, E. T., Lehrbuch der Experimentalphysik. 12. u. 13., neubearb. Aufl., 
hrsg. V. Walt. König. Leipzig, Barth. ./d 6.60; geb. in Leinw. JL 7.60. 

75« Mahler, 6., Physikalische Formelsammlung. (Sammlung Göschen Nr. 136.) 
Leipzig, Göschen. geb. JL — .80. 

76« Meyerhoffer, W., Gleichgewichte der Stereomeren. Mit einem Begleitwort 
von J. H. vanH Hoff. Leipzig u. Berlin 1906, Teubner, Ji 2.40. 

77. MiE, Gustav, Moleküle, Atome, Weltather. („Aus Natur u. Geisteswelf*, 
R8. Bandchen.) 2. Aufl. Leipzig, Teubner. JC\. — \ geb. ^K 1.26. 

78. MoHiüNDo, Ezio, Princip! di termodinamica grafica. Torino. L. 3. 

79. MILLER -PouiLT.ET, Lohrbuch der Physik und Meteorologie. 10., umgearb. u. 
verm. Aufl., hrsg. v. Leop. Pfaundler. In 4 Bänden. 2. Bd. 1. Abt. 3. Buch. 
Die Lehre v. der strahlenden Energie (Optik). Von Otto Lummer. Braun- 
schweig, Vieweg & Sohn. Jt Xh — 

80. PicTBT, Raoul, Die Entwicklung der Theorieen u. der Yerfahrungsweisen bei 
der Herstellung der flüssigen Luft. Weimar, Steinert. JL 1.80; geb. JL 2.30. 

81. PoiNCARi<^ LuciEN, Tho new Physics and its evolution. (International Scientific 
Series.) London, Paul. 6 s. 

82. PoYNTiNO, J. H., and Thomson, J. J., A textbook of Physics. Properties of 
Matter. 4th ed., carefully revised. London, Griffin. 10 s. 6 d. 

88. KioHi, AuousTo, La modema teoria dei fenomeni fisici (radioattivitä, ioni, 
elettroni). 8* edizione considerevolmente ampliata. (Attualitä scientifiche 
N. 3.) Bologna, Zanichelli. L. 5. 

84. — , Suir ipotesi della natura elettrica e della materia: lezione inaugurale 
(12 aprile 1907). L. 2. 

85. RioHi, A. u. Dessau, B., Die Telegraphie ohne Draht. 2. vervollst. Aufl. 
Braunschweig, Vieweg & Sohn. JL 16; geb. JL 16.50. 

86. Schacht, Johannes, Zur Energielehre im physikalischen Unterricht. Progr. 4. 
Realschule Berlin, Weidmann. JL 1. — . 

87. Schuster, Arthur, Einführung in die theoretische Optik. Autorisierte deutsche 
Ausgabe, übersetzt von Heinrich Konen. Leipzig u. Berlin, Teubner. 

geb. JL 18.—. 

88. Strehl, Karl, Einführung in die beugungstheoretische Optik. Berlin, Central- 
Zeitg. f. Optik u. Mechanik. JL — .60. 

89. TöPLER, Aug., Beobachtungen nach einer neuen optischen Methode. (Ostwalds 
Klassiker Nr. 167.) Hrsg. v. A. Wittin g. Leipzig 1906, Engelmann. 

geb. .^ 1.60. 

90. — , Beobachtungen nach der Schlierenmethode. (Ostwalds Klassiker Nr. 168.) 
Hrsg. V. A. Witting. Leipzig 1906, Engelmann. geb. JL 3. 

91. Vater, Rich., Einführung in die Theorie u. den Bau der neueren Wärmekraft- 
maschinen (Gasmaschinen). („Aus Natur und Geisteswelt", 21. Bändchen.) 
2. Aufl. Leipzig 1906, Teubner. Jt 1. — ; geb. JL 1.26. 

92. Weyrauch, Jakob J., Grundriß der Wärmetheorie. Mit zahlreichen Beispielen 
und Anwendungen. Nach Vorträgen an der Kgl. Technischen Hochschule in 
Stuttgart. Zweite Hälfte. Stuttgart, Wittwer. JL 16.—. 

S. auch 3, 6, 37, 44, 101, 102, 107. 

Tersicherungginathematik. 

98. Broogi, U., Trait^ des assurances sur la vie, avec d^veloppements sur le cal- 
cul des probabilit^s. Traduit de Tltalien par S. Lattös. Avec une pr^face 
(io M. Achard. Paris, Hermann. Fra. 7.60. 
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Tafeln, Reehen -Apparate und -Maschinen. 

M» BuBEAu, Carl, Tafeln der Funktionen Cosinus und Sinus mit den natürlichen 
sowohl reellen als rein imaginären Zahlen als Argument (Kreis- u. Hjperbel- 
funktionen). Berlin, Reimer. geb. JL 4. 

95. Laska, W., u. ÜLKowsKif F., Atlas der Nomographie — Collection de Nomo- 
grammes. I. Blatt. Lemberg 1906, (Wissenschafbl. Antiquariat). Ji Z. — . 

96« RicHTBB, 0., Dreistellige logarithmische u. trigonometrische Tafeln. Leipzig, 
u. Berlin, Teubner. .^ä: — .20. 

97* Seiffsbt, 0., Vierstellige polygonometrische Tafeln zur Berechnung u. Siche- 
rung der Koordinatenunterschiede mit der Rechenmaschine. Braunschweig, 
Vieweg k Sohn. JL 2 50. 

98. Ullrich, E., Der Rechenstab in der Textilindustrie. Wien, Deuticke. JL 1 . 20. 

99. ZiMMEBiiANK, H. , Rechentafel nebst Sammlung häufig gebrauchter Zahlen- 
werte. 6. Aufl. Berlin, Ernst & Sohn. geb. in Leinw. JL 5. — . 

Terschiedenes. 

100. Auerbach, Felix, Das Zeißwerk und die Karl-Zeiß-Stifliung in Jena, ihre 
wissenschaftliche, technische u. soziale Entwicklung u. Bedeutung, für weitere 
Kreise dargestellt. 3., verm. Aufl. Jena, Fischer. JL 2.40; geb. JL 8. — . 

101. BouAssE, H., Bases physiques de la musique. (Scientia No. 28.) Paris, Gau- 
thier- Villars. • Fr. 2. 

102. Haoenbach, Auo., Die Stellung der Physik zu den Naturwissenschaften und 
der Technik. Leipzig u. Berlin, Teubner. JL — .80. 

108. Marc, Ludw., Aufgaben aus der höheren Mathematik, technischen Mechanik 
u. darstellenden Geometrie, welche bei der Vorprüfung für Bau-, Maschinen-, 
Elektro-, Kultur- u. Vermessungs- Ingenieure sowie Architekten an der Kgl. 
technischen Hochschule zu München vom J. 1901 ab gestellt worden sind. 
München, Lachner. JL 2.—. 

104. Marc, L., u. Koch, K., Lösungen zu den Aufgaben aus der höheren Mathe- 
matik, technischen Mechanik u. darstellenden Geometrie, f. Bau-, Maschinen-, 
Elektro-, Kultur- und Vermessungs-Ingenieure sowie Architekten. München, 
Lachner. JL ^. — . 

105. RioLLOT, J., Les carr(^s magiques, contribution ä leur etude. Paris, Gauthier- 
Villars. Fr. 6. 

106. Schubert, Hermann, Mathematische Mußestunden. Eine Sammlung Ton Ge- 
duldspielen, Kunststücken u. Unterhaltungsaufgaben mathematischer Natur. 
Große Ausgabe. 3. Aufl. I. Bd. Zahl -Probleme. Leipzig, Göschen. 

geb. JL 4.—. 

107. Werer, H., und Wellstein, J., Enzyklopädie der Elementar-Mathematik. Ein 
Handbuch f. Lehrer u. Studierende. HI: Angewandte Elementar-Mathematik. 
Leipzig, Teubner. geb. JL 14. — . 

108. Weinstein, B., Die philosophischen Grundlagen der Wissenschaften. Vor- 
lesungen gehalten an der Universität Berlin. Leipzig u. Berlin, Teubner, 

geb. in Leinw. ^H, 8. 

Eingelaufene Scliriften. 

[In dieser Abteilung werden alle eingelaufenen Schriften regelmäßig aufgeführt. 
Die Besprechung geeigneter Schriften bleibt vorbehalten. Rücksendung findet 

nicht statt.] 

i>'Ai>H]^AR, R., Les ^quations auz d^riv^es partielles ä caractäristiques reelles. 

(Scientia 29.) Paris, Gauthier- Villars. cartonn^ Frs. 2. — . 

Ahrens, W., Briefwechsel zwischen C. G. J. Jacobi und M. H. Jacobi. Leipzig, 

Teubner. geb. in Leinw. JL 7.60. 
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Ahrkms, W., C. G. J. Jacobi als Politiker. Leipzig, Teubner. Jt 1.20. 

Amaduzzi, L., La ionizzazione e la conyezione elettrica nei gas, s. N. B. (,,Neue 
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Bachmann, Fr., und Kanniko, R., Rechenbuch für höhere M&dchenschulen. 8. Heft. 

6. Schuljahr. Leipzig, Freytag. geb. JC — .70. 

Bahrdt, W., Physikalische Messnngsmethoden, s. N. B. 61. 
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BouASBE, H., Bases physiques de la musique, s. N. B. 101. 
Brillouix, M., Le9onB sur la viscositä, s. N. B. 62. 
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Brüsch, W., Die Beleuchtungsarten der Gegenwart, s. N. B. 58. 
Bryan, G. H., Thermodynamics, s. N. B. 64. 

Burkhardt, Heinrich, Vorlesungen über die Elemente der Differential- u. Integral- 
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Leipzig, Teubner. 
BuRRAu, C, Tafeln der Funktionen Cosinus u. Sinus, s. N. B. 94. 
Cantor, M., Geschichte der Mathematik, I, s. N. B. 27. 
Cappu^leri, A., Ausgleichungsrechnung, s. N. B. 2. 
Chandler, G. H., Elements of the infinitesimal calculus. 8*^ ed., rewritten. New York, 

Wiley & Sons. aoth. #2.—. 

Chappuis, J. et Berget, A., Le^ons de physique g^n^rale. T. I, s. N. B. 56. 
Crain, R., Schraubenräder, s. N. B. 84. 
Crantz, P., Arithmetik und Algebra zum Selbstunterricht. L („Aus Natur u. 

Geisteswelt", 120. Bündchen.) Leipzig 1906, Teubner. JL\,—.\ geb. M 1.26. 
CzuBER, Emanukl, Vorlesungen über Differential- u. Integralrechnung. 2. Band. 

Zweite, sorgfältig durchgesehene Aufl. Leipzig 1906, Teubnbr. geb. JL 12.—. 
DoNLE, W., Experimentalphysik, s. N. B. 67. 
DuHEM, P., Recherches sur Telasticite, s. N. B. 68. 
DuRiiGB, H., Elemente der Theorie der Funktionen einer komplexen veränderlichen 

Größe. In 6. Aufl. neu bearb. v. Ludwig Maurer. Leipzig, Teubner. 

geb. in Leinw. JL 10. — . 
DzioBEK, 0., Mechanik, s. N. B. 36. 
EaoERT, 0., Geodäsie, 6. N. B. 7. 
Emden, R., Gaskugeln, s. N. B. 69. 
Enriques, Federioo, Fragen der Elementargeometrie. Deutsche Ausgabe von 

Hermann Fleischer. II. Teil: Die geometrischen Aufgaben, ihre Lösung und 

Lösbarkeit. Leipzig, Teubner. geb. in Leinw. JL^, — . 

Die Enthüllungsfeier des Hauck-Denkmals in der Halle des Hauptgebäudes der 

Technischen Hochschule zu Berlin am 14. Nov. 1906. Mit einem Bilde des 

Denkmals. Leipzig 1906, Teubner. 
Fbloenträoer, W., Feinere Hebelwage, s. N. B. 87. 
Fenkner, Hugo, Lehrbuch der Geometrie f den Unterricht an höheren Lehranstalten. 

Mit e. Vorwort v. Krumme. In 2 Tln. 1. Teil. Ebene Geometrie. 6. verb. 

u. verm. Aufl. Berlin, Salle. JL 2.20. 



Eingelaufene Schriften. 173 

Festakt der Universität Basel znr Feier des zweihundertsten Geburtstages 
Leonhard Eulers. Festbericht, erstattet im Auftrage E. E. Regenz der 
Universität von dem Rektor Professor Dr. John Meier. Basel, Universitäte- 
buchdruckerei. 

FiscHSB, E. T., Vorschläge zur Hochschulausbildung der Lehramtskandidaten f. 
Physik. (Sonderabdruck aus: Natur u. Schule, VI. Bd.) Leipzig u. Berlin, 
Teubner. JC — 80. 

FiscHBR, 0., Kinematik organischer Gelenke, s. N. B. 88. 

FöppL, A., Technische Mechanik, V, s. N. B. 89. 

FoüBRST, E., Curiositäs g^om^triques, s. N. B. 24. 

Fbommsl, W., Radioaktivität, s. N. B. 61. 

Gaulk, A., Geodäsie, s. N. B. 8. 

Gauss, C. Fr., Werke, VII, s. N. B. 9. 

Gbhscke, E., Die Anwendung der Interferenzen . . ., s. N. B. 62. 

GuHZBR, E., Festigkeitslehre, s. N. B. 40. 

GoLDscHxiD, RuD., Der Richtungsbegriff u. seine Bedeutung f. die Philosophie. 
(Sonderabdruck aus Ostwalds Annalen der Naturphilosophie, 6. Band.) Leipzig, 
Veit & Co. 

Gbotthüss, Th. V., Abhandlungen üb. Elektrizität u. Licht, s. N. B. 64. 

Haxdkb, 0., Schnell-Perspektive u. Skizzieren, s. N. B. 21. 

Haoeitbach, Aug., Die Stellung der Physik zu den Naturwissenschaften u. der 
Technik. Leipzig n. Berlin, Teubner. .^ — .80. 

Haicmeb, E., Lehr- und Handbuch der ebenen und sphärischen Trigonometrie. Zum 
Gebrauch beim Selbstunterricht u. in Schulen besonders als Vorbereitung auf 
Geodäsie u. sphärische Astronomie. 8. erweiterte Auflage. Stuttgart, Metzler. 

JC 10.60. 

Haxkbl, Hbbbcann, Untersuchungen über die unendlich oft oszillierenden und un- 
stetigen Funktionen. (Ostwalds Klassiker Nr. 153.) Hrg. v. Philip E. B. Jourdain. 
Leipzig 1905, Engelmann. geb. JC 1.80. 

Habtwio, Th., Das Stereoskop . . ., s. N. B. 66. 

Hbgkbb, 0., Beobachtungen an Horizontalpendeln . . ., s. N. B. 67. 

Hbckbb, 0., Seismometrische Beobachtungen in Potsdam in der Zeit vom 1. Januar 
bis 81. Dezember 1906. (Veröffentlichung des Kgl. preuß. geodät. Institutes. 
Neue Folge Nr. 80.) Berlin, Stankiewicz' Buchdruckerei. 

Hbibbbo, J. L., und Zbuthbn, H. G., Eine neue Schrift des Archimedes. (Sonder- 
abdmck aus: Bibliotheca mathematica (8) 7.) Leipzig, Teubner. 

HnumifAVH-DiBKifAKir, Lehr- und Obungsbuch für den Unterricht in der Algebra 
an den höheren Schulen, neu bearbeitet von Karl Enops. I. Teil. 12. Aufl. 
Essen, Bädeker. geb. in Leinw. JC 2.25. 

Hblmbbt, f. R., Die Ausgleichungsrechnung nach der Methode der kleinsten 
Quadrate, s. N. B. 8. 

HBinnoBB, Eabl Amton, Chemisch-aiialytisches Praktikum, als Leitfaden bei den 
Arbeiten im chemischen Schullaboratorium, Ausgabe A. 2., teilweise um- 
gearbeitete Aufl. Braunschweig, Vieweg & Sohn. JC 1.50; geb. JC 2, — . 

dasaelbe, Ausgabe B. 2., völlig umgearbeitete Auflage. Ebenda. 

JC 1.50, geb. JC 2.—. 

Hbbino, E., Das 200-jährige Jubiläum der Dampfmaschine, s. N. B. 29. 

Hbssb, Otto, Vorlesungen aus der analytischen Geometrie der geraden Linie, des 
Punktes und des Ereises in der Ebene. 4. Auflage, revidiert und ergänzt yon 
S. Gundelfinger. Leipzig 1906, Teubner. geb. JC B.—. 

Hbub, E., Mechanik, I, s. N. B. 41. 

Ho6bvas, Fbanz, Lehr- und Übungsbuch der Arithmetik f&r die unteren Elassen 
der Gymnasien und verwandten Lehranstalten. 6. Aufl. Wien 1906, Tempsky. 

E. 1.60; geb. E. 2.10. 
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HöHM, Ferdinand, Geometrische Anschauungslehre für die I. bis lY. Klasse der 
Madchen -Lyzeen. I. und II. Wien, Tempsky. I. Teil I K., n. Teil 80 h. 

HoLZMüixEB, G., Elementare kosmische Betrachtungen über d. Sonnensystem, s.N.B. 11. 

Jackson, Lambert Lincoln, The educational significance of sixteenth Century 
Arithmetic from the point of view of the present time. (Contributions to 
Education No. 8.) New York, 1906, Teachers College, Columbia üniversity. 

Jacobi, C. G. J., Neue Methode zur Litegration partieller Differentialgleichung 
erster Ordnung zwischen irgend einer Anzahl von Veränderlichen. Hrsg. von 
G. Eowalewski. (Ostwalds Klassiker Nr. 156.) Leipzig 1906, Engelmann. 

geb. JC l.—. 

Jordan, W., Handbuch der Vermessungskunde. IH. 5. Aufl., s. N. B. 12. 

Junker, Fr., Höhere Analysis. 1. Tl. Differentialrechnung. (Sammlung Göschen 
Nr. 87.) 3., verbesserte Aufl. Leipzig 1906, Göschen. geb. JC — .80. 

Kerl, 0., „Voranschläge" der Genauigkeit beim trigonometrischen Punkteinschalten. 
Diss. Berlin. 

Klein, F., Vorträge über den mathematischen Unterricht an den höheren Schulen, 
bearbeitet von Rud. Schimmack. Teil 1, Von der Organisation des mathe- 
matischen Unterrichts. Leipzig, Teubner. 

Koppe -DiEKMANN, Geometrie zum (Gebrauche an höheren Unterrichtsanstalten. Ausgabe 

für Reallehranstalten. IlL Teil. S. Aufl. bearb. von Karl Knops. Essen, Bädeker. 

JC 8 20 
Korn, A., Elektrische Femphotographie, 2. Auflage, s. N. B. 68. 

KüBLER, J., Das Gleichgevrichtsverhältnis der Materie zum Weltraum und die 
dadurch bedingte stufenweise Entwicklung. Vortrag, gehalten in der 78. Ver- 
sammlung Deutscher Naturforscher und Ärzte in Stuttgart 1906. Leipzig 1906, 
Teubner. JC 1.—. 

KuENEN, J. F., Die Zustandsgleichung der Gase und Flüssigkeiten . . ., s. N. B. 70. 

Kuhn, Fr., Fragen und Aufgaben aus dem Anfangskapitel der Planimetrie. München 
und Berlin 1906, Ackermann. 

KüNz, J., Theoretische Physik . . ., s. N. B. 71. 

Lamb, H., Lehrbuch der Hydrodynamik, s. N. B. 72. 

Lanner, Alois, Neuere Darstellungen der Gnmdprobleme der reinen Mathematik 
im Bereiche der Mittelschulen. Berlin 1907, SaUe. JC S. — . 

LisKA, W., Lehrbuch der Astronomie und mathematischen Geographie, I, s. N. B. 14. 

Leon, Alpons, Die erste italienische Weltausstellung, ihr Schauplatz und ihre Vor- 
geschichte. Wien, Holder. 

Leon, A., Ober das elastische Gleichgewicht derjenigen gleichmäßig sich drehenden 
Drehungskörper, deren Hauptspannimgsrichtungen die Koordinatenrichtungen 
sind. (Aus den Sitzungsber. der kaiserl. Ak. der Wiss. Wien, Nov. 1906.) 
Wien 1906, Holder. 

Lesser, Oskar, Die Entwicklung des Funktionsbegriffes und die Pflege des funktio- 
nalen Denkens im Mathematikunterricht unserer höheren Schulen. (Sonder- 
abdruck aus der Festschrifk zur 50- Jahrfeier der Klinger- Oberrealschule zu 
Frankfurt a. M. 1907). Frankfurt a. M., Knauer. JC 1.80. 

Lorenz, H., Neue Theorie und Berechnung der £[reiselräder, s. N. B. 43. 

LoRiA, GiNo, Verlesungen über darstellende Geometrie, s. N. B. 28. 

Mahlbr, G., Physikalische Formelsammlung, s. N. B. 75. 

Maillet, Edmond, Introduction ä. la thdorie des nombres transcendants et des 
propri^t^s arithmötiques des fonctions. Paris, Gauthier -Villars. Frs. 12.—. 

Mair, David, A school course of Mathematics. Oxford, Clarendon Press. 8 s. 6 d. 

Malina, Franz, Über Stembahnen und Kurven mit mehreren Brennpunkten. Wien, 
Seidel & Sohn. UK 1.— . 

Massau, J., Discours sur les ballons dirigeables suivi d^une note sur Taviation. 
(Eztrait des Ann. de 1' Ass. des Ing. sortis des flcoles speciales de Grand (3) 
2, p. 357.) Mons 1904. 
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Massau, J., Note sur les piäces charg^es de bont. (Extrait des Ann. des TAss. 
des Ing. sortis des Ecoles speciales de Gand t. 3 (1904), 3* fasc.) Mona 1906. 

Mktsb, iC, Naturlehre (Physik und Chemie) für höhere Mädchenschulen, Lehrerinnen- 
Seminare und Mittelschulen. 4., verb. und verm. Auflage. Leipzig 1906, Freytag. 

geb. JC 2.20. 

Mbteb, Rudolf, Kleines mathematisches Wörterbuch in 2 Teilen. L Russisch-Deutsch, 
n. Deutsch-Russisch. Dorpart 1906, Schledt. 

MsTEEHOFFfiR, W., Glcichgewichte der Stereomeren, s. N. B. 76. 

MsTXRMANN, Br.. Ycrmessung der Umgebung des Orionnebels, s. N. B. 16. 

Mir, G., Moleküle, Atome, Weltather, s. N. B. 77. 

Minkowski, Hbruamn, Diophantische Approximationen, eine Einführung in die Zahlen- 
theorie. (Mathematische Vorlesungen an der Universität Göttingen : ü.) Leipzig, 
Teubner. geb. in Leinw. Jt 8. — . 

MÜI.LEB, Heinrich, Einführung in die Differential- und Integralrechnung. Zum 
Gebrauch an höheren Schulen. Leipzig und Berlin, Teubner. kart. JC 1.20. 

Na.fraykik, Franz, Vollständig gelöste Maturitätsaufgaben aus der Mathematik. 
Für Schüler der obersten Klassen an Realschulen und Gymnasien, sowie zum 
Selbststudium. Wien und Leipzig, Deuticke. 

NiuEN, Niels, Theorie des Integrallogarithmus und verwandter Transzendenten. 
Leipzig 1906, Teubner. M 3.60. 

Nusi., Fr. et Fric, Josef Jan, Deuxi^me ^tude sur Tappareil circumzänithal. (Bull, 
international de TAcad. des sc. de Boheme, 1906.) Prag 1906. 

Osgood, W. F., Lehrbuch der Funktionentheorie. (Teubners Sammlung Bd. XX : 1.) 
I 2. Leipzig, Teubner. JL 7.60. 

Petronievics, Branislav, Die typischen Geometrien und das unendliche. Heidelbergs 
Winter. *Ä 8.— . 

PicARD, £milk, et SmART, Georoes, Theorie des fonctions alg^briques de deux 
variables indäpendantes. T. 11. Paris, Gau thier- Villars. Frs. 18.—. 

PoncAR^, H., Le9ons de möcanique Celeste, s. N. B. 16. 

Pollack, Walter, Über die philosophischen Grundlagen der wissenschaftlichen 
Forschung, als Beitrag zu einer Methodenpolitik. Berlin, Dümmler. 

JL 2.50; geb. Ji 8.50. 

Richert, Paul, Die ganzen rationalen Funktionen der ersten drei Grade und ihre 
Kurven. Exponentialreihen höherer Grade. Progr. 3. Realschule Berlin. Berlin^ 
Weidmann. JC 1.—. 

Richter, 0., Dreistellige logarithmische und trigonometrische Tafeln, s. N. B. 96. 

RioHi, A., La modema teoria dei fenomini fisici, s. N. B. 83. 

Riollot, J., Les car^es magiques, s. N. B. 105. 

Rohrbach, C, Sternkarten in gnomonischer Projektion, s. N. B. 17. 

Salmon, George, Analytische Geometrie der Kegelschnitte, mit besonderer Berück- 
sichtigung der neueren Methoden. Frei bearbeitet von Wilhelm Fiedler. 
7. Auflage. 1. Teil. Leipzig, Teubner. geb. in Leinw. JL 10.—. 

Schacht, J., Zur Energielehre im physikalischen Unterricht, s. N. B. 86. 

Schafheitlik , Paul, Synthetische Geometrie der Kegelschnitte, fiir die Prima 
höherer Lehranstalten bearbeitet. Leipzig und Berlin, Teubner. geb. JL 1 . 80. 

Scheele, Fritz, Über die Dandelinschen Kugeln. Progr. 10. Realschule Berlin. Berlin, 
Weidmann. JL 10.—, 

ScBLiHK, W., Statik der Raumfach werke, s. N. B. 46. 
Schubert, H., Mathematische Mußestunden, s. N. B. 106. 

Schubret, Hermann, und Schuhfelick, Adolf, Arithmetik für Gymnasien. Zugleich 
fünfte Auflage von Schuberts Sammlung von Aufgaben usw. 1. Heft: Für 
mittlere Klassen. Leipzig, Göschen. brosch. JL 1.80; geb. JL 2.25. 

Ausgewählte Resultate zur Arithmetik für Gymnasien. Erstes Heft. Ebenda. 

JC —.60. 
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ScBÜLKE, A., Differential- und Integralrechnung im Unterricht. Leipzig und Berlin, 
Teubner. UK 1.— . 

Schuster, A., — Eonsir, H., Einführung in die theoretische Optik, 8. N. B. 87. 

Seemann, A., Schieberdiagramme, 8. N. B. 47. 

Sehest, J. A., Lehrbuch der Differential- und Litegralrechnung. Nach Axel Hamacks 
Übersetzung. 3. Auflage, bearbeitet von Georg Scheffers. 1. Bd. Differential- 
rechnung. Leipzig, Teubner. geb. in Leinw. M 13. — . 

Sickenberoeb, A., tjbungsbuch zur Algebra. 1. Abteilung. 5. Aufl.^ bearbeitet Ton 
Alexander Schmid. )fünchen 1906, Ackermann. 

Slaby, A., Otto von Guericke, s. N. B. 81. 

Sommer, J., Vorlesungen über Zahlentheorie. Einführung in die Theorie der alge- 
braischen Zahlkörper. Leipzig und Berlin, Teubner. geb. in Leinw. JL 11. — . 

Stephan, P., Die technische Mechanik, II, s. N. B. 48. 

Sternkörper, Abhandlungen über die regelmäßigen. Abhandlungen von L. Poinsot 
(1809), A. L. Gauch j (1811), J. Bertrand (1858), A. Gaylej (1859), übersetzt 
xmd herausgegeben von Bobert Haußner. (Ostwalds Klassiker Nr. 151.) Leipzig 
1906, Engelmann. geb. .^2.80. 

Technik und Schule. Beitrilge zum gesamten Unterrichte an technischen Lehr- 
anstalten. Herausgegeben von M. Gimdt. I. Band, 8. Heffc. Leipzig und Berlin, 
Teubner. JL 1.60. 

Thieme, Herm., Leitfaden der Mathematik für Gymnasien. 1. Teil: Die Unterstufe. 
S.Auflage. Leipzig, Freitag. geb. JC 1.60. 

Thieme, H., Leitfaden der Mathematik für Gymnasien. IL, Die Oberstufe. 2. Auflage. 
Wien, Tempsky. geb. JL 1.60. 

Töpler, A., Beobachtungen nach einer neuen optischen Methode, s. N. B. 89. 

TöpLER, A., Beobachtungen nach der Schlierenmethode, s. N. B. 90. 

Treutlein, P., Mathematische Aufgaben aus den Reifeprüfungen der badischen 
Mittelschulen. (Gymnasien, Realgymnasien, Oberrealschulen.) I. Teil : Aufgaben. 
Leipzig und Berlin, Teubner. geb. JL 2.80. 

Ulrich, Georg, Der Begriff des Raumes. Progr. 7. Realschule Berlin. Berlin, 
Weidmann. Jl 1. — . 

Vater, R, Die neueren Wärmekraftmaschinen, s. N. B. 91. 

Yeblen, Ostwald and Lennes, N. J., Introduction to infinitesimal Analysis. Functions 
of one real variable. New York, Wiley & Sons. Cloth. ;St 2 . — . 

Volk, K. G., Die Elemente der neueren Geometrie, unter besonderer Berücksich- 
tigung des geometrischen Bewegungsprinzips. Für die oberen Klassen höherer 
Lehranstalten und zum Selbststudium. Leipzig und Berlin, Teubner. 

kart. JL 2.—. 

Wanoerin, A., Franz Neumann, s. N. B. 32. 

Weber, H., und Wellste», J., Encyklopädie der Elementar-Mathematik, III, 
8. N. B. 107. 

Weikstbik, B., Die philosophischen Grundlagen der Wissenschaften, s. N. B. 108. 

Weitbrscht, W., Ausgleichungsrechnung, s. N. B. 4. 

Weyrauch, J. J., Grundriß der W&rmetheorie, 11, s. N. B. 92. 

Whitbhead, A. N. , The Axioms of Descriptive Geometry. (Cambridge Tracte in 
Mathematics and mathematical Physics Nr. 6). Cambridge, University Press. 

2 8. 6 d. 

Winter, W., Stereometrie. Lehrbuch und Aufgabensammlung für Schulen. 4. Aufl. 
München 1906, Ackermann. 

WiTTEKBAüER, F., Aufgaben aus der technischen Mechanik, I, s. N. B. 49. 
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Von E. WöLPPiNQ in Stuttgart. 
Abkürzungen. 



A.A.E.I. Atti deir Aflsoziazione elettrica 

italiana, Torino 9—10. 
A.A.K. ABtronomiBclie Abhandlangen, 

Kiel 8; 10. 
A.A.M.Y. Annuario astrometeorologico, 

Venezia 21. 
A.A.N. Atti della R. Accad. delle Sei- 

enze fisiche e matem., Napoli (2) 12. 
A.A.P. Atti della R. Accad. di Scienze, 

Lettere e Arti, Padova (8) 6. 
A.A.P.L. Archiv för Anatomie u. Phy- 
siologie, Leipzig 1903. 
A.A.P.M. Atti dell' Accad. Peloritana, 

MesBina 16—17; 20. 
A.A.P.N. Atti dell' Accademia Ponta- 

niana, Napoli (2) 10. 
A.A.T. Atti della R. Accad. di Scienze, 

Torino 40. 
A.A.W. Anzeiger der k. k. Akad. der 

Wiflsenach., Wien 1905—06. 
A.B.A. Abhandlungen der K Preuß. 

Akad. der Wissensch., Berlin 1904. 
A.C.J. American Chemical Journal, 

Baltimore 34—86. 
A.C.P. Annales de Chimie et de Phy- 

rique, Paris (8) 6—8. 
A.C. P.M. Atti dei Congressi dei Pro- 

fessori di Matematica, Livomo 2. 
A.D.M. Annali di Matematica pura 

ed applicata, Milano (8) 11—12. 
A.D.P.N. Abhandlungen zur Didaktik 

und Philosophie der Naturwissenschaft, 

Berlin 2. 
A.D.S.H. Aus dem Archiv der deutschen 

Seewarte, Hamburg 28. 
A.E.N. Annales de Tl^cole normale 

Bup^rieure, Paris (3) 22—23. 
A.E.N.Y. The American Electrician, 

Ncw-York 17. 
A.F. Comptes Rendus de TAssociation 

fran9aise pour TAvancement des Sci- 
ences. Paris 1906. 
A.F.Cf.P. Archiv fOr die gesamte Phy- 
siologie, Bonn 91. 

Z«itMshilft 1 Mathematik u. Physik. 55. Band. 



A.F.S. Acta Societatis fennicae, Hel- 

singfors 29; 33. 
A. P. 8. F. Archiv für Schulpraxis, Pader- 
born 6. 
A.6.C. Atti dell' Accademia 6io6nia 

di Scienze naturali, Catania (4) 18. 
A.G.6. Abhandlungen der E. Gesellsch. 

der Wissensch.. Göttingen (2) 4. 
A. G.G.W. Abhandl. der Geograph. Ge- 
sellschaft, Wien 6. 
A.G.L. Abhandl. der E. Sachs. Gesell-. 

Schaft der Wissensch., Leipzig 29. 
A.G.L.J. The American Gas Light 

Journal, New- York 82. 
A. G.M.W. Abhandl. zur Geschichte der 

math. Wissenschaften, Leipzig 18. 
A.Gr. Archiv der Mathem. und Physik, 

Leipzig (3) 9—10. 
A.H. Annalen der Hydrographie und 

maritimen Meteorologie , Hamburg 

33—34. 
A.H.G. Annales hydrographiques, Paris 

26—26. 
A.H.M.C. Anales hidrograficos de ma- 

rina, Chile 24. 
A.J. American Inventor, Washington 

7—9. 
A.LV. Atti dell' Istituto Veneto di 

Scienze, Lettere ed Arti, Venezia 34. 
A. J. B. The Astronomical Journal, Boston 

24—25. 
A.J.C. The Astrophysical Journal, Chi- 
cago. 21—24. 
A. J.M. The American Journal of Mathe- 

matics, Baltimore 28. 
A. J.P.W. The American Journal of 

Psychology, Worcester Mass. 14. 
A. J.S. The American Journal of Science, 

New Haven, (4) 19; 21; 22. 
A. J. W. Assekuranzjahrbuch, Wien 1906. 
A.K. Aktuaren, Ejöbenhavn 1. 
A.M. Acta Mathematica 29—30. 
A.M.A.F. ArkiffÖr Mathem., Astronomie 

och Fysik, Stockholm 2—3. 
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A. M. C. Archiv for Mathematik og Nator- 

videnskab, Kristiania 25; 27. 
A.M.S.€f. Astronom. Mitteil, der E. 

Sternwarte Göttinffen 9; 10; (2) S. 
A. M. T. Archives du Mus^e Teyler, Haar- 

lem (2) 9—10. 
A.N. Archives N^erlandaises, Haarlem 

(2) 10—11. 
A.N. 0.6. Abhandl. der naturforsch. Ge- 
sellschaft, Görlitz 25. 
A.N.K. Astronomische Nachrichten, Eiel 

109-172. 
A.N.L. Annalen der Naturphilosophie, 

Leipzig 4-- 5. 
A.N.P. L'A^ronaute, Paris 35. 
A.O. Archives d'Ophthalmologie, Paris 

1901. 
A.ofM. Annais of Mathematics, Cam- 
bridge Mass. (2) 7—8. * 
A.P.B. Bulletin der K. E. Akad. der 

Wissensch., Petersburg (5) 18—22. 
A.P.L. Annalen der Pnysik, Leipzig 

(4) 17—20. 
A.P.M. M^moires der E. E. Akad. der 

Wissensch., Petersburg (9) 14; 16; 17. 
A. F. T. Archiv für Post und Telegraphen, 

Berlin 30; 1905. 
A.S.A. Anales de la Sociedad cientifica 

Arsentina, Buenos Ayres 60—61. 
A.S.A. F. Annaes Scientificos de Aca- 

demia polytechnica, Porto 1. 
A.S.B. Annales de la Sociätä Scientifique 

de Bruxelles, Louvain 29—30. 
A.S.6. Archives des Sciences phjsiques 

et Naturelles, Genfeve (4) 16; 19—22. 
A. 8. J. C. Anuario de Santiago de Chile 3. 
A.S.M.F. Annales de la Sociätä m6- 

t^orologique de France 53 — 54. 
A.S.U.J. Annales Scientifiques de 

rüniversit^, Jassy 3 — 4. 
A.T. Annales de la facult^, Toxdouse 

(2) 7—8. 
A.T.I.L. Archives trimestrielles de 
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A.T.B.F. Annales des Travaux publiques 
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A.U.6. Annales de rUniversiiä, 
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A.U.L. Universitets Arskrift, Lund 40; 
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A. V. A. Archief voor Verzekeringsweten- 

Bchap, Amsterdam 7. 
A.Z. Allgemeine Zeitung, Beilage, Mün- 
chen 1905. 
A.Z.B. Apothekerzeitung, Berlin 18. 
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22—28. 
B.A.B. Bulletin de TAcadämie Boy. 
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Leipzig 1 
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B.B.S.W. Bulletin of the Bureau of 

Standards, Washington 1—2. 
B.CJ.M.F. Boletin del Cuerpo de In- 
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B.C.N. Bolletino del CoUegio dei Ingeg- 
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B.C.Z. Biochemische Zeitschrift 1. 
B.D. Bulletin des Sciences Math^- 

matiques, Paris (2) 29—30. 
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B.D.M. boUetino di Matematica, Bo- 
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B. 6. H. D. Bulletin de Geographie histo- 
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(3)6. 
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dam 14. 
C.A.E. Zentralblatt fOr Akkumulatoren- 
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Co. Gosmos, Paris 47—48. 
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Cr. Journal für reine und angewandte 

Mathematik, Berlin 129. 



i C.T.B. Ciel et Terre, Bruxelles 1902— 03. 
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bis 16. 
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'. E.C.L Elektrochemical Industry 4. 
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York 24. 
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' E.T. Educational Times, London 66— 67. 
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J.B.A.A. Journal of the British Astro- 
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SocieW, Tokyo 1908. 

J.F.I. Journal of the Franklin Institu- 
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J.Cf.C. Journal of Geography, Chicago 2. 

J.Cf.L. Journal of Gaslighting, London 
89—91. 

J.I.A. Journal of the Institute of Ac- 
tuaries, London 38 — 39. 

J.E.E. Journal of the Institute of Elec- 
tric Engineers, London 36. | 

J.Bf. Journal de Math<^matiques pures 
et appliqu^es, Paris (6) 1. { 



J.M.P. Journal des Mines, Petersburg 78. 
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J.P. Journal de Physique th^rique et 

appliquäe, Paris (4) 4 — 6. 
J.P.€. The Journal of Physical Che- 
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J.P.R. Jahrbuch für Photoffraphie und 

Reproduktionstechnik, Halle 19. 
J.P.V.F. Jahresbericht des Physik. 

Vereins, Frankfurt a. M. 1900—01; 
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J.CtC. Journal of the Qutckett Ificro- 

scopical Club, London 9. 
J.R.A. Journal of the Royal Artillery, 

Woolwich 32. 
J.R.E. Jahrbuch der Radioaktivität und 

Elektronik, Leipzig 2—3. 
J.R.M.S. Journal of the Royal Micro- 

scopical Society, London 1906. 
J.R.P.C.6. Journal der Russ. Physiko- 
chemischen Gesellschaft, Petersburg 

34—36. 
J.S.6. Jahresberichte der Schlesischen 

Gesellschaft für vaterländische Kultur, 

Breslau 88. 
J.S.M.S. Journal of the Scottish Me- 

teorological Society, Edinburgh (3) 22. 
J.U. Jahreshefte des Vereins nir math. 

Naturwissensch., Ulm 12. 
J. U. T. Journal of the College of Science, 

Tokyo 20—21. 
J. W. S. E. Journal of the Western Society 

of Engineers, Chicago 8. 
J.Z.M.E. Jahrbuch der ZentraUnstalt 

für Erdmagnetismus, Wien (2) 40. 

K.K. Kriegsjaa, Kristiania 26. 
Kn.L. Knowledge, London (2) 2. 
K.W. Die Kultur, Wien 4. 
K.Z. Kriegstechnische Zeitschrift, Ber- 
lin 8. 

L.E.P. L'älectricien, Paris 30. 
L.M.6. La Machine, Gen^ve 6. 

M.A. Mathematische Annalen, Leipzig 
69—60. 

M.A.A. Verhandelingen van de R. Aka- 
demie van Wetenschappen , Amster- 
dam 9. 

M.A.€.M. Memorias de la Real Aca- 
demia de Ciencias exactas, fisicas y 
naturales, Madrid 23. 

M.A. 6. Mitteilungen über Gegenstände 
des Artillerie- und Geniewesens, Wien 
23—24; 32. 

M.A.6.S. Mitteilungen aus dem Gebiete 
des Seewesens, Pola 33. 

M.A.Ly. M^moires de TAcad^mie des 
Sciences, Lyon (8) 8. 

M.A.M. Memorie della R. Accad. delle 
Scienze, Modena (8) 6. 
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M.A.S. Memoirs of< the Royal Astro- 
nomic&l Society, London 67. 

M.A.T. Memorie della B. Accademia 
delle Scienze, Tonno (2) 66. 

M.A.T.P. Abhandlungen der E. E. 
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demie, Prag 1906. 

M.B.H. Marineblad, Helder 20. 

M. CK. Memoirs of the College of Science 
and Engineerings Eyoto 1. 

M.D.L. Mitteilungen der Deutschen 
Landwirtechaftsgesellschaft, Berlin 20. 

M.E.C. Mitteilungen der Erdbeben- 
kommission der E. E. Akad., Wien 
(2) 14. 

M.Eg. Marine Engineering, London 10. 

M.F.L Mitteilungen über Forschungs- 
arbeiten auf dem Gebiet des Ingenieur- 
wesens, Berlin 29—81; 38. 

M.F.L. Mitteilungen aus Finsens me- 
dicin. Lysinstitut, Ejöbenhavn 2. 

M.O. Metallographist, Boston 6. 

M.Cf.G.M. Mitteilungen der Geograph. 
Gesellschaft, München 1. 

M.G.S. Mathematical Gazette, StroudS. 

M.H. Monatshefte für Mathematik und 
Physik, Wien 16. 

M. H. P. M^moires d'Hydrographie, Peters- 
burg 24. 

M.I. Moniteur industriel, Charleroi 1902. 

M.I.B. Memorie della B. Accademia delle 
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1LK.L. Monatsschrift für katholische 
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Jf.L. Muzeum, Lemberg 19. 

M.M. The Messenger of Mathematics, 
London '(2) 36. 

M.M.F. The American Math. Monthly, 
Springfield 12—13. • 

M.M.6.L Mitteilungen des Militärgeo- 
graphi sehen Instituts, Wien 22; 24. 

M . jf . F. Messager mätäorologique, Peters- 
burg 1903. 

M.N.A.S. Monthly Notices of the Royal 
Astronomical Society, London 66-66. 

M.N.L Meddelanden frän R. Yetenskaps 
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holm 1. 

Moo. The Monist, New York 14. 

M.P.O.Z. Mitteilungen der Physika- 
lischen Gesellschaft, Zürich 1906. 

M.P.L. Mathematikai 4b physikai Lapok, 
Budapest 11; 13. 

M.P.M. Natuur- en geneeskundig Con- 
gres 10. 

M.R. B. Marine-Rundschau, Berlin 1906. 
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X.S.It. Memorie della Societä Italiane 
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M.S.L. Mämoires de la Soci^t^ Royale 
des Sciences, Li^ge (8) 2. 
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M.S.R.M. M^moires de la Soci^t^ Russe 
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M.T.M. II Monitore tecnico, Milano 8. 
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M.W.B. Motorwagen, Berlin 6—6; 8. 

M.W.M. The Mechanical World, Man- 
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M.W.R. Monthly Weather Review, 
Washington 28; 30—81; 38—34. 

M.yR.M. Memoriasy Revista de la 
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Mejico 19—20; 22—28. 

M.Z. Meteorologische Zeitschrift, Wien 
22—23. 

N. Nature, London 72 — 74. 

N.A. Nouvelles Annales de Mathäma- 
tiques, Paria (4) 5—6. 
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Scientiarum, üpsala (4) 1. 
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After, London 67. . 
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N.F.P. Neue freie Presse, Wien 1906. 

N.F.W. Naturfreund, Witten 1906. 
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N.J.M. Neues Jahrbuch für Mineralogie, 
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gart 21. 
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de^ Nuovi Lincei, Roma 58. 

N.M.B. Naturwissensch. Mitteilungen, 
Budapest 36. 

N.M.L. Nautical Magazine, London 74. 
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für den Öffentlichen BaudienBt 

10—11. 
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P.A.BO, Proceedings of the American 
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V^v'm^mO^o«! Society, London (2) 8. 
^.H» »H^sUsAO^^hioÄl Magazine, London 

»^ H \ ^ ^Sw^^Unir» of the mcorpo- 
..o Vv.v '«»'v^w of Municipal and 
,. . \^«v *^'^^ London 31. 



P.M.J.M. Phydikomathemat. Jahrbuch, 

Moskau 2. 
P.M.B. PeriodicodiMatematica, LiTomo 

(3)8. 
P. N. L Proceedings of the United States 

Naval Institution, Annapolis M. D. 30. 
PoL n Politecnico, Milano 50. 
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ciation for the Advancement of Science 
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maüco, Palermo 20 — 22. 

B.£. The Railway Engineer, London 26. 

B.F.H.L Beport of the Fishery and 
Hydrographical investigations on the 
North Sea, London 1902—03. 

B.F.M. Bivista di Fisica, Matematica 
e Scienze naturali, Pavia 6 — 7. 

B.6.0. Bevue g^n^rale des Sciences, 
Paris 16—17. 

R.I.B. Bendiconti delle Sessioni deir 
Accademia delle Scienze dell^ Istitato^ 
Bologna (2) 9. 

B.I.I. Becneil de Tlnstitut des Lig^ni- 
eurs de Voies de Commnnication, 
Petersburg 60. 

B.LP. Bevue industrielle, Paris 86. 
Biyista d'Italia, Boma 1902. 
Biga^sche Industriezeitung, Biga 



BJ.B 
B.I.Z. 
81. 
R» M«D* 



Bevista maritima brazileira, 
Bio de Janeiro 1906. 

R.M.M. Bevue de M^taphysique et de 
Morale, Paris 13—14. 

R. M.R. Bivista marittima, Boma 88. 

R.M.S. Revue de Math^matiques spe- 
ciales, Paris 15 — 16. 

R.lf. Revue n^phologique, 6ruxelle3l906. 

R.P.W. Revue de Physique, Warschau 3. 

R. S. Revue Scientifique, Paris (5) 3—6. 

R. S.M. Sanmielschrift der Sewtschenko- 
Gesellschaft der Wiss., Lemberg 10. 

R.T.E.B. Rivista elettrotecnica emi- 
liana, Bologna 5. 

R.T.L Rivista tecnica italiana, Rom 8. 

R.T.M. Bassegna tecnica, Messina 2; 5. 

R.T.P. La Revue technique, Paris 26. 

R.T.T. Rivista tecnica, Torino 2. 

R.U.M. Revue universelle des Mines, 
Li^ge 10; 12. 

S. Science, New York (2) 22-24. 

S.A. Scientific American, New York 89. 

S.A.B. Sitzungsberichte der E. Preuß. 
Akad. der Wissensch., Berlin 1905—06. 

8. A. M. Sitzungsberichte der math. phys. 
JOasse der K. Bayr. Akademie .der 
Wissenschaften, München 35. 

S.A.W. Sitzungsber. der math. naturw. 
Klasse der f. K. Akad. der Wissen- 
schaften, Wien 114. 

8. P.P. Soci^tö Fran^aise de Physique, 
Paris 235—238; 240--243; 245—250. 

8.6.B. Sitzungsberichte der K. Böhm. 
Geselbch. der Wissensch, Prag 1905. 

8. 6. M. Sitzungsberichte der GeseUschaft 
zur Beförderung der gesamten Natur- 
wissenschaft, Marburg 1905. 



S.G.W. Sitzungsber. der physik.-medi- 
zinischen GeseUschaft, Würzburg 1905. 

S.L Annual Reports of the Smithsonian 
Institution, Washington 1904. 

S.LD. Sitzungsberichte der Naturwissen- 
schaftlichen Gesellschaft Isis, Dresden 
1906. 

S.LL Steven 's Institute Indicator, Ho- 
boken 18—19. 
L. Sirius, Leipzig 38. 
M. Bulletin de la Soci^t^ Math«^- 
matique de France, Paris 33—34. 
N.A1I1. Bulletin of the American 
Math. Society, New York 12. 
M.B. Sitzungsber. der Berliner Math. 
Gesellschaft, Berlin 1906. 
N.H. Mitteilungen der Math. Gesell- 
schaft Hamburg 4. 

M.M. Sammelschrift der Math. Ge- 
sellschaft, Moskau 25. 
M.P.E. Sitzungsberichte derphysikal. 
medizin. Sozietät, Erlangen 37. 
M.Q. School of Mines Quarterly, New 
York 24. 

N.J. Sitzungsberichte der Naturfor- 
schergesellsch., Jurjew 14. 
P. 6. M^moires de la Soci^t^ de Phy- 
sique et d'Historie naturelle, Geneve 
(4) 21. 

8. P.M. Memoirs and Proceedings ot 
the Literary and Philosophical Society, 
Manchester 49—50. 

S.V. N.M. Schriften des Vereins zur Ver- 
breitung naturwissensch. Kenntnisse, 
Wien 41; 45—46. 

S.W. Shipping World 1905. 

T.A.A. Bad Jugoslavenske Akad., 
Agram 161. 

T.A.E.S. Transactions of the American 
Electrochemical Society, Philadel- 
phia 7. 

T.A.S.C.E. Transactions of the Ameri- 
can Society of Civil Engineers, New 
York 49; 56. 

T.A.S.M.E. Transactions of the Ameri- 
can Society of mechanical Engineers, 
New York 23—24. 

T.A.W. Transactions of the Wisconsin 
Academy of Science, Arts and Letters, 
Madison 15. 

T.C.B.H. Technisches ZentralbUtt für 
Berg- und Hüttenwesen, Berlin 13. 

T.C.I. Transactions of the Canadian 
Institute, Toronto 32. 

T.C.P.S. Transactions of the Cambridge 
Philosophical Society, Cambridge 20. 

T. C. S. C. E. Transactions of the Canadian 
Society of Civil Engineers, 1901. 

T.F.S. Transactions of the Faraday 
Society 1. 
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T.F.T. Techniska fbreningens tidakiift, 

Helaingfors 7. 
T.I.N.A. Transactions of the Institute 

of Naval Architects, London 47. 
T.I.Z. Tonindustriezeitung, Berlin 29. 
T.K.A. Transactions of the KansaB 

Academy of Science^ Topeka 17. 
T.M. Njt Tidskrift for Mathematik, 

Kjöbenhavn 16—17. 
T.N.A.Ö. Tijdschrift van het K. Neder- 

landsch Aardrijkskundig genootachap, 

Amsterdam (2) 20. 
T.P.S. Transactions of the American 

Philosophical Society, Philadelphia 

(2) 21. 
T.Q. Technological Qnarterly and Pro- 

ceedings of the Society of Arts, Boston 

16; 18. 
T.R.S.E. Transactions of the Royal 

Society, Edinburgh 40—41. 
T.R.S.L. Philosophical Transactions of 

the Boyal Society, London 205. 
T.S.D. Scientific Transactions of the 

Boyal Dublin Society, Dublin (2) 9. 
T.S.R. Tidskrift for soeväsen, Ejöben- 

havn 74. 
T. S. M. Am. Transactions of the American 

Math. Society, New York 6. 
T.W. Prace matematyczno fizyczne, 

Warszawa 16. 
T.W.G. Technisch Weekblad, 's Grayen- 

hage. 
T.W.R. Textil World Record, Boston 

29. 

U.L Union des Ingenieurs, Louvain 
1901. 

U.M.N. Unterrichtsblatter für Mathe- 
matik u. Naturwissenschaften, Berlin 
11—12. 

U.T.R. University of Tenessee Becord, 
Knoxville 1901. 

V.A.R.I. Veröffentlichungen des Astro- 
nomischen Recheninstituts, Berlin 22. 
V. A. H. Handlin^ar of K. Svenske Vetens- 

kaps Akademien, Stockholm 41. 
V. H. P. C. U. Vierteljahrsberichte über 

))|iyiiikal-chem. Unterricht, Wien 6 

liiPi 7; 11. 
V.h.P.O. Verhandlungen der Deutschen 

lliyiiikaliHchen Gesellschaft, Berlin 

1 H. 
ViMill. Verhandlungen des Naturhisto- 

\\n\A\ MoüiKinischeo Vereins, Heidel- 

li(Ai|f (Vi h. 
V-NK« Verhandlungen des Naturwiss. 

\(^imia, Karlsruhe 18. 
\ St, V u^rt^ljahrschrift der Natur- 

iuinih U0HiilUrhaft, Zürich 50—61. 



V.P.6.L Veröffentl. des Preuß. 6«odät 

Listituts, Leipzig (2) 18. 
V.R.M.G. Verhandl. der E. K. Buss. 

Mineralog. Gesellschaft, Petersburg 

(2) 42. 
V. S. H. VeröffenÜ. d. Großherzogl. Stern- 
warte, Heidelberg 8. 
V.V. P.U.W. Vierteljahrsberichte des 

Vereins zur Förderung des Unterrichts, 

Wien 190Ö. 
V.W.A. De Vriend der Wiskunde, Am- 

hem 20. 

W.B. Das Wetter, Berlin 22. 

W.E. Western Electrician, Chicago 
86—37. 

W.E.M. Wisconsin Engineer, Madi- 
son 6. 

W.P.A. Das Wissen für Alle, Wien 6. 

W.F.B. Wochenschrift für Brauereien, 
Berlin 22. 

W.M. Wiadomosci matematyczne, War- 
szawa 9. 

W.T. Wiskundig Tijdschrift 1—2. 

W.W. Wszechswiat, Warszawa 22—24. 

W.W.B. Der Wasser- und Wegebau, 
Berlin 2. 

Z.A.C. Zeitschrift für anorgan. Chemie; 

Hamburg 47—48; 50. 
Z.A.I.B. Zeitschrift für Automobil- 
industrie, Berlin 6 — 7. 
Z. A. K. Zeitschrift für Apparatenknnde 1 . 
Z.B.S. Zeitschrift für Behandlung 

Schwachsinniger, Dresden 20. 
Z.B. W.B. Zeitschrift für Beleuchtungs- 

wesen, Berlin 11. 
Z.D.G.G. Zeitschrift der Deutschen 

Geographischen Gesellschaft 56. 
Z.E. Zeitschrift für Elektrochemie, 

Halle 11—12. 
Z.E.M. Zeitschrift für Elektrotechnik 

und Maschinenbau, Potsdam 8. 
Z.F.B. Zeitschrift für das gesamte 

Brauerei wesen, München 28. 
Z.G.SJS. Zeitschrift für das gesamte 

Schieß- und Sprengstoffwesen 1. 
Z.G.U. Zeitschrift für gewerbl. Unter- 
richt, Leipzig 15 — 17. 
Z.H. Zeitschrift für math.-naturwiss. 

Unterricht, Leipzig 86—37. 
Z.I1.H. Zeitschrift für Heizungstechnik, 

Halle 0. 
Z.K.F.G. Zeitschrift für komprimierte 

imd flüssige Luft, Weimar 9. 
Z.K.M. Zeitschrift für Eriätallographie 

und Mineralogie, Leipzig 39; 41; 

42. 
Z.L.L. Zeitschrift fOr Lehrmittelwesen 

und pädagogische Literatur, Wien 2. 
Z.M.A. Zeitschrift für Morphologie und 

Anthropologie, Stuttgart 7. 
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Z. M. M . Zeitflchrift des Mittelenropäischen 
MotorwagenyereiiiB, Berlin 4. 

Z. Ö. G. Zeitschrift für die östezreichischeo 
Gyxnnaden, Wien 68. 

Z.P. Zeitschrift für ph78.-chem. Unter- 
richt, Berlin 18—19. 

Z.P.C. Zeitschrift fnr physikal. Chemie 
Len)zig 45 — 55. 

Z.P.K. Zeitschrift für Philosophie nnd 
Philosoph. Kritik, Leipzig 121. 

Z.P.P. Zeitschrift für Psychologe nnd 
Physiologie der Sinnesorgane, Leipzig 
37; 39; 40. 



Z.P.P.L. Zeitschrift für Philosophie 

nnd Pädagogik, Langesalza 10. 
Z.S. Zeitschrift für Math, nnd Physik, 

Leipzig 52—53. 
Z.T.S. Zeitschrift für Transportwesen 

nnd Straßenleben, Berlin 22. 
Z.U.B.B. Zement nnd Beton, Berlin 4. 
Z.V.W. Zeitschrift fSr Vermessungs- 

wesen, Wien 2. 
Z.W.M. Zeitschrift für wissenschaftL 

Miloroskopie, Leipzig 22. 
Z.W.P. Zeitschrift für wissenschaftl. 

Photographie^ Leipzig 1; 3. 



PidAgogik der angewandten Mathe- 
matik* 

1. F. V. Dalwigk. Beiträge znr Frage 
des Unterrichts in angewandter Mathe- 
matik an der üniTersität. D.Y.M. 15. 
349. 

Siehe auch 268; 597. 



Logikkalkal. 

2* H. Poincare. Les math^matiqnes 
et la logiqne. R.M.M. 13. 815; 14. 17. 

8. A. Pcidoa. Logica matematica 
e matematica elementare. A.C. P.M. 2. 
186. 

Wahneheinliehkeitsreelinnng. 

4. F. F. Canteüi. Calcolo della pro- 
babilita. Pit 12. 68. 

5. C. V. L, Charlier. Researches into 
thc theory of probability. A.Ü.L. (2) 1. 
Nr. 5. 

6. N. Here. Die Grundlage der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung. Z. 0. G. 
53. 961. 

7. F.P. CanteUi. Sui fondamenti del 
calcolo della probabilitä. Pit 12. 21 ; 33. 

8. H. Pieron, Les contradictions 
du calcul des probabilit^s. R.S. (5) 4. 
662. 

9. G. de Massas. A propos du cal- 
cul des probabilit^s. R.S. (5) 4. 788. 

10. E. Borel. Remarques sur cer- 
taines questions de probability. S.M. 
33. 123. 

11. A. Deltaur, Sur nne question 
de probabilites. N.A. (4) 6. 100. 

12. L. V. Bartkietoicz. Wahrschein- 
lichkeitsrechnung und Erfahrung. Z.P. K. 
121. 71. 

18. W. Vo88. Falsche Wahrschein- 
lichkeitsrechnung und Zufall. G. L. 
89. 65. 



14. F. Mentri. Les racines historiques 
du probabilisme rationnel de Cournot. 
R.M.M. 18. 485. 

15. G. Ledialas. A propos de Cour- 
not: Hasard et d^terminisme. R.M.M. 
14. 109. 

16. F. Schah. Orer een uitbreiding 
van den regel der totale waarschijnlijk- 
heid en enkele toepassingen N.A.W. 

(2) 7. 238. 

17. H. F. Lipps, Die Bestimmung 
der Abhängigkeit zwischen den Merk- 
malen eines Gegenstandes. B.G.L. 57. 1. 

18. C. Burali- Forti, Sulla cunra 
della probabilitä. A.A.T. 41. 129. 

19« Ä. Loiselle et H. Pieron. La 
question des s^ries pour le calcul des 
probabilites. R.S. (5) 4. 536. 

20. E. Macquart. Examen critique 
des divers proc^d^s de r^partition pro- 
portionnelle en mati^re ^lectorale. R.S. 

(3) 4. 545; 584. 

21. /. C Kluyver. Een vraagstuk van 
meetkundige waarschijnlijkheid. C. A. A. 
14. 325. 

22. H. Pearson. The problem of rän- 
dern walk. N. 72. 294; 342. Lord 
Rayltigh 318. 

28. M. E. Melkt. Sur Tapplication 
du calcul des probabilites ä la critique 
des determinations des poids atomiques. 
A.S.G. (4) 22. 185. 

Siehe auch 63; 78; 582; 1808; 8741 
bis 3742. 

Methode der kleinsten Quadrate* 

24. P. Mansian. Sur la th^orie pure- 
ment alg^brique des moindres carr^s. 
A.S.B. 30. A. 78. 

25. Mansion. Sur la mäthode des 
moindres carr^s dans le Nachlass de 
Gauss. A.S.B. 3*0. A. 169. 

26. Ä. Äbetti. Sulla trattazione coi 
minimi quadrati di 2 casi speciali di 
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equazioni di condizione. M.S.S.J 33. 
235. 

27. iJ7. Lindelöf. Über die Ermittelung 
der Genauigkeit der Beobachtungen bei 
der Analyse periodischer Erscheinungen 
und in der Methode der kleinsten Qua- 
drate. A.F.S. 29. Nr. 9. 

28. J. Schnöckel Graphisch-analytische 
Ausgleichung eines ebenen Linienzuges 
nach der Methode der kleinsten Qua- 
drate. Z.S. 52. 430. 

Fehlerrechnung. 

29. L. Gerard. Thc^orie des erreurs 
B.M.E. 10. 291. 

80. F. T. Edgeworth. The law of 
error. T.CT.S. 20. 36; 113. 

81. C. V. L. Charlier. Über das 
Fehlelgesetz. A.M.A.F. 2. Nr. 8. 

82. C. V. L. Charlier, Die zweite 
Form des Fehlergesetzes. A.M.A.F. 2. 
Nr. 16. 

83. W. Gibaon, Tables facilitating 
the computation of probable errors. 
Bi. 4. Nr. 4. 

84. J. Midzuhara. An analytical de- 
termination of the law of linearly com- 
bining a series of indirect obseiration- 
equations so that the probable errors 
of the unknown quantities become mi- 
nime. A.J.B. 26. 17. 

86. W, F. Meyer. Eine auf unend- 
liche Produkte hich beziehende Fehler- 
abschätzungsregel. A.M. 30. 93. 

86. G. Holtsmark. Über eine An- 
wendung der Fehlerwahrscheinlichkeits- 
theorie auf Größen, welche sich nicht 
rein zufällig ändern. Z.S. 52. 410. 

87. X. Krüger. Über die Ausgleichung 
von bedingten Beobachtungen in zwei 
Gruppen. V.P.G.J. (2^ 18. 

88. F. JB. Helmert. Über die Genauig- 
keit der Kriterien des Zufalls bei Be- 
obachtungsreihen. S.A B. 1900. 594. 

89. K. Nitz. Beiträge zu einer Fehler- 
theorie der geometrischenKonstruktionen. 
Z.S. 63. 1. 

40. J. W. Rasch. Het meten van 
een cilinder. N.A.W. (2) 7. 271. 

41. A. Klingatsch. Die Fehlerkurven 
der photographischen Punktbestimmung. 
A.A.W. 1906. 346. 

42. F. Rögel. Note über den Aus- 
gleich von Streckenmessungen. S.G.B. 
1905. Nr. 30. 

48. F. Gama. Determination de Ter- 
reur probable d*un cöt^ d'un polygone. 
M.vR.M. 22. 95. 

44. Noudin. Compensation des erreurs 
instrumentales dans les Operations topo- 
graphiques. R.T.P. 26. 871. 



45. L. Arndt. Sur le d^gre de pre- 
cision des r^sultats d^duits des obser- 
vations dechronom^tres de poche. B. 8. V. 
31. 340. 

Siehe auch 1808—09; 1874; 1909; 3184 
bis 3191. 



PoUtlsche Arithmetik. 

46. P. Faure. Theorie mathäznatique 
de la repräsentation proportionelle. R.S. 
(5) 5. 174. 

47. A. de St Germain. La th^rie 
de la repr^sentation proportionelle. B. S. 
(5) 5. 343. 

Siehe auch 20; 2759—61; 3580. 

Kauftaiännisclie Arithmetik. 

48. F. ünger. Gewerbliches Rechnen. 
Z.H. 37. 314. 402. 

Siehe auch 2751—56; 2762—64; 3741. 



Bentenrechnnng. 

49. H. W. Curjel On Joint life an- 
nuities. J.I.A. 38. 353. 

50. /. Spencer. On the determination 
of the rate of interest in an annuity- 
certain. J.I.A. 38. 280. 

51. N. T. Bertelsen and /. F. Stef- 
fensen, A table for determining the rate 
of interest in an annuity-certain. A.K. 
1. 41. 

52. F. Bell. On the retrospective 
method of valuation. J.I.A. 39. 17. 

58. H. W. Monley, On the valuation 
of staff-pensions fund. J.I.A. 38. 101. 

54. E. C. Thomas. Staff-pension fiinds. 
J.I.A. 38. 276. 

Siehe auch 2749—50. 



Statistik. 

55. T. Hartwig. Menschliche Massen- 
erscheinimgen vom Standpunkt der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung. W. F. A. 
5. 584. 

66. G. J. D. Monnier. Geconcen- 
treerde en gespecificeerde statistiek. 
A.V.A. 7. 422. 

57. J. P. van der Stok. Over frequen- 
tie-krommen von meteorologische groot- 
heden. C.A.A. 14. 270. 

58. J. F. van der Stok. Over fre- 
quentie-krommen van barometerstanden. 
C.A.A. 14. 548. 

Siehe auch 617; 634—35. 
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Biometrie« 

59. C. E. Wasteels, Orer het bepalen 
der vaiiatie en correlatie. H.V.C. 1901. 
194. 

60. C E. Wasteds. Ovar den variatie- 
meter. H.V.C. 1904. 18. 

61. C. E. Wasteels. Ovar de ligging 
der maxilna in variatiecurven en het 
voorkomen derFibonacci-getallen. H.V.C. 
1903. 148. 

62. A. D. Darhishire. On the diffe- 
rence between physiological and Statisti- 
cal laws of heredity. S.P.M. 50. Nr. 11. 

68. C. E. Wasteels. De variatiecurven 
met betrekking tot de poljnomiale waar- 
Bchijnlijkheidswet. H.V.C. 1900. 83. 

64. P. Bartels. Untersuchungen und 
Experimente an 1500 Schädeln über die 
Grundlagen und den Wert der anthro- 
pologischen Statistik. Z.M.A. 7. 81. 

65. M. Stefanowska et H. Chretien, 
Becherches statistiques sur T^volution de 
la taille du lin. CA. 141. 900. 



Sterblichkeit. 

66. W. F. H. Liefrink-Teupken. De 
nieuwe sterftetafels van der laatsten 
tijd. A.V.A. 7. 825. 

67. C. Goldziher. Un critärium pour 
Tapplication de la loi de mortalit^ de 
Gompertz-Makeham. CR. 141. 677. 

68. M, V. Lerch. Über die Berech- 
nung der Summen diskontierter Zahlen 
für eine nach dem Makeham'schen Ge- 
setze fortschreitende Sterbetafel. Z.S. 
53. 168. 

Tersichernngsmathematik. 

69. D. C. Fräser. A comparison of 
various methods of grouping whole-life 
assurances for valuation. J.I.A. 38. 
385. 

70. H. A. van den BeU. Een ken- 
merk waaraan een reeks waargenomen 
getallen moet voldoen om afgerond te 
knnnen worden met behulp van de for- 
mule W ^A + B<^, k.Y,k. 7. 470. 

X 

71. C. L. Landri. Het rekenen met 
toe-en by leven uittredenden. AV.A. 
7. 398. I 

72. T. G. Ackland, Further notes I 
upon the application of Mr. Lidstones | 
method to the case of Joint endowment i 
assurances. J.I.A. 38. 61. i 

73. T. G. Ackland and J, Bacon. On i 
the valuation of whole life industrial 
assurances with allowance for lapses. 
J.I.A. 38. 539. 



74. J. M. Vaz Dias. Eine Methode 
zur Berechnung des Bücklaufwertes. 
A.J.W. 1904. n. 60. 

Siehe auch 68. 

Spiele. 

75. P. Cattatieo. Su un noto giuoco 
d'azzardo. B.D.M. 5. 15. 

76. M. Cashmore. Chess magic Squa- 
res. B.B.A. 75. 350. 

77. N. J. Lennes. On the motion of 
a bull on a biUiard table. M.M.F. 12. 
152. 

78. C. Jonet. La probabilit^ ä la 
roulette. R.S. (5) 4. 632. 

79. W. J. Wisselink. Een vraagstuk 
met oplossing over een spelletje met 
speelkarten. V.W.A. 20. 250. 

80. P. Cattaneo. Esercizi di calculo 
combinatorio applicato ai giuoche coUe 
carte. P.A. 12. 122. 

81. P. Mansion. Sur le calcul de 
Tavantage du banquier au jeu de bac- 
cara. A.S.B. 30. A. 113. 

82. W. A. Wijthoff. A modification 
of the game of nim. N.A.W. (2) 7. 
199. 

Numerigches Rechnen. 

83. V. V. Bobynin. Methodes em- 
ployäes par les calculateurs eztraordi- 
naires pour resoudre les probl^mes 
compliqu^s. E.M. 7. 343. 

84. Ij. Federsen. Nogle regier for 
tal. LK. 12. 254. 

85. /. Plassniann. Teilbruchreihen für 
Umrechnungen. M.V.A.P. 15. 26. 

86. Milarch. Elementare Berechnung 
der Logarithmen. Z.H. 37. 43. 

87. N. Quint. Elementaire bereke- 
ning van logarithmen. W.T. 2. 15; 57. 

88. E. B. Escott. Computation of 
logarithms. E.T. 57. 487. 

89. M. Cashmore. Computation of n. 
R.B.A. 75. 850. 

90. G. Witt. Zur Berechnung der 
elliptischen Integrale. A.N.E. 169. 385. 

91. Ä". Bauer. Rechen vorteile, Schnell- 
rechnen, Taktrechnen. M.K.L. 1904. 



306. 



Siehe auch 3526—32. 



Bechenproben. 

92. 0. Biermann. Eine Divisions- 
probe. M.Z. 16. 365. 

Analytische Nälierungsmethoden. 

98. G. Peano. SuUe difference finite. 
R.A.L.R. (3) 15 A. 71. 
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94. S. A. Corey. A method of approxi- 
mation. M.M.F. 13. 137. 

95. H. L. Rice. A differential me- 
thod generali j applicable to all Solutions 
proceding by successive appioximations 
and especiaUj ayailable when these ap- 
prozimations practically fall to converge. 
P.A. 18. 870. 

96. J. Ritis y Casas. Extraccion de 
raices por sustracciones sucesivas. R. 
T.M. 6. 92. 

97. /. E. Ä. SteggaU. On abinomi- 
nal approximation. M.G.S. 3. 267. 

98. C. Lagrange. Sur le calcul ap- 
prochä des s^ries. R.M.S. 16. 444. 

09. 0. Runge. Über die numerische 
Auflösung totaler Differentialgleichun- 
gen. N.G.G. 1906. 262. 

100. E. Eckardt. Berechnung der 
zyklometrischen und goniometrischen 
Funktionen ohne Reihenentwicklung. 
Z.H. 37. 1. 

Siehe auch 89; 174; 1635; 3513—16. 

Numerische Glelcliangeii« 

101. H, B. Fine, An elementary 

Sroof of a theorem of Fourier and Bu- 
an. B.U.P. 13. 62. 

102. M. Lerch, Sur Tapproximation 
des racines d'^quations numäriques. E. M. 
7. 800. 

108. R. Birkeland. Angenäherte Be- 
rechnung der Wurzel einer Gleichung. 
A.M.C. 27. Nr. 2. 

104« C. öilpin. Approximation of the 
groatest root of a cubic equation with 
» roal roots. M.M.F. 13. 140. 

105t G. Witt. Zur numerischen Auf- 
UJiiung zweier Gleichungen in der 
rianoiontheorie. A.N.K. 172. 129. 

lOOi E, Le Grand Roy. Sur un in- 
»^«Miimix procddd de resolution graphique 
du Toiiuation de Kepler. B.S.V. 31. 381. 
Hiebe auch 136—139; 3307. 

Interpolation. 

I07i M, Krause, über Interpolations- 
Ihuoriii. H.I.D. 1906. A. 8. 

ION, Jhitron. Sur une formule gän^- 
ihIh »riiiterpolation. S.M. 84. 52. 

lU». .1/. Frechtt Formule d'inter- 
|i(ihiliiin d«M fonctions p^riodiques con- 
IJuuiib, (Mt, 141. 818. 

HO, ii, /nnplen. A graphikus inter- 
|inlilr«KiiOl (( hvT die graphische Inter- 
|uiiu(iiiin. M.r. L. 1«. 96. 

H I • h' Svh Warzschild. Über eine 
lutinuii|»iii<miiaufgttbe der Aktinometrie. 
A N K, 17a, Uft. 



Mittelwerte. 

112. W. Lmey. Zur Theorie der 
Mittelwerte. A.lJ.G.G. 25. 63. 

118. E. R. Hedrick. On a ftmction 
which occuTB in the law of the mean. 
A. of M. (2) 7. 177. 

114. H. D. Birkhoff. General mean 
value and remainder theorems with 
applications to mechanical differentia- 
tion and quadrature. T. S.M. Am. 7. 107. 

Siehe auch 3610. 

Harmonisclie Analyse. 

115. 8. P. Thompson. Harmonie ana- 
lysis reduced to simplicity. L £. P. 
16. 78. 

116. T. R. LyU. On an expeditious 
practica! method of harmonic analjsis. 
P.M. (6) 11. 26. 

117. A. E. Keneüy. The harmonic 
analjsis ot the semicircle and of the 
ellipse. A. of M. (2) 7. 49. 

118. H. C. Richards. On the har- 
monic curves known as Lissi^'ous' figures. 
J.F.I. 168. 269. 

119. /. Thomton Osmond. Treatinent 
of simple harmonic motion. S. (2) 82. 
311. 

120. J. R. Milne. A new form of 
harmonic synthetiser. P.R.S.E. 26. 207. 
Siehe auch 27; 223—24; 2066; 8816 

bis 3317; 8631. 

Matliematisehe Tafeln. 

121. A. Bemporad. Introduzione di 
argomenti descendenti nelle tavole loga- 
ritmiche di moltiplicazione e aimilL 
B.G.C. 89. 13. 

122. K P. Bertelsen. Om den nö- 
jagti^ led der opnaas ved tabelopslag 
i nrcifrede logaritme-og antilogaritme- 
tabeller. T.M. 16. A. 66. 

123. A. Bemporad. Tavole ausiliare 
per la determinazione di archipiccoli 
dal log sin o log tang. M.S.S.L 34. 91. 

124. F. Mmano. Tavole mate- 
matiche pei calcoli di reduzione delle 
fotografie steUari per la zona Vaticana 
(66<'— 64«) N.L.A. 68. 36; 99; 135; 173. 
Siehe auch 1913—16; 2433; 2722. 3744. 

Nomographie. 

125. G. Pesci. Nomografia elemental. 
R.T.M. 6. 138. 

126. N. M. Bubnov. Das authentische 
Werk von Gerbert über den Abakus 
(russ.) B.U.K. 1905 b7; 10; 11. 
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127. 3f. d'Oeagne, Sur un th^or^me 
de J. Clark. CR. 142. 988. 

120« Fartt. Note snr quelques appli- 
cations de la nomographie ä Tastro- 
nomie nantique. A.N.G. 26. 170. 

ISO. FerreH, Sur Tapplication de la 
nomographie aux principales tables 
nautiques. A.F. 1905. 80. 

181. M. d'Oeagne. Sur la m^thode 
nomographique des points align^s. A.F. 
1905. 1. 

182« Fr. Kemer. Thermoisodromen. 
A. G.G.W. 6. Nr. 8. 

138. F, J. Vaes. Technische reken- 
platen. LW. 19. 322. 

Siehe auch 2077; 3521—25. 

Graphigeher Kalkfll. 

184. F, Oom. M^thodes de calcul 
graphique. B.D.G.I. 4. 

185. Grosse. Die graphische Behand- 
lung der Gleichungen. Z.H. 37. 267. 

136. E. CanUmi. Sulla risoluzione 

rikfica delle eqnazioni di 2. grado. 
D.M. 4. 214. 

137. A. Äuric. Resolution giaphique 
de r^quation X* — |) X + ^ = o. N. A. 
(4) 5. 514. 

188. H. J. Thamsen. Graphical Solu- 
tion of cubic and quartic equations. 
N. 72. 295. 

139. B. C. Wallis. Note on the (pra- 
phic Solution of simultaneous equations 
in 3 onknowns. E.T. 57. 40. 

140. L. Deny. Note sur la repr^sen- 
tation g^m^trique des polynomes al- 
g^riques. N.A. (4) 5. 198. 

lil. N. Delaunay. Graphische Be- 
rechnung der elliptischen Funktionen 
mit einigen Anwendungen. Z. S. 53. 
403. 

142. Ä. K. Erlang. Lidt om det 
grafiske korrespondance princip. T.Ai. 
17. B. 58. 

143. 8. F. Whüing. üse of drawings 
in Orthographie projection and of globes 
in teaching astronomy. P.A. 18. 285. 

144. S. F. Whüing. Use of graphs 
in teaching astronomy. P.A. 13. 185. 
Siehe auch 106; 110; 256; 349; 356; 
415; 716; 1443; 1917; 1980; 2127—28; 
2379; 2449; 2489; 2657; 2925; 3308 

bis 3314; 8512; 3523; 3600; 8607. 

OeoMetrlsehe Naherangsmethoden. 

146. K. Hunraih. Von Albrecht 
Dürers Näherungskonstruktionen regel- 
mäßiger Vielecke. B.M. (3) 6. 249. 



146. F. H. 0. Madsen. En tilnaer- 
melses Konstruktion for y. T.M. 17. 
A. 21. 

147. 8. Eneho. Tilnaermet kvadatur 
af cirklen. T.M. 17. A. 21. 

148. F. Vülareal. ün descubrimiento 
geometrico. R.C.L. 9. 41. 

Siehe auch 3516—20. 



WinkelteUang. 

149. E. Lampe. Über angenäherte 
Winkelteilungen mit Zirkel und Lineal. 
S.M.B. 1906. 17. 

150. P. CamincUi. Sulla divisione di 
un angolo in parti eguali. A.C. P.M. 

2. 165. 

151. 0. Taraba. PfispöTck ku tri- 
sekci ühlu (Beitrag zur Dreiteilung des 
Winkels). C. 35. 76. 

152. W. Jjehnen. Teilung eines jeden 
gegebenen Winkels in den Primzahlen 

3, 5, 7, 11, 13 . . . entsprechende gleiche 
Teile. Z.H. 37. 262. 

153. G. 8cott. On a looped C. which 
facilitates the trisection of angles and 
its mechanical description by continuous 
motion. E.T. 66. 196. 

154. J. N. Miller. On an Instru- 
ment for 4risecting any angle. P. R. S. 
E. 24. 7. 

155. /. N. Miller. Application of 
Miller^s trisector to the quinquesection 
of any angle P.R.S.E. 24. 302. 

156. Chrystal. Note on the mathe- 
matical theoiy of MiUer's trisector. 
P.R.S.E. 24. 9. 

157. Chrystal. On the relation of 
Miller' 8 trisectrix to the quartic trisectrix 
with a description of a sevenbar lima9ono- 
graph. P.R.S.E. 24. 17. 

158« G. Bratu. Asupra eneagonului 
regulat (Über das reguläre Neuneck). 
G.M.B. 11. 31. 

159. J. N. Miller. A method of divi- 
ding the circumference of a circle in 
360 equal parts. P.E.M.S. 23. 58. 
Siehe auch 3743—44. 

Kubikreehnnng. 

IM* B. Fischer. Zur Schnellkubierung. 
D.F.Z. 17. 369. — Pfeifer 930. 

161. 0. Kitsche. Die Anwendbarkeit 
der Simpsonschen Regel, gleichzeitig 
eine Verallgemeinerung des Archi- 
medischen Satzes. U.M.N. 12. 110. 

162* F. Ärbulü. Volumen de los 
cuerpos geomätricos. R.C.L. 9. 107. 
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168. 7. lonescu. CalcuM volnmuliü 
tocitoiilor. G.M.B. 12. 6; 29. 

164. F. de Boer. Berekening van den 
inhoud Tan het lichaam dat aan drie 
niet geheel buiten elkaar liggende boUen 
gemeen is. N.A.W. (2) 7. 11. 
Siehe auch 8406—21. 

Genäherte Quadratur. 

150. V.Jung. Poznamka k pf ibliinym 
kvadraturnim methodäm. (Bemerkung 
über die genäherte Quadratormethode.) 
C. 35. 23. 

Siehe auch 114; 147. 

Plant iiieter. 

166. E. J. Willis. On the natural 
Unit of the planimeter. S.LI. 19. 23. 

167. Auen. The hatched planimeter. 
E.G. 42. 481. 

168. Ä. Kriloff. On the hatched 
planimeter. A.P.B. (5) 19. 221. 

169. TT. W. Carson. The polar plani- 
meter. Ü.T.R. 1901. 800. 

170. F. Siegmon. Über Stangen- 
planimeter. P. 15. 193. 

Siehe auch 3510; 3584. 

Bechenapparate. • 

171. N.N. Neue Rechenmaschine. 
Z.B.S. 20. 89. 

172. G, J. D. Mounier. De Stolzen- 
bergerRekenmachine„MiUionär**. A.V.A. 

7. 114. 

HZ. S.Fuchs. DerAntharith. N.F.P. 
1905. (28. November). 

175. F. L. 0. Wadsworth. On con- 
▼ergente and arithmetical series the ratio 
of whose terms approximate successively 
the Talue of « and on their application 
to tiie construction of Computing ma- 
chines. J.F.I. 166. 131. . 

175. Garski. Entspricht die russische 
Rechenmaschine als Lehrmittel den Por- 
deningen der heutigen Methodik. P. Z. B. 

^ilÜ" G. VfUerlauf. Die Pflege der 
^\b«t»tiÄkeit im ersten B^chenunter- 

^^^fi^F J Ö.C<>ddington- An appara- 
ttJ'f;« twjfWng long multiplication. 

*^^ t K^«irr«t^. A difFerentiating 

^^7 *p^^ 26. 277. 
•*^ii - r^^A^ Sur un intägrateur 



180. B. Bothe. Ober eine mechanische 
Auswertung der elliptischen Trans- 
zendenten. S.M.B. 1905. 13. 

181. /. B. Milne. Certain math. 
instruments for graphically indicating 
the direction of refracted and reflected 

I light. P.BSE. 25. 806. 

182. C. E. Adams. Geodetic tables 
for use with the Brunsviga calculaÜng- 
machine. B.A.A. 10. 93. 

183. Ackermann. Re&aktemetzische 
Schnellmethode der Bieranalyse mitteb 
der Ackermannschen Rechenscheibe. Z. 
F.B. 28. 33. 

Siehe auch 114; 120; 153—57; 297—99; 
3586. 

Rechenschieber. 

184. C. Vemon-Boys. A new slide 
rule. N. 72. 45; 102. 

185. P. Ernst. Zur Addition und 
Subtraktion mit Hilfe des logarith- 
mischen Rechenschiebers. Z.S. 58. 60. 

Siehe auch 1978; 3175; 8587—92. 

Tektoranalysls. 

186. J. Laub. Elemente der Vektor- 
analysis (poln.) W.M. 9. 134. 

187. A. Libicky. Cvod do vektorov^ 
analyse (Einleitungin die Vektoranalysis). 
C. 35. 207. 

188. E. Barbette. Demostracion de 
un teorema cläsico por la geometria 
Tectorial. R.T.M. 5. 135. 

189. 0. ManviUe. Th^or^me sur les 
vecteurs et th^oräme de Varignon. P. S. B. 
1904—05. 62. 

190. 0. Blumenihal Über die Zer- 
legung unendlicher Vektorenfelder. M.A. 
59. 235. 

191. E. V. Huntington. The funde- 
mental laws of addition and multi- 
plication in elementary algebra. A.ofM. 
(2) 8. 1. 

Idi.J.H.Maclagan-Wedderbum. On 
the general scalar fimction of a vector. 
P.R.S.E. 24. 409. 

198. V. H. 0. Madsen. Note om 
rumtal. T.M. 16. B. 31. 

194. L. G. du Pasquier. Zahlentheorie 
der Tettarionen. V.N.Z. 51. 55. 

195. E. Waelsch. Extension de Tal- 
g^bre vectorielle ä. Taide de la th^orie 
des formes binaires avec des applications 
ä la th^orie de T^lasticite. C. R. 143. 204. 

196. A. Mc. AuJay. Yector distributions 
OTer volumes^ lines and surfaces. R. A. A. 
9. 109. 
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197. G. Mannet. Sur les tbäorfemes 
g^n^raux de la m^canique et le calcul 
vectoriel. E.M. 7. 467. 

Ansdehnungglelire. 

108. X. Conturat Les principes des 
math^matiques. R.M.M. 13. 224. 

199» G. Monnet, Vecteurs relatifs ä 
une courbe. £.M. 7. 225. 

Quatemionen* 

200. Tait Quatexnionnotes. P.B.S.E. 
24. 344. 

201. B. L, Carstens. A definition of 
qaatemions by independent postulates. 
S.M.Am. 12. 392. 

202. H, E, Hawkes. The qnatemion 
number Systems. M.A. 60. 437. 

208. W, Peddj. Quatemion binaries. 
P.R.S.E. 24 70. 

204. J.H.Maclagan-Wedderhum. On 
tfae application of quatemions in the 
theory of differential equations. T.B. 
S.E. 40. 709. 

Siehe auch 332. 

GeoMetrisdies Zeichnen. 

205. C. Heinatz. Über das Zeichnen, 
im besonderen das Fach zeichnen und 
die Werkstattzeichnnng. D.M.Z. 1903. 
73; 95; 134. 

206. Steiner, In welcher Beziehung 
stehen Zeichnen und Bechnen zum Unter- 
richt in der Baumlehre? A.F.8.P. 6.71. 

207. G. Waüenberg, Konstruktionen 
mit Lineal und Eichmaß, sowie mit dem 
Lineal allein. S.M.B. 1905. 21. 

Siehe auch 241. 

KurTenselchnen. 

208. L. Godeaux. Application des 
m^thodes g^omätrographiques au trac^ 
m^canique des courbes planes. E.M. 
8. 143. 

209. F, Bernstein. Über eine neue 
geometrisch - mechanische Erzeugungs- 
weise des Kreises und der sphärischen 
Keselschnitte. Z.S. 52. 380. 

210. F. Viüareal. La curva del nino. 
B.C.L. 9, 130. 

Siehe auch 153; 316—17; 3308; 3450—69; 
8745. 

Terbindnngsknrren. 

211. V, Bonin. Formule pratique poui 
le trac^ des courbes de raccordement 



en arc de cercle au moyen d'ordonn^es 
sur la corde. B.T.P. 26. 459. 
Siehe auch 2796—98; 3458; 3461—62; 
3466—66. 



Zelehenlnstnimente. 

212. Picard. Werkzeug zum Zeichnen. 
K.Z. 8. 59. 

218. Becker, Badienlineal. B.LG.B. 
1905. 199. 

21 4t* K. Mack. Tangentenkonstruktion 
mit Hilfe des Spiegelluieals. Z. S. 58. 435. 

215. B. Mehmke, Logarithmisches 
Papier. Z.S. 53. 185. 

216. Lafayette. The Kinsey patent 
presser. T.W.B. 29. 133. 

217. B. F. Muirhead. Constructions 
with straight-edge and dividers. M.G.S. 
3. 209. 

218. B. Berard. Sur le trac^ des 
coniques au moyens des syst^mes arti- 
cul^s. B.M.E. 10. 164; 179. 

219. W. L Brooks. Parabola curve. 
T. M. 16 A. 46. 

220. G, Sommati. L'ellissografo. B. 
F.M. 7. A. 115. 

221. Z. E. Homickij. Proekt elipso- 
grafu (Modell eines Ellipsenzirkels). B. 
S.M. 10 Nr. 4. 

222. B. Schimmack. Ein kinematisches 
Prinzip und seine Anwendung zu einem 
Katenographen. Z.S. 52. 341. 

228. TT. G. Cady. A machine for 
compounding sine curves. S. (2) 23. 877; 
P.B. 22. 249. 

224. Lord Bayleigh. On an instrument 
for compounding vibrations with an 
application to the drawing of curves 
such as might represent white light. 
P.M. (6) 11. 127. 

225. A. Baur. Der Campylograph. 
N.O. 48. 229. 

Siehe auch 53; 157; 207; 916—17; 3743; 
3745—46. 



Darstellende Geometrie. 

226. E. AmcUuro. Sui metodi delle 
geometria descrittiva. G.B. 43. 29. 

227. E. Müüer. Die darstellende Geo- 
metrie als eine Yersinnlichung der ab- 
strakten projektiven Geometrie. D.V.M. 
14. 569. 

228. Ä del Be. Intomo ai metodi di 
rappresentazione della geometria descrit- 
tiva. A.A.P.N. (2) 10. Nr. 5. 

229. H. de Vries. Over twee vraag- 
stukken uit de beschrijvende meetkunde. 
W.T.2. 145. 
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280« Ä. del Be. SuUe 4 rotationi che 
sovrappongono nn triedro trirettaogolo 
a an altro triedro trirettangolo e niUa 
astatica nei metodi della geometria 
descrittiva. R.A.N. (3) 11. 216. 

281. E, Vogel. Über die mechanische 
Ermittlung des Dorchdringpingspoljgons. 
Z.H. 37. 265. 

282. L. Klug. Konstruktion des Reliefs 
einer F,. S.A.W. 114. 66. 

288. C. Neveceral. Konstruktion der 
Rotations-F,, wenn die Rotationsachse 
und 3 Tangenten gegeben sind (tschech.). 
M.A.T.P. 1906. Nr. 18. 

Siehe auch 1949. 



Axonometrie. 

248. C. A. Heuman. Über Trägheits- 
momente von Punktsystemen und über 
eine fundamentale Aufgabe in der Theorie 
der axonometrischen Abbildunj^. A.M. 
A.F. 2. Nr. 11. 

Sehattenkongtmktioneii« 

244. G. Feldhaus. Ein kleiner Beil^ag 
zur Lehre von der Schattenkonstmktion. 
Z.G.U. 16. 101. 

245. H. Hertzer, Schlagschatten eines 
Kugelkreises in die Kugel. Z.G.U. 16.169. 

246. G. Feldhaus. Noch einmal der 
Schatten in Hohlkugeln. Z.G.U. 16. 186. 



Projektion. 

284. E. Ätnaturo. I metodi della 
biproiezioneortogonale, delle biproiezione 
mongiana e della biproiezione parallele 
(biodiga) per la rappresentazione piana 
dello spazio ordinario. G.B. 43. 314. 

285» M. Juhel-Eenoy. Sur la pro- 
jection centrale. N.A. (4) 6. 121. 

286. H. de Vries. Centrale projectie 
in de mimte van Lobatschewsky. CA. 
A. 14. 264. 

Siehe auch 249; 261—62. 

Stereographlsche Projektion* 

287. E. S. Fedorov. Die neuen singu- 
lären Punkte der stereographischen Pro- 
jektion im Zusammenhang mit der 
Verallgemeinerung der Büschel isotroper 
Strahlen, (russ.) A.P.M. (8) 17. Nr. 6. 

288. G. Cesäro. Les formules de la 
trigonomätrie sphdrique d^duites de la 
projection ster^ographique de la sph^re. 
B.A.ß. 3. 660. 

289. S. L. Penfield. On the drawing 
of crystals from stereographic and 
gnomonic projection. A. J.S. (4) 21. 206. 

Siehe auch 262. 



Perspektire. 

240. K. Doehlemann. Die Perspektive 
der Brüder van Eyck. Z.S. 62. 419. 

241» E, H. Hermes. Das perspek- 
tivische Zeichnen ohne Quadratnetz und 
die perspektivische DarsteUung von 
Gartenplänen im koupiertem Terrain. G. 
K.ß. 6. 166. 

242. F. Chome. Sur le contour apparent 
-de la surface d*un corps. E.M. 8. 38. 
Siehe auch 3677—79. 



Belenelitangskiinde. 

247. V. Dörr, Eine einfache Licht 
Stufenbestimmung. U.M.N. 12. 60. 

248. S. Meisel Über die wahre Be- 
deutung der Kurven gleicher Helligkeit 
auf gleichen Flächen. Z.G.U. 15. 183. 

249. C. Nevede:al. Parallele Be- 
leuchtung eines Rotationsellipsoides in 
allgemeiner Lage bei Zentralprojektion 
(tschech.). M.A.T.P. 1906. Nr. 17. 

Photogrammetrle« 

250. Ä.v.Hübl. Die Stereophotogram- 
metrie. M.M.G.I. 22. 139. 

251. E. lAebenau. Photogrammetrie 
in der Viehzucht. M.D.L. 20. 129. 

252« T. Bokulil. Photogrammetrie im 
Dienste der Kimsthistorik. U. F. 1906. 48 ; 
N.F.P. 1906 (4. Oktober). 
Siehe auch 41; 124; 3636; 3666; 3580—81. 

Kristallograpliie. 

258. T, H. V. Groth. Sur les notations 
cristallographiques. B.S.M.F. 26. 64; 
S. Virubov 67. 

254. H. Kirdimayr. Die Anschaulich- 
keit beim kristallographischen Unter- 
richt an der Mittelschule. D.V. N. 77. 220. 

255. G. Wu^, toönosti zakonov 
geometri^eskoj kristallografii. (Die Ge- 
nauigkeit der Gesetze der geometrischen 
Kristallographie.) B.Ü.V. 1903. Nr. 8. 

256. A. F. Rogers. New graphical 
methods in crysiftUographj. S.M.Q. 
24. 67. 

257. C, Viola. La transformazione 
delle coordinate dei cristalli. R.A.L.B. 
(6) 16 A. 89. 

258. C. Viola. Die Aufgabe der 
Transformation der Koordinaten in der 
Kristallographie. Z.K.M. 41. 602. 
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2W. E.S.Fedorov. Nekotoryja sledat- 
vija iz zakona ellipsoida singonii. (Einige 
Folgerungen ans dem Gesetz vom Syngo- 
nieellipsoid.) A.P.B. (5) 21. 118. 

Ä60. E. V. Fedorov. Spezielle Er- 
probung des kristallographischen Limit- 
gesetzes. Z.K.M. 42. 8. 

261. G. F. H. Smith. Über die Vor- 
zuge der gnomonischen Projektion und 
ihre Anwendung beim Eristallzeichnen. 
Z.K.M. 39. 142. 

262. S. L. Penfield. On the drawing 
of cxystals from stereographic and gno- 
monic projections. A.J.S. (4) 21. 206. 

268. F. Haag, Die den Vielflaclien 
des regulären EjristallBystems dualistiBch 
entsprechenden Vielecke. Z. K. M. 42. 170. 

2«4. Ä. E. H. TwtUm. Über topische 
Achsen und über die topischen Para- 
meter der Alkalisulfate und -selenate. 
Z.K.M. 41. 881. 

Siehe auch 289. 



Modelle. 

265. E. Homitalier, Sur la repr^sen- 
tation materielle des graphiques ä 8 di- 
mensions. I.E.P. 11. 207. 

266. B.Bonola, 11 modello di Beltrami 
di superfide a curyatura costante negativa. 
B.B.L. 9. 33. 

267. /. D. EvereH. On a flat model 
which solves problems in the use of the 
globes. G.J. 23. 234. 

Siehe auch 232. 



Mechanik. 

268. B. F. Muirhead. The teaching 
of mechanics. M.G.S. 3. 266. 
Siehe auch 618. 



Gegehiehte der Meehanlk. 

269. E. WohlwiU. Ein Vorg^ü[iger 
Galileis im 6. Jahrhundert. P.Z. 7. 23. 



Prinzipien der Mechanik. 

270. A. Badoureau. Qu'est-ce que la 
möcanique. R.S. (6) 4. 97; 134. • 

271. L. Königsberger. Über die Grund- 
lagen der Mechanik. S.A.B. 1906. 664. 

272. J. Bichard. Sur les principes 
de la mäcanique. E.M. 8. 137. 

278. C. Buraii'Forti. Sui principii 
della meccanica. B.C.M.P. 22. 152. 

274. B. d'Adhemar. Les principes de 
la m^canique et les id^es de Hertz. 
B.A.T.T. 1902. 173. 

Z«itoehrift f. Hathematik u. Phyiik. 56. Band. 



275. H. Friedrich. Bemerkungen zu 
den Grundbegriffen der Mechanik im Hin- 
blick auf die neuen Ergebnisse der Natur- 
wissenschaften. Z.P.P.L. 10. 189; 278. 

276. J. Hadamard. Sur la mise en 
äquation des problemes de m^canique. 
N.A. (4) 6. 97. 

277. L. Silla. Sopra alcune quistioni 
distatica. R.C.M.P.21.81. P.Appell 314. 

278. D. Pompeiu. Sur la notion de 
masse en m^canique. A.S.U.J. 4. 90. 

279. H. Beissner. Mechanische und 
elektrische Maße. S.M.B. 1906. 23; 61. 

280. F. Siacci. Sul principio dei la- 
vori virtuali. R.A.N. {S) 11. 466. 

281. JB. Lindt Das Prinzip der vir- 
tuellen Greschwindigkeiten, seine Beweise 
und die Unmöglichkeit seiner Umkehrung 
bei Verwendung des Begriffs „Gleich- 
gewicht eines Massens7steme8'\ A.G. 
M.W. 18. 147. 

282. Ä. MüUer. Einige Bemerkungen 
über den Wesensbegriff der Bewegung 
und sein Verhältnis zum Begriff der 
absoluten Bewegung. N.O. 48. 233. 

288. 0. Lummer und C. Schaefer. 
Demonstrationsversuche zum Beweise des 
d'Alembertschen Prinzips. P.Z. 7. 269. 

284. Ä. Einstein. Das Prinzip von der 
Erhaltung der Schwerpunktsbewegung 
und die Trägheit der Energie. A.P.L. 
(4) 20. 627. 

285. H. V. HehnhoUz. Über die physi- 
kalische Bedeutung des Princips der 
kleinsten Wirkung. S.A.B. 1906. 863. 

286. L. F^ir. Das Ostwaldsche Prinzip 
in der Mechanik, (ung.) M. T. E. 23. 166. 

2%l.L.Fejer. Das Ostwaldsche Prinzip 
in der Mechanik. M.A. 69.422; 660. 

288. L. Koenigsherger. Über die Max- 
wellschen GleichuDgen. S.A.B. 1906. 9. 

289. L. Fredey. Les th^ries g^närales 
du changement. R.S. (6) 673. 710. 

290. Ä. Ziwet The relation ot mecha- 
nics to physics. S. (2) 23. 49. 

291. B. de Saussure. La g^om^trie 
physique. R.S. (6) 4. 386; 481. 

Siehe auch 197; 973; 2688; 3607. 

Kinematik. 

292. B. de Saussure. Thäorie g^o- 
mätriquedu mouvement des corps. A.S. 
G. (4) 21. 36; 129. 

293. J. Eiesland. On the Integration 
of a System of differential equations in 
kinematics. A.J.M. 28. 17. 

294. Ä. de St Germain, Cin^matique. 
Probleme relatif au centre instantan^ 
de rotation et au centre des acc^l^rations. 
B.D. (2) 30. 73. 
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295. C. Michel Sur le d^placement 
d'ane figure de forme invariable. B.M.E. 
10. 289. 

296. L. Gerard. Deplacement dans 
le plan. B.M.E. 11. 4. 

297t Solcher. Das Zusammensetzen 
ff leich zeitiger Bewegungen und zwei 
dazu dienende Apparate. Y.D.P.G. 7. 
S67. 

298. TT. Biemacki, Ein Apparat zur 
Darstellung der Zusammensetzung zweier 
Drehungen, (poln.) W.M. 9. 129. 

299* V. Biemadci. Ein Apparat zur 
Demonstration der Zusammensetzung 
zweier Rotationen. Z.P. 19. 80. 

800. /. Thuet Deplacement h^licoidal 
d*un solide. B.M.E. 11. 2. 

SOI« A, Portuondtf. Leyes de com- 
posioion de movimientos helizoidales. 
K.A.M. 1. 401. 

802. F.Ricci. Appunti suUa cinematica 
dpi moto parabohco svolti con metodo 
geometrico elementare. R.F.M. 7 B. 
U\ 142. 

808« G. Ricci. Sui gruppi continui di 
movimenti rigidi negli iperspazii. R. 
A.L.R. (5) 14 B 487. 

Mi* J. Cardinal. Meetkundige plaat- 
sen die met de kruckbewegping samen- 
hangen. M.P.M 10. 174. 

806. F. W. Landiester. The pendu- 
luip accelerometer, an instrument for 
tbe direct measurement and recording 
of acceleration. P.P.S.L. 19. 691. 

806« /. H, Jean«. The kinematics 
of a granulär medium in normal piling. 
r.L.M.S. (2) 8. 124. 

Siehe auch 222; 230; 3422—48. 

Kinematische Geometrie. 

807. B. Prochdeka. Eine Bemerkung 
Kur kinematischen Geometrie (tschech.). 
M.A.T.P. 190ß Nr. 26. 

80h, J, J. Quinn, On kinematic geo- 
mntry. A new inversor. M.M.F. 12. 
106. 

809* L. Bickart. Sur le mouvement 
(Cune figure plane semblable ä une fi- 
guro donnere et dont 2 points d^crivent 
dtiux droites concourantes. R.M.S. 16. 
41H. 

8IOt B. de Saussure. La g^mätrie 
{In« fmiillets. A. S.O. (4) 21. 134; 

811* h\ Weinnoldt. tTber kinematische 
Ki7<dugung von Hegelflächen 4. Ordnung. 

Z.H. fta. auo. 

8ltft (J. CailUr. Sur la construction 
ihi ooiironuYde. A.S.G. (4) 21. 540. 



Meehanigmen. 

813* Shepard. Method of determining 
velocities and directional relations in 
mechanisms. M.W.M. 37. 108. 

814* F, WiUenbauer. Dynamische 
Eraftpläne. Z.S. 58. 274. 

815. G, T, Stier, Die Gleitflftchen 
der Bewegungsmechanismen an Ma- 
schinen und deren Schmierung G.B.H. 
66. 597. 

816« B, Prochdzka. über die durch 
ein bewegliches Viereck erzeugte Kurre 
(tschech.). M.A.T.P. 1905. Nr. 26. 

817. /. /. Quinn. A linkage for the 
kinematic description of a cissoid. M. 
M.F. 18. 67. 

818« 0. Fischer. Über die Bewegnngs- 
gleichungen räumlicher Gelenksysteme. 
A.G.L. 29. Nr. 4. 

819. Ä. Grünwald. Darstellung aller 
Elementarbewegungen eines starren 
Körpers von l^liebigem Freiheitsgrad. 
Z.S. 52. 229 

820« Paege. Sehaltwerkgetriebe. M. 
W.B. 8. 248. 

821« Wüd. Neue Riemengetriebe 
mit beliebig wechselnden Geschwindig- 
keiten. W.F.B. 22. 235. 

822. V. Petravic. Das Diamant- 
getriebe. G.M.T. 4. 153; Z.M.M. 4. 
285. 

828. Schweike. Die Automobilgetriebe. 
Z.M.M. 4. 407. 

824. Rousselet. Transmission diff^- 
rentielle par satellites. R.I.P. 36. 438. 

826. G. T. Benneu. The parallel 
motion of Sarrut and some allied me^ 
chanisms. P.M. (6) 9. 803. 
Siehe auch 218; 304; 2683; 8215—18; 
3424; 3449. 

Zalinräder. 

826. Hagen. Bemerkungen über Ver- 
zahnungen. R.LZ. 31. 58. 

827, F. J. Vaes. De afslytingskarak- 
teristiek bij tandraderen. I.W. 18. 
799^ 

828. W. Wolfrom. Eine falsche Kon- 
struktion der Evolventenverzahnung. Z. 
G.ir. 17. 23. 

829, P. Koppe. Eine falsche Kon- 
struktion der Evolventenverzahnung. 
Z.G.U. 17. 66. 

880. Knowles and sons. Variable 
speed gear. M.W.M. 38. 306. 

881. Meinhaus. Strengtliofgearteeth. 
E.C. 42. 71. 

Siehe auch 2810; 3214; 3426 — 35; 
3438—41. 
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Sehranbenreeluiiing. 

SS2. W. Peddie. The use of quater- 
nions in the theory of serie«. P. R. S. £. 
24. 81i. 

SUtlk. 

888. Behuffei. Demonstration du 
th^r^me de Yarignon. B.M.E. 11. 97. 

884. J. SlawikotiDski. Z dziedziny 
mechanUd i geometryi. Bystemie 
zerowym (Über einige Anfsaben der 
Mechanik und Geometrie. Das Null- 
system). P.T.W. 41. 361; 888. 

885. J, P. DoThujd. Opredelenie 
glavnych napravlemj ▼ tverdom tele 
Bestimmung der Hauptachsen eines 
festen Körpers). B.L.B. 6. Nr. 2. 89. 

886. L. Süberstein. Statica dei siste- 
mi non perturbati. N.C.P. (6) 11. 21. 

887. P. S. Maeaulay, On a problem 
in mechanics and the nnmber of its 
Solutions. M.G.S. 8. 866. 

888. B, Skutg^. Anwendung der 
Massenreduktionen nach Beye und nach 
Poinsot. S.M.B. 1906. 64. 

889. A. del Be. SuUe föcali di 
Minding. B.A.L.B. (6) 14. B. 886. 

840. ü. Halphen. Theorie et appli- 
cations du coin. N.A. (4) 6. 1. 

841. Bamisch. Statische Unter- 
suchung eines balkonartigen Ausladers. 
Z.E.M. 8. 46. 

842. HeekeXbaeher. Zur statischen 
Untersuchung Ton Schornsteinen. O.W. 
Ö.B. 11. 711. 

Siehe auch 280; 277—81; 870; '466; 
2398—2400; 2423; 3696—8631. 

ZüBamoieiisetiiiiig Ton Krftften. 

848. H. Haedicke, Der Mittelpunkt 
▼on Kiftflen. D V.N. 77. 60. 

844. 21 Sehwartzt. Die Grundformel 
des Parallelogrammgesetzes. U.M.N. 
12. 87. 

845* H. Keferstein. Zur Ableitung 
des Satzes vom Kräfteparallelogramm 
aus dem Projektionssatz. Z. P. 18. 381. 

846. G. B. M. Zerr. To find the 
equation to the straight line which is 
the durection of the resultant of a system 
of forces acting in one plane. M.M.F. 
12. 176. 

847. G, LcLZseri. Sülle composizione 
delle forze nello spazio. P.M.R. (3) 3. 97. 

848. P. H. Scfumte. La r^duction 
analytique d*un Systeme quelconque de 
forces. G.B. 142. 826. 

849. F. Bogel. über die graphische 
Zusanmiensetzung von Krilften. S.G.B. 
1905. Nr. 20. 



Sehwerpnnkte. 

850. Hdton de la Goupülihre. Lieux 

g^m^triques de centres de gravit^. CR. 

142. 1130. 

I 851. König. Schwerounkt und Träg- 

I heitsmoment eckiger Flächen. Z.£.M. 

8. 66. 

852. Hät&n de la GoupillUre. Centres 
de gravit^ de syst^mes spiraloYdes. CR. 
142. 1172. 

858. Hätan de la GoupüHhre. Centres 
de gravit^ de syst^mes discontinus. CR. 
142. 1069. 

MoMente. 

854. B. B&ard. Sur la th^orie des 
moments. B.M.E. 11. 178. 

855. C. Spelta. Sulla determinazione 
della massa totale e dei momenti prin- 
cipali centrali d*inerzia. G.B. 43. 297. 

856. J. Sehreier. Zur graphischen 
Ermittiung der Trägheits- und Zentri- 
fngalmomente unregelmäßiger ebener 
Gebilde. Ö.W.Ö.B. 10. 836. 

857. M. Mason. Curves of minimum 
moment of inertia with respect to a 
point. A. of M. (2) 7. 166. 

Siehe auch 243; 361; 2044; 2381; 8611 
bis 3612; 3596—96; 8699. 

Kettenlinien. 

358. F. G. Teixeira, Questäo entre 
Monteiro da Rocha e Anastacio da 
Gunha. A.S.A.P. 1. 7. 

859. H. F. Mac Neish. On the de- 
termination of a catenary with given 
direction and passing through 2 given 
points. A. of M. (2]) 7. 66. 

860. /. Bychter. Wykr^slenie krzywej 
Bznurowej dla obci%zenenia jednost^j- 
nie zmiennego (Über das Zeichnen der 
Kettenlinie bei veränderlicher Belastung). 
C.T.L. 22. 224. 

861. C. H. Lees. On the depression 
due to a load at the centre of an elastic 
chain tightiy stretched between two 
points in the same horizontal plane. 
P.M. (6) 9. 811. 

Siehe auch 222; 689; 3616; 3697. 

Dynamik. 

Siehe 617; 2774—2879. 

Dlfferentialgleieliiingeii der Dynamik. 

862. L. MaiMrer. Über die Differen- 
tialgleichungen der Mechanik. N. G.G. 
1906. 91. 

13* 
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863. M. Planck. Das Prinzip der 
Relativität and die Grandgleichnngen 
der Mechanik. V.D.P.G. 8. 136. 

364. P. E. B. Jourdain. Alternative 
forma of the equations of mechanics. 
Q.J. 36. 284. 

865. 0, Olsson. Integration af rörel- 
seekvationema hos en g^pp djnamiska 
Problem. A.M.A.F. 2. Nr. 18. 

866. J. Quanjel. Les ^qnations g^- 
närales de la m^canique dans le cas des 
liaisons non holonomes. B.C.M.P. 22. 
263. 

Dynamik des Panktes. 

867* G. Pennacchietti. Intomo a pro- 
blemi di meccanica riducibili a quadra- 
ture. A.G.C. (4) 18 Nr. 7. 

868« L. Orlando. Snlla velocitä minima 
nella traiettoria di nn grave. A.A. P.M. 
17. 28. 

869* E. Cesaro, Sopra alcuni pro- 
prietä delle trajettoria in un dato campo 
di forze. R.A.N. (3) 11. 424. 

870. L. Fejer, Gleichgewicbt im 
widerstehenden Mittel. D.V.N. 77. 223. 

871. L F. M^cerslij. üravnenija 
dviienija to6ki peremennoj massy v ob- 
B6em flluiae (Über die Bewegungs- 
gleichnngen eines Punktes von ver- 
änderlicher Masse im allgemeinen Falle). 
B.I.P.P. 1. 77. 

Siehe auch 456. 



Zentralbewegong. 

872. K. Bruns. Die Grundlage der 
Bewegpingelehre , dargestellt an neuen 
Versuchen über die Fliehkraftgesetze. 
V.B.P.C.Ü. 10. 210. 

878* H. Lebesgue. Sur le probläme 
des aires. S.M. 33. 273. 

874« R. Berard. Mouvement sousmis 
ä la loi des aires. Gas oü la tr^jectoire 
est une conique. B.M.E. 10. 225; 241; 
257. 

875. P. J, Suchar. Sur une trans- 
formation reciproqne en m^canique. 
S.M. 83. 210. 

876. L. Tesar. Ein Beispiel aus der 
Mathematik und Mechanik zur Lehre 
von den Größenordnungen. Z.H. 37. 28. 



Geswiingene Bewegung. 

877. F. P. Ruffini. Del moto di im 
punto che obbligato a rimanare in un 
data superficie debba percorrere con una 
velocitä. prestabilita una linea data. 
R.I.B. (2) 9. 146. 



878. /. Hom. Zur Theorie der Be- 
wegung eines schweren Punktes auf 
einer Rotationsfläche. A.Gr. (3) 10. 1. 

879. T. I^conte. Note. B.M.S. 15. 
286. 

Pendel. 

880. A. J, StodolkiewieZ' Eilka awag 
o wahadle (Einige Bemerkungen über 
das Pendel). P.T.W. 41. 510. 

8S1. Ä, Prey. Konvergenzunter- 
suchungen zum Gesetze der Amplitaden- 
abnahme bei Pendelbeobachtungen. A. 
A.W. 1906. 245. 

882. E. CoUignon. Theorie äl^men- 
taire des petites oscillations d*un pen- 
dule simple. N.A. (4) 6. 49. 

888. J. Sckofield. A method of ülu- 
strating the laws of the simple pendolom. 
P.P.S.L. 19. 70. 

884. J9r. Pade, Sur un point de la 
th^orie classique du pendule sph^riqne 
P.S.B. 1904—05. 31. 

885. Ä. Allen. On the adjustment 
of Eater's pendulum. M.G.S. 3. 307. 

886. A. Prey. Über eine Vorrichtung 
zur Vermeidung des Mitschwingens des 
Stativs beim Doppelpendel. * S.A.W. 
114. 998. 

887. L. de la Rive et A. le Bot/er. 
Sur le mouvement d^un pendule dont 
le point de Suspension oscille horizon- 
talement. A.S.G. (4) 21. 5. 

888. D. J. Korteioeg. Les horloges 
sympathiques de Hujgens, les phäno- 
m^nes connexes et les oscillations prin- 
cipales compos^es que pr^sentent 2 pen- 
diües fiz^es k un m^canisme ä. un senl 
degr^ de libert^. A.N. (2) 11. 278. 

Siehe auch 805; 2683; 3595. 

Dynamik des Körpers. 

889. B. de Saussure. Theorie g^o- 
m^trique du mouvement des corps. A.S. 
G. (4) 21. 86; 129. 

890. A. Tresse. Sur le mouvement 
des Corps solides. N.A. (4) 5. 220. 

891* E. Husson. Sur un thäor^me 
de M. Poincar^ relativement au mouve- 
ment d*un solide pesant. C.B. 141. 
821. 

892. de Tilly. Sui la stobilit^ da 
mouvement du cerceau, horsque Tangle 
de son plan avec la verticale reste 
petit. A.S.B. 30 A. 159. — de Sparre 
SO B. 868. 

898. J. W. Sharpe. The boomerang. 
P.M. (6) 10. 60. 

Siehe auch 77; 319; 402—04. 
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Dyiuuiiik des Systems. 

894. B. Seiliger. Studii sulla dina- 
mica dei sistemi. G.B. 43. 329. 

895« K. Laves. Die AnfEndung einer 
ToUfllftndigen Lösonip der Jacobischen 
partiellen Differentiugleichung für me- 
manische Probleme mittelst einer dy- 
namisch-geometrischenDarstellungsform. 
A.N.K. 171. 226. 

896. P. Varonee. Einige besondere 
Fälle der Bewegung eines Systems 
materieller Punkte unter der Einwirkung 
reziproker Kräfte (russ.) B.Ü.K. 1905 d 
11. 96. 

897. G. K. Sushv. Ob uravnenijach 
dvüenija pri neuderÜvajuscich poTerch- 
nostej (Über die Bewegungsffleichungen 
im Falle einseitiger Verbindungen). S. 
M.M. 25. 376. 

898. M. Ä. E. Stephansen. Von der 
Bewegung eines Continuums mit einem 
Ruhepunkte. A.M.C. 25. 30. 

Drehung. 

899. A. de St. Germain. Note rela- 
tive au mouvement de rotation. N.A. 
(4) 6. 10. 

400. V. V, Lang. Über Dreherschei- 
nnngen. V.B.T.C.Ü. 11. 37. 

401. B. Marcolongo. Sul teorema 
della oomposizione delle rotazioni instan- 
tanee. B.B.L. 9. 1. 

402. P. Burgatti, SugPintegrali 
primi dell*equazione del moto d'un corpo 
pesante intomo aun punto fisso. A.DM. 
(3) 12. 81. 

408. E. Husson. Recherches des in- 
tegrales alg<^briques dans le mouvement 
d'un solide pesant autour d'un point 
fixe. A.T. (2) 8. 73. 

404. 0. Olsson. Symmetriskt skraf- 
formiga kroppars rOrelse kring en fast 
punkt p& Symmetrie axeln under tyngd- 
kraftens inverkan. T.M. 17 B. 1; 25. 

406. J, J, Taudin Chabot Simple 
diaeram connecting the various motions 
in Uie 80 called Bohnenbergers Machine. 
P.M. (6) 9. 722. 

406« L. Lecomu. Sur Therpolbodie. 
S.M. 84. 40. 

Siehe auch 395; 2900; 3422. 



Kreisel. 

407« Ä. BüimoM. Sätze von Jacobi 

und Sylvester (russ.) B.U.E. 1906 d. 
10. 68. 

408. L. Bei\iamin. Der Schlicksche 

Kreisel. H.H. 1906. No. 36—37. 



409. A. Stergel Das Schlick'sche 
SchifTskreisel. -D.W.B. 6. 106. 

410. 0. Schlick. The gyroscopic 
effect of flywheels on board snip. T.I. 
N.A. 1904. 1. 

Schwingiingen. 

411. Guület. Entretien des corps 
vibrants. B.S.F.P. 1906. 19. 

412. J. Hörn. Weitere Beiträge zur 
Theorie der kleinen Schwingungen. Z. S. 
63. 870. 

418. A, Korn. Sur les vibrations 
d'un Corps elastique dont la surface est 
en repos. C.B. 142. 608. 

414. Lord Bayleigh. On the pro- 
duction of vibrations by forces of rela- 
tively long duration with application 
to the theory of collisions. P.M. (6) 
11. 283. 

416. Chassagny. Sur 2 appareils des- 
tin^ ä r^tude graphique de la compo- 
sition des mouvements vibratoires de 
m^me direction ou de directions rectan- 
gulaires. S.F.P. 246—47. 3. 

416. J. Schreiner. Über die Schwin- 
gungen eines Stabes mit bifilarer Auf- 
hängung. Z.H. 37. 346. 

417. /. Morrow. On the lateral vi- 
brations of loaded and unloaded bars. 
P.P.S.L. 20. 170; P.M. (6) 11. 368. 

418. /. Morrow. On the lateral vi- 
brations of uniform and varying sectional 
area. P.M. (6) 10. 113. 

419. S. Gruggenheimer. Über die uni- 
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temperature. R.A.L.R. (5) 15. 119. 

574. S. CheUa. Messung des innem 
Reibungskoeffizienten der Luft bei nie- 
driger Temperatur. P.Z. 7. 546. 

575. S. Chella. über einen Apparat 
zur absoluten Messung des Koeffizienten 
der inneren Reibung der Gase. P.Z. 

7. 196. 

576. P. Tämler. Über die Koeffi- 
zienten der innem Reibung fOr Ge- 
mische zwischen Argon und Helium. 
V.D.P.G. 8. 222. 

Inßere BalUstlk. 

577. S. Ä. Corey. The ballistic 
Problem. M.M.F. 12. 121. 

578. B. V. PortensMag-Ledennayr. 
Neue ballistische Tabellen. M.A.G. 
24. 563. 

579. /. Kozäk, Berechnung der all- 
gemeinen Schießtafeln und deren Be- 
nutzung zur Lösung von Aufgaben aus 
der Schießlehre. M.A.G. 23. 651; 893. 

580. A. V. Ohermayer. Über den 
Einfluß der Erdrotation auf die Be- 
wegung der Geschosse. M.A.G. 82. 707. 

581. Figari, L'influenza della rota- 
zione diuma terrestre sul tiro delle arti- 
glierie a grandi distanze. A.A.G. 1905. 
D. 80. 

582. B. Schöffler. Gesetz der zu- 
fälligen Abweichungen. Beiträge zur 
Wahrscheinnlichkeitsrechnung mit An- 
wendung auf die Theorie des Schießens. 
M.A.G. 23. 97; 366. 

588. M. Gildemeister und H, Strehl 
Über den Gteschwindigkeits- und Ener- 
gieverlust von Geschossen im Wasser. 
A.P.L. (4) 18. 567. 

584. J. Kozäk. Bestimmung von 
Geschoßffeschwindigkeit mittels aperio- 
discher Kondensatorentladungen. M.A. 
G. 24. 863. 

585. Busch. Die Drallfrage bei den 
Schiffsgeschützen. M.A.G.S. 84. 29. 

586. Gildemeister und Strehl Die 
explosiven Wirkungen schnellfliegender 
Geschosse. P.G.K. 46. 127. 

587. F. Neesen. Weitere Versuche 
über die photographische Bestimmung 
der Geschoßbahnelemente. V.D.P.G. 

8. 16. 

588. Freeih. Method of designing 
projectils. J.R.A. 32. 404. 

589. Beflecke. Über Planschießen. 
K.Z. 8. 76. 

590. Kozäk. Über ballistische Appa- 
rate. M.A.G. 1905. 1. 
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591« P. af Bjerh^n, Ballistische Mes- 
sangen mit stark gedämpften Galvano- 
metern. A.M.A.F. 2. Nr. 13. 
Siehe ftuch 1394; 1683; 2640; 2694; 2766. 

Innere BaUistik. 

592. Joumee. Recnl du fusil de 
chasae et du pistolet automatique Brow- 
ning. B.A. 67. 166. 

M8. TT. Wol/f. Über die Geschoß- 
geschwindigkeit nahe vor der Mündung. 

594. W. Wolff. Über die Geschoß- 
geschwindigkeit nahe vor der Gewehr- 
mündnng. E.Z. 8. 481. 

Physiologische Mechanik« 

595. J, Joteyko. Sur les äcarts entre 
la coorbe calculee et la courbe observ^e 
a Tergographe. B.A.B. 1906. 233. 

Siehe auch 318. 

BEmthematisehe Physik. 

596. H. C. Maclaurin. The scope and 
method of mathematicalphysics. E.A.A. 
9.95. 

597. jP. Klein, Probleme des mathe- 
matisch -physikalichen Hochschulunter- 
richtes. Z.H. 36. 461. 

598. A. Buhl Sur le caractäre arbi- 
traire des d^veloppements des Solutions 
m6me uniques des probl^mes de la phy- 
sique math^matique et sur de nouvelles 
propri^t^s des s^ries trigonometriques 
gän^ralisäes. CR. 143. 162. 

Differentialgleichungen der Physik. 

699. i. Koenigsberger. Über die Dif- 
ferentialgleichungen der mathematischen 
Physik. S.A.B. 1905. 841. 

600. W. Wien. Über die partiellen 
Differentialgleichungen der mathem. Phy- 
sik. D, V. M. 16. 42. — E, HaenUsckel 219. 

601. W. Wien. Über die partiellen 
Differentialgleichungen der mathem. Phy- 
sik. P.Z. 7. 16. 

602. W. Wien. Über die partiellen 
Differentialgleichungen der Physik. D. 
V.N. 77. 9. 

606. J. Hadamard. Sur les problämes 
aox d^riv^es partielles et leursignification 
physique. B.Ü.P. 13. 49. 

Geschichte der Physik. 

604. C. Barus. The progress of phy- 
•ics in the 19. Century. S. (2) 22. 353 ; 386. 



605. P. Mezzetti. La fisica di Galileo. 
R.F.M. 7B. 221. 

Siehe auch 609. 

Prinzipien der Physik. 

606. /. Kossonogov. Grundlagen der 
Physik (ru88.). B.Ü.K. 1905. b 9. 

607. Ä. Ä. Veblen. The relation of 
physics to the other material sciences. P. I. 
A.S.D. 9. 21. 

608. L. Süberstein. Theorja operatoröw 
fizycznych (Die Theorie der Operatoren 
in der Physik). P.P.W. 5. 424. 

609. P. de Heen. La succession des 
ätapes de Tävolution des sciences phy- 
siques et les th($ories hybrides modernes. 
B.A.B. 1905. 679. 

610. A. E. Haas. Die Beziehungen 
zwischen dem Newtonschen und dem * 
Coulombschen Gesetz. P.Z. 7. 658. 

611. A. Americo. Due esperienze da 
scuola sul principio di Doppler. N. C. P. (5) 
10. 393. 

612. L. Fredey. Sur la signification 
exacte du principe de Gamet. CR. 
142. 513. 

Siehe auch 1420; 2938. 

Materie. 

613. 0. Lodge. Modem views on mat- 
ter. P.S.M. 63. 289. 

614. C. A. Laisant. Sur F Evolution 
de la matiäre. E.M. 8. 26. 

615. /. Fräser. A theoretical represen- 
tation leading to general suggeations bear- 
ing on the ultimat« Constitution of 
matter and ether. P.R.S.E. 24. 26. 

616. /. H. Jeans. On the partition 
of energy between matter and aether. 
P.M. (6) 10. 91. 

617: /. H. Jeans. On the application 
of Statistical mechanics to the general 
dynamics of matter and ether. P. R. S. L. 
76. 296. 

618. G. Mtlhaud. Matiäre et mouve- 
ment. Bases d'une m^canique objective 
oppos^e ä la m^canique classique. R. G. 0. 
16. 797. 

619. H. C. Jones. The electric nature 
of matter and radioactivity. E.R. 47. 
426; 462; 498; 534; 570; 618; 654; 690; 
726; 774; 810; 846; 882; 930; 966; 1002. 

Siehe auch 647; 797; 831; 8683. 

Energie. 

620. A. Podwysocki. Über das Gesetz 
der Erhaltung der Energie (poln.) W. W. 
24. 337. 
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621. H. V, Helmholtz. sochranenii 
sily (Über die Erhaltung der Kraft). B. 
L.B. 6. Nr. 1; Nr. 8.49. 

022. H. Kleinpeter. The principle of 
the conservation of energy. Mon. 14. 378. 

623. W. F. Magie. The partition of 
energy. S. (2) 28. 161. 

Siehe auch 284; 616; 800; 811; 847; 
997; 1188; 1219; 1340; 3477; 8480. 

Atomtkeorie. 

624. J. H. Jeans. On the Constitution 
of the atom. P.M. (6) 11. 604. 

625. J. P. Alexander. The new cor- 
puscular hypothesis. A.I. 7. Nr. 13. 

626. A. A. Bobb. The reaolution of 
the corpuBcle. N. 78. 321. 

627. A. S. Mackensie. The queetion of 
the divisibility of the atom. J.F.I. 153. 
451. . ^ 

628. /. Traube. On the space occupied 
by atome : the theories of Th. W. Richards 
and J. Traube. P.M. (6) 10. 340. 

629. Lord Kelvin. Plan of an atom 
to be capable of storing an electrion 
with enormous energy for radioactivity. 
P.M. (6) 10. 696. 

680. J. Stark. Der Dopplereffekt bei 
den Kanalstrahlen und die Spektra der 
positiven Atomionen. P.Z. 6. 892. 

681. J. Fräser. Suggestions towards a 
theory of electricity based on the bubble 
atom. P.R.S.E. 25. 680. 

Siehe auch 825; 842; 1031; 1412; 1540; 
1887; 3582. 

Xther. 

682. D B. Brace. The negative results 
of npcond and third order tests on the 
„liothor drifV* and possible first order 
inothodM. P.M. (6) 10.71. 

088. T. U. Havelock. On surfaces of 
i||«»MinUnuity in a rotationally elastic 
niiMiluiii. P.M. (6) 10.608. 

OH'lf i'Orä Kelvin. On the Statistical 
li Im»! it« «u|iillil)rium of ether in ponderable 
Hi«l<i<i' lit nny tcmperature. P.M. (6) 10. 
ünn 

Oll^i lanl Kelvin. On the kinetic and 
M(Mll«lli'til onullibripm of ether in pon- 
^\^^^^\UU^ imittor nt any temperature. R. 
li \ (n wiü. 

f'U^iM» UUoh 47H; 616—17; 797. 

AliMiluti'H Maßsystem. 

\\M\, l /»i*j</'ni^rrj7. Absolute eenheden 
\\\ \U\\m[u\A\\\n\\\U^u. N.T.N.I. 65.74. 



687. F. B. Bosa and N. E. Dorsey. 
The ratio of the electromagnetic and 
electrostatic units. P.R. 22. 367. 

Siehe auch 2939; 8502. 

Kompression. 

688. T. TT. Bichards und W. N. StuU. 
Über eine neue Methode, Zusammendrück- 
barkeiten zu bestimmen. Z.P.C. 49. 1. 

689. Lord Bayleigh. Über die Kom- 
pressibilität von Grasen zwischen einer 
Athmosphäre und einer halben Athmo- 
Sphäre Druck. Z.P.C. 52. 706. 

Siehe auch 678; 686; 890. 

Spezifisches Gewicht« 

Siehe 1192; 1228; 1418; 2153. 

Aggregatznstftnde. 

640« F. Böse. Zur Kinetik extremer . 
Aggregatzustände. Z.E. 11. 742. 

641. C. F. GuiUaume. La physique 
des solides d'apräs les id^es de M. Tarn- 
mann. B.S.F.P. 1906. 110. 

642. G. Tammann. Ob otnosenijach 
meidu kristallideskim i zidkim sostojani- 
jami (Über die Beziehungen zwischen 
dem kristallisierten und dem flüssigea 
Zustand). J.B.P.C.G. 34. 67. 

648. A. Schükarew. Untersuchungen 
über den Zustand gasförmig-flüssig. Z. 
P.C. 65. 99; 129. 

Xnderimg des Aggregatzustandes. 

644« G. Tammann. Die Abhängig- 
keit des Schmelzpunktes beim Glauber- 
salz von Druck. Z P.C. 46. 818. 

645. C.DoeUer. Über Silikatechmelzen. 
D.V.N. 77. 100. 

646. W. Plato. Erstarrungserschei- 
nungen an anorganischen Salzen und 
Salzgemischen I. Z.P.C. 55. 721. 

647. G. Quincke. The transition from 
the liquid to the solid state and the 
foam structure of matter. P.R.S.L. 
78. 60. 

648. W. Nernst und H. Hausrath. 
Zur Bestimmung der Gefrierpunkte ver- 
dünnter Lösungen. A.P.L. (4) 17. 1018. 

649. M. Wüdermann. Zur Bestim- 
mung der Gefrierpunkte verdünnter Lö- 
sungen. A.P.L. (4) 19. 432. 

6.>0. S. M. Johmton. Note on tbe 
boiling points of aqueous Solutions. F. 
R.S.E. 25. 952. 

651. H. Moissan, Sor la distillation 
des Corps simples. A.C.P. (8) 8. 145. 
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652. H. Alt. Über die Verdampfungs- 
wärme dea flüssigen N und deren Än- 
denmg mit der Temperatur. A. P. L. (4) 
19. 739. 

65S. A. Vvieslavcev. kalorimetri- 
öeskom opredelenii napravlen^a krivoj 
plavlen^ja (Über die kalorimetrische Be- 
stimmung der Form der Fusionskurve). 
J.R.P.C.G. 34. 41. 

Siehe auch 637 ; 642 ; 742 ; 924—26 ; 1191 ; 

1206—07; 1211; 1278—79; 1306; 2036; 

2236; 3644—46. 

Molekularphysik. 

654. 0. Biertnann. Über die dichteste 
Lagerung gleicher Kreise in einem Kreise. 
Z.S. 63. 428. 

Siehe auch 893; 898; 1693; 1634. 

Moleknlargröße« 

Siehe 1071; 2260. 

Moleknlarattraktloii. 

655. /. E. Mills. Molecular attraction. 
J.P.C. 10. 1. 

Adhftsioii« 

656« Michatlis. Die Adhäsions oder 
Haftfestigkeit des Eisens im Eisenbeton. 
Z.Ü.B.B. 4. 91. 

657. Liebau. Klemmfestigkeit des Fe 
im Beton. T.I.Z. 29. 716. 

658. Liebau. Klemmfestigkeit des Hol- 
zes im Beton. Z.Ü.B.B. 4. 124. 

659« A. PaeinoUi. Circa alle influenze 
deUa temperatura, delle vibrazioni, della 
umiditä, dell' elettrolisi e della untuo- 
Bitä Bull' adesione e sull' attrito nello 
•freeamento fra vari corpi e sul lavoro 
di äcuni aratri. R.A.L.R. (6) 16 A. 82. 

Absorptloii. 

660. M, W. Travers. The law of dis- 
tribution in the case in which one of 
the phases possesses mechanical riffidity : 
Absorption and occlusion. P. R. S. L. 78. 9. 

MU A. Chriitoff, Über die Abhängig- 
keit der Absorption von der Oberflächen- 
spannung. Z.P.C. 66. 622. 

662. M. W. Tote. On the correction 
between the critical temperatures of gases 
and vapours and their absorption coef- 
fidents and the viscosity of the solvent 
medium. M.N.I. 1. Nr. 4. 

668. A. Hantzsch. Über Absorptions- 
geschwindigkeiten zwischen festen und 
gasförmigen Stoffen. Z.P.C. 48. 289. 



664. L. J. Briggs. On the adsorption 
of water vapour and of certain salts in 
aqueous Solution by quartz. J.P.C. 9. 617. 

665. L. W. Winkler. Gesetzmäßig- 
keiten bei der Absorption der Gase in 
Flüssigkeiten. Z.P.C. 66. 344. 

666. A. Christoff, Untersuchungen über 
die Absorption des CO^ in wäßrigen 
Salzlösungen und binären Flüssigkeits- 
gemischen. Z.P.C. 63. 321. 

667« P. N. Evans. Adsorption of dis- 
solved substances. J.P.C. 10. 290. 
Siehe auch 868. 

Elastisitftt. 

668. S. A. Mckggi. Süll' interpretazione 
del nnovo teorema di Volterra sulla teoria 
dell' elasticita. R.A.L.R. (6) 14 B. 409. 

669. E. WatHsch. Über Binärana- 
lyse und elastische Potentiale. A.A.W. 
1906. 168. 

670. B. Beiger. Über die Gültigkeit 
des Poiseuilleschen Gesetzes bei zähflüs- 
sigen und festen Körpern. A.P.L. (4) 
19. 986. 

671. Izod. Behaviour of materials of 
construction under pure shear. P.W.L. 
7. 1366. 

672. E. Cesäro. Sul problema dei 
suoli elastici. R.A.N. (3) 12. 199. 

^7Z. Nitzsche. Über Einflußlinien. D. 
T.Z.B. 22. 149. 

674. C. Chree. Note on the determi- 
nation of the volume elasticity of elastic 
solids. P.R.S.L. 74. 618. 

675. F. Jung. Über die Ableitung der 
Eulerschen Knickungsformel. A.Gr. (3) 
10. 201. 

676. C. Bach. Versuche über die Ver- 
schiedenheit der Elastizität von Fox- und 
Morison- Wellrohren. M.F.I. 29. 76. 

677. C. Bach. Versuche über die Elas- 
tizität von Flammrohren mit einzelnen 
Wellen. M.F.I. 83. 39. 

678. F. D. Adams and E. G. Coker. 
An investigation into the elastic pro- 
perties of rocks, more especially with 
reference to cubic compressibility. A. 
J.S. (4) 22. 96. 

679. G. Ercolini. Curve di trazione 
dei flli metallici sottili. N.C.P. (6) 11. 
126. 

680. /. Perry. Winding ropes in mines. 
P.M. (6) 11. 107. 

681. A. Goy. Sur IMlasticit^ des tissus 
organiques. CR. 142. 1168. 
Siehe auch 196; 422; 432; 611—14; 
622—23; 633; 1220—21; 2011; 2020; 
2392; 2880—2937; 3320. 



206 



AbhandlnngBregister 1905—1906. 



Elastizitfttsmodnl. 

082. 8. Kusakabe. Modnlus of elasti- 
city of rocks. J.Ü.T. 20. Nr. 9. 

688. S. Kusakabe. Kinetic measnre- 
ments of the modnluB of elasticity for 
168 Bpecimens of rocks. J.U.T. 20. Nr. 10. 

684. S. J. Rutgera en L. Ä. Sanders. 
Over den elasticiteitficoefficientYOordrak 
bij betonijzer brekeningen. J.W. 18. 366; 
885; 514; 542; 573. 

685. W. Schmidt. Über eine Methode 
zur Beatinmiung des adiabatischen Eom- 
pressionsmoduls von Flüssigkeiten. S. 
A.W. 114. 945. 

Siehe auch 674; 728. 

ElastisekeB Gleiehgewieht. 

686. A. Kam. Solution gän^rale du 
probl^me d'^quilibre dans la th^orie de 
rölasticit^ dans le cas oü les d^place- 
ments des-points de la surface sont don- 
n(5s. CK. 142. 334. 

687. L. Orlando. Alcune applicazioni 
deir integrale di Pourier. R.A.L.R. (5) 
15. 905. 

6H8. V. Volterra. Süll' equiHbrio dei 
porpi elastici piü volte connessi. N.C. 
P. (5) 10. 361; 11. 5; 144; 205. 

689. S. Kanda. Elastische Kettenlinie 
(Japan.). J.E.S.T. 1903. 923. 

o90« D. de Francesco. Sul moto di 
un filo e sull' equilibrio di una superficie 
tieisibile e inestensibile. A.A.N. (2) 12. 
Nr. 5-6. 

691. 0. Tedone. Sui problemi d'equi- 
librio elastico a 2 dimensioni. A.A.T. 
41. 86. 

692* J, Doufäll An analytical theory 
of the equilibnum of an isotropic elastic 
plate. T.B.S.E. 41. 129. 

69S. J, Fredholm. Solution d'un pro- 
bUtme fondamental de la th^orie de T^las- 
tiolte. A.M.A.F. 2. Nr. 28. 

«tti, G. Lauricella. SuU' integrazione 
ilallö equazioni dell' equilibrio dei corpi 
elastici isotropi. A.D.M. (3) 11. 269 

i.i^?*?' ^- -^^^ ^^^ da« elastische 

J|>o\eögewicht einer Hohlkugel bez. eines 

h)hl'4ylinder8, wenn auf die äußere und 

ini«r« Oberflache ein gleichmaßiger 

."!* • f?. ^^^' Pi ^rksam ist, unter Be- 

I ai^ksjühtiKung von Gliedern in den Span- 

imiigen, die bezüglich der Deformations- 

ttlmueiito fon 2. Ordnung sind. A.A. W. 

Siehe auch 2880. 

Glaiitliohe Spannung, 
üllfl, A, 7V»i;>f. Probleme der Span- 
wuughvorteilung in ebenen Systemen ein- 



fach gelöst mit Hilfe der Airy sehen Funk- 
tion. Z.S. 52. 348. 

697. X. /. Johnson. The detennina- 
tion of Unit stressen in the general case 
of flexure. J.A.E.S. 28 251. 

698. Lord Kehnn. An new specifiying 
method for stress and strain in elastic 
solids. P.R.S.E. 24. 97. 

699. E. Schulze. Die Spannungen im 
festen Körper. Z.P. 19. 18. 

700. L. A. Sanders. Schuifspanningen 
in cement-^zeren balken of platen. T. 
W.G, 5. 218; 225; 234. 

701. Turley. Wichtige Beziehungen 
zwischen den Spannungen und den Ab- 
messungen von Eisenbetonquerschnitten 
und deren Anwendung. Z.U.B.B. 4. 115. 

702. C. Ckree. On the stresses in the 
Earths crust before and after the sinking 
of a bore-hole. P.M. (6) 9. 785. 

708« A. Leon. Spaxmungen und Form- 
änderungen rotierender Kugelschalen. Z. 
S. 53. 144. 

704. Stupecky. Zur Ermittlung von 
Kantenpressungen bei Sperrmauern. 0. 
W.Ö.B. 11. 515. 

705. Landmawn. Ein Beitrag zur Er- 
mittlung der Bandspannungen in Fabrik- 
Schornsteinen. B.M.B. 1. 131. 

Siehe auch 695; 707; 729; 734—35; 746; 
2410—11; 2780; 2882—2901. 

Elastisehe Deformation. 

706. Zschetzsche. Zur Frage: Form- 
änderungsarbeit bei Torsion. O.W.O.B. 
11. 91; — Huber 346; — Pfeffer 485. 

707. M. Huber. Wlasciwa praca od- 
ksztalcania jako miara wytf ienia mater- 
yalu (Die spezifische Arbeit der Defor- 
mation als Maß der Spannung). C.T.L. 
22. 38; 49; 61; 80. 

708. B. GirÜer. Über die kubische 
Dilatation und ihre Beziehung zut Be- 
anspruchung isotroper elastischer Körper. 
Z.S. 53. 181. 

709; Bouasse et Berihier. Sur les al- 
longements par flexion. J.P. (4) 4. 821. 

710. F. Volterra. SuUe distorsioni ge- 
nerate da tagli uniformi. R.A.L.B. (5) 

14 B. 329. 

711. G. H. GuUiver, Permanent de- 
formation of metal. P.I.M.E. 1. 141. 

712. T. Boggio. Sulla deformazione 
di un elissoide elastico. R.A.L.B. (5) 

15 A. 104. 

713. T. Weitbrecht. Ober die elastische 
Deformation eines kreisförmigen Ringes. 
Z.S. 52. 383. 

714. C. A. ScheUema. Depaling der 
vormveranderingvoneenring. I.W. 19.169. 
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715« C. Riquier. Sur rintäffiation d'un 
Systeme d'^quations aux demäes par- 
tielles auqnel conduit T^tade des d^for- 
mations fiiiies d'on milieu continu. A. 
E.N. (3) 72. 426. 

716« W. C. Kernet A graphical me- 
thod of determining the change of £ra- 
med stractnres. R.A.A. 9. 662. 
Siehe auch 646; 695; 698; 703; 726; 
733; 1221; 2879; 2384; 2898; 2902—06. 

Biegnngselaitisitftt. 

717. G. Ereolini. Ricerche intomo 
alla flessione nei fili metallici. N.C.P. 
(ö) 11. 243. 

718. E. ÄJmansi. Sülle flessioni dei 
cilindri. B.C.M T. 21. HB. 

Siehe auch 709; 728; 2381; 2393; 2406; 

2492—93; 2906—07; 2914; 3204—06; 

3214; 3746. 

Tonionselastlsitftt« 

719. Ä, Föpph Über die Torsion von 
nmdezi Stäben mit yeränderUchem Durch- 
messer. S.A.M. 36. 249. 

720. G, Ereolini. Belazioni fra la 
traaione e la torsione dei fili metallici 
sottili. N.C.P. (6) 11. 43. 

721. E. Cesäro. Sülle formole dei 
Volterra fondamentali suUa teoria delle 
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Interferenz. 

1042. W. Mc CleUan. A note on 
interference with the bi-prism. A.J.S. 
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Lichtemisaion bewegter Atomionen senk- 
recht zur Translationsricbhing. V.D.P. 
G. 8. 104. 
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Methode die Doppelbrechung des Lichtes 
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spettri multipli. N.C.P. (5) 11. 287. 

1111. S. KcUinotoski. dzialaniu 
nast^pczem przy podwöjnem zalamaniu 
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Lichterscheinungen der elektrischen Ent- 
ladung in einigen organischen Stoffen 
bei der Temperatur der flüssigen Luft). 
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1158. A. Pflüger. Die Anwendung 
der Thermosäule zu photometrischen 
Messnngen im Ultraviolett. J.P.R. 19. 17. 
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1905. 442. 

1161. F. Krüger, Das Aussehen der 
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Die Torsion eines Rotationskörpers nm seine Achse. 

Von Fr. A. Willers in Göttingen. 
(Mit:* Tafeln.) 

Schon bei yerschiedenen Problemen hat es sich als notwendig er- 
wiesen, zu untersuchen, in welcher Weise sich die Spannungen bei auf 
Torsion beanspruchten Wellen an Stellen ändern, in denen der Wellen- 
radius irgendwie variiert.^) Als erojber hat nun Herr Foppl in den 
Sitzungsberichten der Egl. Bayrischen Akademie der Wissenschaften 
1905, Bd. 35, S. 249 und Berichtigung dazu Bd. 35, Seite 504 dieses 
Problem kreisrunder Wellen mit beliebiger Meridiankurre behandelt, 
d. h. also solcher Körper, die durch Rotation einer beliebigen Kurve 
ü'^fir) um die ^-Achse entstehen. Dabei wird man natürlich jer=-/'(r) 
immer so wählen, daß in der Praxis vorkommende Wellen entstehen; 
insbesondere handelt es sich also um zwei koaxiale Zylinder von ver- 
schiedenem Radius, die irgendwie, etwa durch einen Yiertelkreis inein- 
ander übergehen, oder um Wellen mit irgendwelchen Einschnitten oder 
aufgeh^rten Bunden, wie sie sich z. B. bei Kammlagem finden. 

Mit dem ersten Fall beschäftigt sich Herr Föppl dann weiter in 
der Zeitschrift des Vereins deutscher Ingenieure, 1906, Bd. 50, S. 1032. 
Dort gibt er als Größe der an einer solchen abgerundeten einspringenden 
Ecke bei den gewöhnlich angewandten Wellenformen auftretenden 
Spannung diejenige an, die an der Oberfläche einer durch dasselbe 
Torsionsmoment beanspruchten Hohlwelle von der Wandstärke 1,5 q^ 
auftritt, wo Qq der Abrundungsradius ist. Das ist das 2,09 fache der 
Spannung an der Oberfläche der Welle vom kleineren Radius in ge- 
nügender Entfernung von der Übergangsstelle. — Herr Föppl sucht 
das Problem analytisch zu behandeln, deutet aber in der ersten Ab- 
handlung an, daß sich vielleicht ein graphisches Verfahren entwickeln 
lasse, welches eine genauer^ Behandlimg gestatte. — Ein solches Ver- 
fahren möchte ich im Folgenden ableiten und mit Hilfe desselben einige 
derartige Wellenformen auf ihre maximale Spannimg hin untersuchen. 

Da wir es, wie schon oben erwähnt, mit Rotationskörpern zu tun 
haben, so wendet man natürlich am besten Zylinderkoordinaten an. Es 

1) Yergl. z. B.: Dnffing, Beiträge zur Bestimmung der Formänderung ge- 
kröpfter Kurbelwellen. (Schlußbemerkung). Berlin 1906. 

Z«it«ehrift f. IfAtheniAtik u. Physik. 65. Band. 1907. Heft 3. 16 
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mögen hier daher zunächst die Gleichungen der Elastizitatstheorie^ so- 
weit sie fQr uns in Betracht kommen, in Zylinderkoordinaten zusammen- 
gestellt werden. ^) Bezeichnen wir mit r, 0, s die Koordinaten und mit 
Qf d'y i die mit der Formänderung verbundene Eoordinatenänderung, 
und zwar seien p, £ direkt die Längenänderungen von r, g-^ %• aber nur 
die Winkeländerung, so daß die Längenänderung senkrecht zur rxr-Ebene 
rd^ ist, daun sind die Deformationsgrößen erster Art, die durch die 
Dehnungen in den Richtungen r, 0, g bestimmt werden. 

*'• dr 

*« de^ r 

^' dz 

und die zweiter Art, die mit den Winkeländerungen zwischen den Ko- 
ordinatenachsen zusammenhängen 

^9z-- r de '^^de 

_ a«^ , 1 a^ 

^re'-'^dr^ r'dS' 
Die Dilatation ist somit: 

. 1 a . N , a^ , af 

Wir bezeichnen femer mit 6^, 6$, ö, die Normalspannungen parallel 
r, Oy z und mit r^^, r^^, t,^ die Schubspannungen in einer Ebene senk- 
recht zu 0, jer, r in der Richtung r, 0, z die gleich sind denen in einer 
Ebene senkrecht zu r, 0, j? in der Richtung 0, ;ef, r. Dieselben hängen 
mit den Deformationsgrößen zusammen durch die Gleichungen: 

wo (? der Schubelastizitätsmodul und m die Yerhaltnisziffer zwischen 
Längsdehnung und Querzusammenziehung bei linearem Spannungs- 
zustand ist. 



1) Vergl. z. B.: Love: Theorie der Elastizität. — Deutsch von A. Timpe. 
Leipzig. Teubner. 1906. 
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Endlich lauten die Gleichgewichtsbedingungen^ falls keine äußeren 
Kräfte wirken: 

da 1 dr^ß dt 

dr "^ r ad "^ ai? "^ 

dr "^ r dz ~^ dz 

^^ 1 ^^x« ^^ 

dr ^ r de "^ a« 

Es handelt sich bei unserer Überlegung um WeUen, deren Quer- 
schnitte Ejreise mit beliebig yariierendem Radius sind, jedoch möge die 
Variation auf ein endliches Bereich beschränkt sein und von diesem 
nach beiden Seiten hin der Radius konstant sein. Wir wollen mm nur 
den mittleren Teil der Welle betrachten^ der von den Enden soweit 
entfernt ist^ daB die Verteilung der Kräfte über den Endquerschnitt 
ohne Einfluß ist auf die auftretenden Deformationen und Spannungen. — 
Das ist eine Beschränkung^ wie man sie analog bei der St. Venantschen 
Methode zur Untersuchung zylindrischer Stäbe mit beliebigem Quer- 
schnitt macht. — Meistens wird es daher für unsere Überlegungen 
praktisch sein^ einfach anzunehmen^ die Welle erstrecke sich mit dem 
konstanten Radius^ den das letzte Stück derselben hat^ ins Unendliche. 
Tordieren wir eine solche Welle^ so können wir annehmen^ daß bei 
nicht zu großer Deformation nur Verschiebungen r- d" in der Richtung 0, 
also senki'echt zu den Meridianschnitten auftreten.^) Diese Verschie- 
bungen d' werden aus Symmetriegründen von unabhängig sein^ werden 
ako f^r alle Meridianschnitte die gleiche Größe haben, so daß sich 
Kreise; deren Mittelpunkte auf der Achse liegen, als Oanzes ohne De- 
formation in sich yerschieben. 

Unter dieser Voraussetzung vereinfachen sich die obigen Oleichungen 

wesentlich, denn es wird p = 0; g = und d' nur Funktion von r und js. 

Die Dilatation wird dann 

^ = 0. 

Femer werden die Normalspannungen: 

6^ = 0, 6e = 0y <y, = 

' und die Schubspannimgen: 

(1) r,, - ör|| 



t. 



-0 



(2) ^r.'Gr'^. 

1) Yergl. die oben angeführte Abhandlung von Föppl in den Sitzungsberichten 
der Münchener Akademie. 1905. 

16* 
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Die Gleichgewichtsbedingangen werden daher: 
(8.) i-'^-o 

Die erste und dritte dieser letzten Gleichongen sind selbstrerstandlich, 
da wir angenommen hatten, daß die Deformationen und somit also 
auch die Spannungen von d unabhängig sind; dagegen gibt ans die 
Gleichung (3b) eine erste wesentliche Beziehung zwischen den Spannungen. 

In den für uns weiterhin in Betracht kommenden Gleichungen (1), 
(2) und (3 b) treten nur Schubspannungen au^ die in Ebenen senkrecht 
zu oder in der Richtung d liegen; da wir einen Rotationskörper 
haben y sind alle diese Ebenen gleichwertig; das Problem ist also auf 
ein ebenes reduziert. Wir lassen deshalb im Folgenden die Indices 
überall fort und bezeichnen z. B. mit r^ eine Schubspannung in der 
Meridianebene in der Richtung r. Kennen wir die Spannungen in 
einer solchen Ebene^ s=^ const^ so kennen wir den ganzen Spannungs- 
zustand des Körpers^ insbesondere also auch die Spannungen in jedem 
Querschnitt y da nach einem bekannten Satze der Elastizitatslehre 
Trö = ^ör lind ebenso t,© =■ t«, ist. 

Die Gleichung (3b) schreibt sich dann also: 
dx dx 2t 

„-.1 J £. J L =s 

und das läßt sich zusammenfassen in: 

(4) ä7 ('■*''') + Ä('-^)-0. 

Führen wir nun zunächst ohne Rücksicht auf die physikalische 
Bedeutung eine Hilfsfunktion u durch die Gleichimgen 

du 9 T-y 

ein, so ist die Gleichung (4) für sich allein durch jede zweimal diffe- 

f«atiierbare Funktion u erfüllt imd zwar ist diese Lösung vollständig 

aUiremein. Dabei bezeichnen wir mit Vu den Gradienten von u und 

-| y M V u seinen Komponenten. Der Gradient von u ist also der um 

* ftt Sinne von der j^-Achse zur r-Achse gedrehte Vektor r*r. 
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Es besteht aber noch eine weitere Beziehung zwischen den Gfrößen 
T^ und T^y welche sich aus den Gleichungen (1) und (2) ergibt. Die- 
selben lauteten 



Setzt man 


nun 


X 

_J_ 
r 




(6) 






« = <?#, 


90 erhalt man 








(7) 


• 




r dr ^ 



Für sich allein kann v wieder irgendeine beliebige differentiier- 
bare Funktion sein. Da nun aber gleichzeitig die Relationen (5) und (7) 
bestehen sollen^ so gibt das zwei Bedingungsgleichungen für u und v 

dv_ l^du 

dr - r« dz 

axf "" ■*" r» ar ' 

und ans diesen beiden Gleichungen folgen durch Elimination von u 
oder V die beiden adjungierten Differentialgleichungen für u resp. v 

Es handelt sich also jetzt darum, Lösungen dieser beiden partiellen 
Differentialgleichungen bei gegebenen Bandbedingungen zu finden. Da 
diese Randbedingungen nun aber bei den in der Praxis vorkommenden 
Wellen nicht analytisch, sondern graphisch gegeben sind, und da die 
analytische Formulierung derselben meistens ziemlich schwierig sein 
wird, so wird eine graphische Lösung, welche die für die Praxis 
nötige Genauigkeit gibt, einer analytischen vorzuziehen sein. 

Es läßt sich nun leicht zeigen, daß die gefundenen Bedingungen 
auch hinreichend sind. Haben wir etwa eine Lösung v der Differential- 
gleichung (10), die der gegebenen Randbedingung genügt, so setzen wir 
definitionsweise in Übereinstimmung mit (6) und (7) 

r dz 

'^re dv 

r ~ er' 
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Nehmen wir nun noch die weiteren Bedingungen hinzu ^ daß die 
anderen Verschiebungen q und g Null sind, und daß <& Yon unab- 
hängig ist, so folgt aus den Gleichungen auf S. 226, daß die Normal- 
spannungen und T^, Null sind. Führen wir das alles in die auf S. 227 
stehenden Gleichgewichtsbedingungen ein, so sind die erste und dritte 
identisch erfüllt, die zweite gibt nach einiger Umformung die Glei- 
chung (10), ist also auch erfüUi Es wird somit durch die Funktion v 
ein Gleichgewichtszustand des tordierten Rotationskörpers dargestellt, 
der wirklich möglich ist. Das gleiche läßt sich von einer Lösung der 
Differentialgleichung (9) zeigen. 

Ehe ich nun auf die Lösungen der Gleichungen (9) und (10) ein- 
gehe, möchte ich zeigen, daß die oben rein analytisch eingeführten 

Fig. 1. 




Funktionen u und v für das Problem sehr wichtige physikalische 
Größen sind. — Angenommen, wir hätten für irgend eine Randbedingpong 
die obigen Gleichungen integriert, und hätten in einer Zeichnung die 
Kurven u » const und v ^ const eingetragen, so stehen diese Kurven 
überall zu einander senkrecht; denn nach (5) steht der (Jradient von 
u auf dem von r senkrecht und der Gradient von v ist nach (7) 
demjenigen von r parallel. Man sieht das übrigens auch daraus, daß der 
Zähler in dem Ausdruck für den Kosinus des eingeschlossenen Winkels 



(11) 



dudv ^ cudv 
dr'df'^Fzde 
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yerschwindet. Bezeichnen wir also die Neigung der Tang rte an die 
Kurve t< » const mit (p, die der Tangente an t; » const mit if, wo 
beides gegen die positive jer -Achse gerechnet ist^ so ist 

(12) ^ = qP + Y (Fig.l). 

Wir müssen hier in Übereinstimmung mit der Bemerkung zu den 
Gleichungen (5) das positive Zeichen wählen. 

Die für uns wichtigeren Kurven u » const können wir einfach als 
Spannungslinien bezeichnen; denn sie haben folgende Eigenschaften: 

1. Sie geben uns die Richtung der Spannung an. Da näm- 
lich f&r diese Kurven dw^O ist, so ist nach Gleichung (6) 

(13) du^^dr +^dz^ r\ dr - r\ dg = 0. 
Also 

(14) t = f-'«'P' 

d. h. die Spannungen in der Meridianebene fallen überall in die Rich- 
tung der Tangenten an die Kurven u » const. Auf die Mantelfläche 
der Welle mögen keine weiteren Kräfte einwirken, dann fallt, wie aus 
der Theorie der Torsion bekamit ist, die äußerste Spannungslinie mit 
dem Wellenumriß zusammen. Die Begrenzung ist also eine Kurve 
ti =» const. Andererseits muß aus Symmetriegründen auch die Achse 
eiuer Kurve u » const sein, und zwar wollen wir festsetzen, daß auf 
der Achse u = sein soll; also soll 

(15) u^fr^it,dr-TM 

fBr r » Null sein. Die Spannungslinien verlaufen also zwischen der 
Achse und der vorgegebenen Begrenzung längs der Welle, natürlich 
ohne sich zu schneiden. 

2. Sie geben uns die Größe der an jeder einzelnen Stelle 
auftretenden Spannung. 

Aus den Gleichungen (5) 

(16) r»r,= -V.« 

folgt nämlich sofort 

(17) T - '— ,— , 

was sich, wenn wir den Abstand zweier benachbarter Karren « = const 
mit äa bezeichnen, anch schreiben läßt. 

(18) t^--S-- 

^ ^ r*da 
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Die Spaimimg an einer jeden Stelle ist somit gleich dem Gradienten 
Yon u durch das Quadrat des Abstandes von der Achse oder, wenn die 
Spannungslinien f&r konstante Differenzen von u gezeichnet sind, um- 
gekehrt proportional dem Produkt aus dem Quadrat der Entfernung 
Yon der Achse und dem Abstände der benachbarten Spannungslinien. 

3. Endlich gibt uns die Oröße yon u die Größe des 
Torsionsmomentes durch 2^. 

Auf das Element eines Ereisringes um die Achse auf einer Flache 
V » const von der Breite da und dem Radius r (s. Fig. 1) wirkt die 
Spannung 

(19) rd^dat. 

Nun ist 

da = dg cos ^ + dr sin ^ 

= — d£ sin qp + dr cos (p 
und nach (14) 

r, — T cos q> T^ = T sin tp. 
Aus (19) folgt also 

r ' dd'da • t — r d-Ö* (— r sin y rf«r + r cos q> dr) 

^rd»(r,dr — r^di) 

Multiplizieren wir das mit r und integrieren über <& yon bis 2^, so 
erhalten wir das Torsionsmoment dieses Ringes um die Achse, und 
wenn wir längs einer Kurye t; ^ const über die Torsionsmomente der 
einieluen Ringe integrieren yon der Achse bis zu einem Ringe, wo die 
Kurre u ^ ü die Kurye v » const schneidet und r, z die Werte f, g 
haben, so erhalten wir durch Vergleichen mit (15) 

rr 
yji\y) D^2njf^ (r,dr - x^dz) = 2xü, 



Der Wert yon u mit 2a multipliziert, gibt mir also die Große 

iWe Tor^ionamomentes auf dem nach der Achse zu liegenden Teile der 

KoUiionällSche v » const. Habe ich somit die Linien u « const ge- 

Micknet fdr &quidistante Werte yon u, so gibt mir die Zahl der durch ein 

Wli«biig«s Stück der Linie v » const gehenden Spannungslinien ein Maß 

^ d*s Torsionsmoment auf der zu diesem Stück gehörenden Ringfläche. 

fibeaso haben auch die Linien v » const physikalische Bedeutung: 

V Si« sind Kuryen konstanter Winkelyerschiebung; denn 

^n:^ AWK'httiig (^6) ist auf den Euryen r =» const 

%• =» const. 

Xmi iät a^ v^i^M ab die WinkeULnderung bei der Deformation definiert; 
IM \\x»m t • c«8l sind daher Linien konstanter Winkelyerschiebung. 
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Da nnn unsere Welle durch Rotation der rjer-Ebene um die £ -Achse 
entsteht, so werden alle Punkte, die auf den, bei der Rotation aus 
solchen Linien v » const. hervorgehenden Flächen liegen, die gleiche 
Winkelyerschiebung erfahren, sodaß sich diese Flachen bei der Torsion 
nicht deformieren, sondern sich als Ganzes drehen. 

2. Die Kurven v =» const geben uns genau wie die Kurven 
u — * const ein Maß für die an jeder Stelle auftretenden 
Spannungen. 

Bezeichnen wir nämlich den orthogonalen Abstand zweier benach- 
barter Kurven v und v + dv mit 

(21) db = dj8 cos (f + dr sin tp 
so ist nach den Gleichungen (7) 

(22) T = rV«-rg. 

Die Spannung ist somit gleich dem Abstand von der Achse mal dem 
Gradienten von v. 

Der Einfachheit der weiteren Erörterung wegen nehmen wir nun 
an, daß das auf die Welle ausgeübte Torsionsmoment 27e ist, sodaß 
also u =» 1 der der Wellenbegrenzung zugeordnete Wert von u ist Für 
ein beliebiges andere Torsionsmoment würde u mit dem Werte eben 
dieses Momentes zu multiplizieren sein. Unsere Aufgabe läßt sich dann 
80 formulieren, wenn wir uns die Welle nach beiden Seiten mit kon- 
stantem Radius ins Unendliche fortgesetzt denken: Es soU ein sich 
heiderseits ins Unendliche erstreckender Streifen der uv -Ebene, der durch 
die paraUden Geraden u » und u » 1 begrenzt ist, abgebildet werden 
auf ein sich ebenfalls beiderseits ins Unendliche erstreckendes Gebiet der 
rg'Ebene, das begrenzt ist durch die z -Achse und den durch den Umriß 
der WeUe gegd>ene$i Linienzug. 

Die Kurven u = const, v =» const die in der wt?-Ebene zwei Scharen 
sich rechtwinklig schneidender Geraden parallel zu den Achsen sind, 
gehen in der rxr-Ebene in zwei sich ebenfalls orthogonal schneidende 
Eorvenscharen über. . Keineswegs ist die Abbildung aber konform. 
Wenden wir wieder die Bezeichnungen von Fig. 1 an, so folgt aus 
den Gleichungen (18) und (22): 

rdv 1 du 

oder 

/oox da 1 du 

^"^^^ db^^di' 
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Nehmen wir also ein kleines Quadrat der fit;-Ebene, d, \l du=^ dvy so 
bildet sich dasselbe in ein Rechteck der r£-Ebene ab, für dessen Seiten 

(24) rfa : rffc = 1 : »•« 

gilt. Diese Bedingung ist gleichbedeutend mit der Diiferentialgleichung 
und ist somit zusammen mit der Randbedingung hinreichend zur Be- 
stimmung des Problems. Gelingt es uns also^ zwischen die Begrenzungs- 
linie des Meridianschnittes und die Achse derart zwei orthogouale 
Kurvenscharen zu legen, daß die Begrenzung und die Achse selbst 
Kurven der einen Schar sind, und daß, wenn wir die Abbildung eioes 
quadratischen Netzes der t«i;-Ebene zeichnen, sich die Seiten der ein- 
zelnen Maschen verhalten, wie eins zu der dritten Potenz des Abstandes 
von der jsr-Achse, so haben wir die Gleichungen (9) und (10) integriert 
und damit den Spannungszustand der Welle gefunden. Diese Eurren 
lassen sich nun zeichnen. Haben wir nämlich zwei koaxiale sich nach 
entgegengesetzten Seiten ins Unendliche erstreckende Zylinder mit kon- 
stanten Radien, die auch für beide gleich sein können, und dieselben 
gehen auf irgend eine Weise ineinander über, sodaß also die Variation 
des Querschnittradius auf ein bestimmtes endliches Stück beschrankt 
ist, so werden sich derartige Wellen in genügender Entfernung von 
der Übergangsstelle wie Wellen von konstantem Radius verhalten. 
Diesen Fall beherrschen wir aber analytisch. Wenn wii' nämlich: 

(25) u^cr^ 

setzen, so ist die Gleichung (9) erfüllt, und für v ergibt sich daraus 
nach den Gleichungen (8): 

dv_ l^du ^ 

dv 1 du j, 
or r' dr 

Also ist mit Vernachlässigung der Eonstanten 

(26) V = 4:cz, 

Die Begrenzung ist dann im Meridianschnitt eine Kurve u=^ Cf^ ^ const, 
d. h. r = const, also eine Gerade parallel zui- £r-Achse. Die Kon- 
stante c bestimmt sich dadurch, daß 

9 9 
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sein muß, wo ti au der Grenze zu nehmen ist; und D^ das gesamte 

von der Welle übertragene Drehungsmoment ist. Also ist^ falls R der 
Radius der betreffenden Welle ist^ 



2nB* 



und wenn wir für 22 jedesmal den Radius des zugehörigen Kreis- 
Zylinders einsetzen, so ist c in den beiden Wellenteilen so bestimmt, 
daß u auf der Begrenzung ''denselben Wert hat da und db fallen der 
Richtung und Große nach mit dr und de zusammen, so daß also die 
Bedingung (23) erfüllt ist: 

du icr^dr r^dr 

dv 4ccdz dz 

In einiger Entfernung von der Übergangsstelle können wir somit unser 
Kr-Netz einzeichnen. Es handelt sich jetzt nur darum, diese beiden 
Netze durch die Übergangsstelle hindurch so zu verbinden, daß auch 
hier die Relation (23) erfüllt ist. Da c so bestimmt ist, daß u auf 
der Begrenzung den gleichen Wert hat, so sind in dem dünneren 
Zylinder ebensoviel Linien u = const wie in dem stärkeren, so daß 
jedem Werte u » const des einen ein Wert u = const des anderen 
Zylinders entspricht; es muß das darum auch der Fall sein, weil jeder 
Querschnitt der Welle das gleiche Torsionsmoment erfährt. In der 
Achse ist u » 0, und an der Grenze möge, wie wir schon oben ange- 
nommen haben, u »= 1 sein, so daß auf die Welle das Torsionsmoment 
2 z ausgeübt wird. 

Um die Linien, insbesondere die Kurven u =» const an der Über- 
gangsstelle zu finden, benutzen wir ein Approximationsverfahren. Wir 
verbinden die in die beiden Zylinder in einiger Entfernung von der 
Übergangsstelle eingezeichneten u-Linien durch dicise Stelle hindurch 
80, wie wir uns den Verlauf etwa denken und ziehen dann in beliebigen, 
jedoch nicht zu großen Abständen orthogonale Trajektorien. Nun ist 
nach Gleichung (23): 



Also 



du^r'^da. 



-j 






WO a die Bogenlänge auf der Trajektorie ist. Eine derartige Litegration 
läßt sich graphisch nach einer von Herrn Professor Runge in seiner 
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Vorlesung über Differential- und Integralrechnung gebrachten Methode 
ausführen; wenn man die Kurve ^, hat. 

Diese Methode ist folgende: 

Ist uns die zu integrierende Kurve y » f(x) graphisch gegeben, so 
ersetzen wir dieselbe durch eine Stufenkurve^ wie das Fig. 2 a zeigt 
Dabei sind die auf verschiedenen Seiten der vertikalen Stücke der ge- 
brochenen Kurven liegenden Flächenteile zwischen ursprünglicher Kurve 
und der sie ersetzenden Stufenkurve gleichgroß zu machen. In Fig. 2 a 
sind diese Flächenteile gleich schraffiert (Die Ordinate KVJ ist je- 



Fig. Sa 




doch um etwa 1 mm zu weit nach rechts.) Die Stufenkurve schließt 
dann mit der Abszissenachse bis zu den Ordinaten durch Q^ F, S etc. 
gleichgroße Flächenteile ein, wie die gegebene Kurve y =^ f{x)] folglich 
werden die Integralkurven dieser beiden Kurven in diesen Punkten die- 
selben Ordinaten haben. Da außerdem noch die Ordinaten der beiden 
KU integrierenden Kurven in diesen Punkten gleich sind, so werden 
die Integralkurven hier auch dieselbe Tangente habejoi. 

Nun läßt sich die Stufenkurve leicht integrieren. Bis zum Punkte B 

i^t der Inhalt der von der ersetzenden Stufenkurve und der Abszissen- 

A<^M eingeschlossenen Fläche Null. Die Ordinate der zu dieser Kurve 

tf^hÄwnden Integralkurve ist also bis B Null. Von dort bis zur Or- 

\ ^1^ ^nrch D, ^^^ dieser bis zu der durch G usw. wächst der In- 

Wl VxMttittui^rii^h; die Tangente der Integralkurve in diesen einzelnen 

vVMr4«iH«tt irt daher konstant, sodaß sich also die Integralkurve zur 

w > v^y>^ ^^^8 geradlinigen Stücken zusammensetzt, deren Richtung 

üL<jim»^^^^ dort ändert, wo sich die Höhe der Stufenkurve ändert. 

- t^ '4*'^'';« ^^^'^ einzelnen Stücke bestimmt sich dadurch, daß die 
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Tangente ihrer Neigong gleich der Ordinate der Stufenkurve in dem 
entsprechenden Abschnitte sein muß^ falls für Abszissen und Ordinaten 
aller Kurven derselbe Maßstab gewählt wird. Am besten verfahren 
wir bei der AnsfOhning so^ daß wir uns wie in Fig. 2 a vor der Kurve 
auf der Abszissenachse die Längeneinheit OA und in Ä als Ordinaten 
die einzelnen Höhen der Stufenkurve auftragen. Dann gibt uns die 
Verbindungsgerade der einzelnen Ordinatenendpunkte mit die Nei- 
gung des geraden Stückes der Integralkurve in dem Abschnitt, in dem 
die Stufenkurve die betreffende Höhe hat. Durch Aneinanderreihen 
dieser geradlinigen Stücke erhalten wir dann die zur Stufenkurve ge- 
hörende Integralkurve. 

In diese ihre Richtung sprungweise ändernde Kurve können wir 
leicht die zu y = f(x) gehörende Integralkurve einzeichnen; denn wie 
wir oben sahen^ haben die beiden Integralkurven in QF' 8\ . dieselbe 
Ordinate und die gleiche Tangente. Man zeichnet also in den gerad- 
linigen Zug eine ihre Richtung kontinuierlich ändernde Kurve ein, die 
diesen Zug in ^' jF' . . . berührt, und zwar dort, wo y =/(a:) ein Maximum 
oder Minimum hat, das gerade Stück mit einem Wendepunkt durch- 
setzt, falls die ersetzende Stufenkurve so gewählt ist, daß in dem das 
Maximum oder Minimum enthaltenden Abschnitte die Höhe der Stufe 
^ gleich der Ordinate des Maximums resp. Minimums ist. In den anderen 
Punkten wird dagegen die Kurve die Geraden nur berühren, ohne sie 
zu durchsetzen. Femer sieht man sofort, daß dort, wo die Kurve 
y = fix) die Abszissenachse unter einem von Null verschiedenen 
Winkel schneidet, die Integralkurve ein Maximum oder Minimum 
haben wird. 

Man könnte übrigens die Stufen der Ersatzknrve auch so legen, 
daß auf beiden Seiten der horizontalen Stücke zwischen der Kurve 
y^f{x) und der Stufenkurve gleiche Flächenteile liegen. Die. durch 
Integration gefundene gebrochene Kurve würde dann eine Sehnenkurve 
der Integralkurve y =» f{x) sein, nicht eine Tangentenkurve, wie im 
obigen Falle. Das erste Verfahren ist im allgemeinen vorzuziehen, 
weU eine Kurve durch ihre Tangente genauer als durch ihre Sehnen 
gegeben ist. 

Aus obigem geht nun hervor, daß es wesentlich darauf ankommt, 
die FULchenstücke auf verschiedenen Seiten der vertikalen Geraden 
gleichgroß zu machen. In vielen Fällen genügt da das einfache Ab- 
schätzen. Mit größerer Genauigkeit kann man aber die Lage der ver- 
tikalen Geraden konstruktiv finden, wenn man die in den einzelnen 
Abschnitten liegenden Bogen als Teile einer Parabel betrachtet, deren 
Achse zur x- oder t/ -Achse parallel angenommen wird, je nachdem die 
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yig. ib. 




Annäherung in der einen oder der anderen Lage besser ist. Die Kon- 
«truktionen sind in beiden Fällen ähnlich: 

In Fig. 2 b ist angenommen, daß die Achse der Parabel horizontal 
lit^ge, CN und AM sind die beiden horizontalen Teile der Stufen- 
kurvcs «wischen die das vertikale Stück eingezeichnet werden soll. Nun 

ist nach einem bekannten Satz der 
Inhalt des von Sehne und Parallel- 
bogen AFQC eingeschlossenen 
Flächenstückes gleich \ vom Inhalt 
des ParaUelogrammes ABCD, also 
auch -| des Rechteckes HJLR oder 
gleich dem Rechteck MJLN. Da 
ferner E der Halbierungspunkt von 
BC ist, so ist BPC inhaltsgleich 
JPCL, also auch BPCQF gleich 
MPCN, und wenn wir das beiden 
gemeinsame Stück abziehen, so sehen 
wir, daß die beiden schraffierten 
Stücke inhaltsgleich sind. Man verfährt also bei der Konstruktion der 
gesuchten Vertikalen folgendermaßen: Man zieht durch den Halbiernngs- 
punkt E der Sehne BC die Horizontale bis zum Schnitte F mit dem 

Bogen, teilt das Stück EF in drei 
gleiche Teile und zieht durch den Teil- 
punkt (t, der näher am Bogen liegt, 
die gesuchte Vertikale MN. 

Ähnlich sind die Verhältnisse, 
wenn die Parabelachse vertikal liegt, 
also der F-Achse parallel ist. Diesen 
FaU zeigt Fig. 2c. CN und BM sind 
wieder die Horizontalstücke der Stufen- 
kurve. Der Inhalt des von Sehne und 
Parallelbogen BQFC eingeschlossenen 
Flächenstückes ist hier gleich ^ des 
INMuUtilogrammes ABCD und folglich auch des ParaUelogrammes JBCK, 
\\\\\ dtMU lUHU dann genau wie im ersten Falle verfahren kann. 
(S^kttMoU t^hrt man jetzt die Konstruktion so aus: Man zieht durch 
v^vu UHllutiiuugspunkt £ der Sehne die Vertikale bis zum Schnitte F 
uwvl \iivu\ Hii^u, teilt FE in drei gleiche Teile und zieht durch den 
xaN:'^' U\^^\u aiu nächsten liegenden Teilpunkt G zur Sehne CD die 
\. *'\Nis\ \)i^ ^\\\ Horizontale durch E in H schneidet; durch H geht 
k.x»* . o ^v«vu^hto Vertikale. 
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Natürlich wird man die horizontalen Stücke der Stufenkurre 
praktisch anordnen, daß man nicht etwa Eurvenstücke, die einen Wende- 
punkt enthalten^ durch einen Parabelbogen ersetzt. Bei Anwendung 
aller dieser Hilfsmittel erhält man die Integralknrve etwa mit der Ge- 
nauigkeit^ die numerisch die Simpsonsche Regel gibt. Es ist dabei 
aber nicht Yorteilhafb; die Zahl der Stufen allzu groß zu machen; denn^ 
obwohl sich, die Richtungen der aufeinanderfolgenden Geraden nur 
wenig ändern^ kommen doch infolge der vielen Ansatzstellen in den 
Tangentenzug leicht üngenauigkeiten mit hinein, die sich natürlich 
addieren und durch den ganzen Eurvenzug hindurch fortpflanzen. 
Besser ist es, die integrierende Exirve durch mehrere voneinander ver- 
schiedene Treppenkurven zu ersetzen und dann die integrierenden Tan- 
gentenzüge übereinander zu zeichnen. 

Man könnte die Integration auch mit dem Integraphen ausführen. 
Doch ist die Rungesche Methode reichlich so genau und insofern be- 
quemer, als man die Basis der Integration ganz beliebig, vor allen 
Dingen klein wählen kann. Die Ordinaten der Integralkurve werden 
dadurch groß, sodaß man an ihr genaue Messungen und Ablesungen 
machen kann. Zu meinen Zeichnungen habe ich meistens eine Basis 
von 5 cm, 4 cm oder nur 3 cm verwandt, während die kleinste bei dem 
mir zur Verfügung stehenden Integraphen einstellbare Basis etwa 7 cm 
war. Wollte man die Ordinaten der zu integrierenden Eurve so viel 
großer zeichnen, so würde die Höhe derselben bei den für uns in 
Betracht kommenden Eurven unverhältnismäßig groß werden. Ein 
weiterer Vorteil der Rungeschen Methode, der gerade für uns 
sehr in Betracht kommt, ist der, daß man die Integralkurve an 
einer ganz beliebigen Stelle, insbesondere über der Abszissenachse 
der zu integrierenden Eurve zeichnen kann, sodaß man direkt den zu 
einem Abszissenwert gehörenden Integral wert ablesen kann, während 
der Integraph die Integralkurve stets neben der zu integrierenden 
Eurve aa&eichnet, sodaß man erst die Skala der Abszissenachse über- 
tragen muß. 

Nehmen wir nun in unserm Falle an, die eingezeichneten Eurven 
u = const seien die richtigen, so sind ihre orthogonalen Trajektorien 
V = const. Nehmen wir also zwei solcher benachbarter Trajektorien, so 
ist längs derselben ^v = const. und ihr Abstand ist ^b. Diesen kann 
ich mir aus der Zeichnung entnehmen und mir damit an verschiedenen 

Stellen ~r berechnen, wo r der der Mittellinie zwischen v und v + Jv 
entsprechende Wert ist. Die so gefundenen Werte -^, wo a irgend 
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ein Proportionalitatsfaktor ist, der nur dazu dienen soll, die passende 
Höhe der Karren zu erhalten, trage ich mir graphisch als Funktionen 
Yon a auf, das ich ebenfalls aus der Zeichnung entnehme, und zwar 
auch auf der Mittellinie. Die Endpunkte der Ordinaten yerbinde ich 
und erhalte so eine Kurve, die ich graphisch nach obiger Methode inte- 
griere. Die Ordinate dieser Kurve gibt mir ein Maß für das Torsions> 
moment bis zu dem zugehörigen Punkte a der Abszissenachse. Der 
Ordinate im Endpunkte, die das gesamte auf die Welle ausgeübte 
Torsionsmoment darstellt, ordne ich den Wert 1 zu und bestimme 



Fig. s. 




damit den Maßstab ftlr das u. Zugleich wird dadurch ein Maß für das 
Buni Intervall gehörige ^v gewonnen, wie sich weiter unten zeigen 
wird. Suche ich nun die Werte von a auf, die etwa den Werten: 
¥ -- 0,1 ; 0,2 etc. entsprechen, \md übertrage dieselben in meine Zeich- 
iuu\|i, so müßten diese, falls die anfanglich angenommenen Kurven 
v^ohÜ^ wilren, auf diese Kurven fallen und geben so einen Anhalt, wie 
^i^y Kwrvw H — const zu korrigieren sind. Das führen wir für eine Reihe 
^v^ Kurvten r und v + ^v aus. — Nehmen wir z. B. eine Welle, 
>kH ^^ Ihuui aufgelagert ist (Fig. 3), und tragen die Linien ti = 0,1; 
' '- \4, WO; 0,8 ein, so erhalten wir nach dieser ersten Integration 
.VM.WkvtHJ^ Hild (Fig. 3). Darin sind die gestrichelten Linien die 
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ursprünglich angenommenen.^) Die dnrch die Integration erhaltenen 
Punkte sind durch kleine Kreise angedeutet^ und die nach diesen 
Punkten korrigierten Linien sind ausgezogen. Dabei wird man die 
korrigierten Linien möglichst direkt durch die gefandenen Punkte legen, 
wenn auch für die neuen Linien die Trajektorien etwas anders werden- 
Weiter handelt sich es jetzt darum, für v eine erste Annäherung 
zu finden. Wie oben erwähnt, ist das zu einem Interrall gehörende ^v 
schon dadurch bestimmt, daß man der Endordinate E der Integralkuiye 
den Wert 1 zuordnet. Da nämlich das Torsionsmoment auf jedem 
Querschnitt der Welle das gleiche ist, so müßten die Endordinaten der 

Euryen u » / ,, da alle gleich sein. Nun hat man aber statt jdv 



Fig. 4. 



^, 






irgend einen Proportionalitätsfaktor a eingeführt, sodaß also die End- 

Ordinate proportional dem a, aber 

umgekehrt proportional dem jdv ist. 

In genügender Entfernung von der 

Übergangsstelle ist nun sowohl ^v 

wie ^h bestimmt. Nehmen wir z. B. 

^v = \, so ist, wenn man ü = 1 

nimmt, -^6 = 0,125, da jdv^ -^ ^h 

ist Führen wir nun die Integration 

der Kurven ^-r^g aus (s. Fig. 4), so 

erhalten wir als Endordinate 50mm.^) 
Ist also ^t; » 1, so ist die End- 
ordinate 25 mm. Somit besteht für die Endordinate E irgendeiner 
Int^ralkurve, welche die gleiche Basis hat, die Gleichung: 




0,26 g 



(27) Jv 

wo das a bekannt ist. 

um aber an den yerschiedenen Stellen Punkte für den Verlauf der 
Klirren v » const zu haben, verfährt man besser so: Man schreibt die 
Gleichung (23): ^^ 



Also ist 



dv 



r^da 

du 
~di 



db. 



db. 



1) Zu dieflen gehören die ausgezogenen Trajektorien. 

2) Die Figuren 1 — 11 und 13 sind auf die Hälfte, Figur 12 und die an- 
liegenden 4 Tafeln auf y, der ursprünglichen GiOfie verkleinert hier wiedergegeben. 

Z«itMbTift f. MftthemAtik n. Phyiik. 55. Band. 1907. Hefl S. 16 
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Dieses Integral können wir wiederam graphisch aaswerten. Wir 
zeichnen dazn zwischen den einzekien ausgezogenen Spannnngslinien 
die Mittellinien nnd nehmen das diesen entsprechende r und das da 
aus der Sjeichnung. Da du zwischen zwei Spannungslinien konstant 

ist, so kann man sich -yj- berechnen und als Funktion yon 6, das man 

ebenfalls auf der Mittellinie nimmt^ auftragen. In obigem Falle geht 
man dabei am besten yon der Symmetrielinie aus und geht bis za 
einem Punkte, wo die sämtlichen Linien u « const der Begrenzung 
parallel laufen^ sodafi dort die Linien v » const Gerade sind. Diese 
Integrationen fElhrt man für die einzelnen Intervalle aus. Nun kennt 
man in genügendem Abstand von den Bunden die Größe ^^tb, die der 

Zunahme von v um eine Einheit entspricht, dieselbe ist j? » ~, in 

unserem Falle also 0,25, das ist, da 10 cm als Einheit gewählt ist^ 
25 mm. Hat man nun die Kurven integriert und trägt in dem Teil 
der Integrationskurven, für den die Linien u » const der Begrenzung 
parallel laufen, diese der Einheit von ^v entsprechende Strecke als 
Abszisse ab, so gibt die zugehörige Ordinatendifferenz die Maßeinheit 
von V. Da nun die Integrationen von der Symmetrielinie, der t? — O 
entsprechen möge, bis zu demselben v = const ausgeführt sind, so müßten 
die Endordinaten der Integrationskurven mit dem so fQr jede Kurve ge- 
fundenen Maßstabe gemessen alle den gleichen Wert n haben. Das wird 
aber nur in gewisser Annäherung der Fall sein; einmal, weil die obigen 
Kurven u » const noch nicht völlig richtig sind, dann aber auch, weil die 
Integrationen sich, wegen der Länge und den vielen Richtungsänderungen, 
nicht so genau ausführen lassen. — Man nimmt mm zwischen den n einen 
Mittelwert und korrigiert danach die Maßstäbe ftlr die einzelnen Kurven. 
Dann sucht man damit die den einzelnen Werten v == const entsprechenden 
Punkte auf, und zwar nimmt man dort, wo das ^b für die entsprechenden 
Differenzen der Werte von v größer ist, die Differenz ^v kleiner, sodaB 
man in dem schwächeren Teil der Welle v etwa immer um ^^ bei dem 
aufgelagerten Bunde aber um ^ fortschreiten läßt. Die so gefundenen 
Punkte trägt man in die Zeichnung ein und zieht möglichst orthogonal 
zu den Spannungslinien unter Benutzung der Punkte die Linien v » const. 
Mit Hilfe dieser Linien v » const führt man die Integration 



-/■ 



r^^da 



abermals aus und erhält neue Punkte für die Linien u = const, die 
aber von den vorigen Linien sehr viel weniger abweichen als im ersten 
Falle. So fährt man fort und findet nach einigen, etwa drei. Inte- 
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Vig. 6». 



IiUervaU: o-^ 
Mafisiah für u : 670 



grationen, daß die 
Punkte in den Gren- 
zen der Genauigkeit 
der Zeichnung gar- 
nicht mehr yon denen 
abweichen, Yon denen 
man bei der letzten 
Integration ausge- 
gangen war. Dabei 
werden die Linien u -» const leichter festzustellen sein, als v » const, 
weil bei ersteren Anfangs- und Endpunkt bei der Integration festliegt. 




njrr 



Fig. 6 b. 



Ma/ssäib/äru:S?$ 




^Jdi 



T==-===f-V^^-HVV^,. i 



Iiäervaü. 
Afafastabjfm*\ 





Fig. 6«. 



InteruaU 
Mä/ssiahßr 



Maßstab flritSOi 



f-i^-n^' 




wahrend bei den letzteren der Wert Ton v im Endpunkt sich erst 
durch die Integration bestimmt und weil die Form der bei ersteren 
zu integrierenden Kurven viel einfacher ist als bei letzteren. Aus dem 



16« 
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JbUervaU 
Maftsiahflr 



Bchließlichen Zusammenfallen der Punkte ergibt sich, daß das Ver- 
fahren konvergent ist; die Konvergenz allgemein nachzuweisen, ist mir 

leider nicht gelungen. — Der 
Verlauf der Linien u » const und 
V » const ist dann f&r unsem Fall 
der, wie er auf dem anliegenden 
Blatt I oben rechts angegeben ist; 
die zugehörigen letzten Integrations- 
kurren zeigen die Figuren 5. Bei 
diesen Kurven müssen die End- 
ordinaten die in (27) angegebene 
Beziehung erfüllen. Inwieweit das 
der Fall ist, zeigt die unten- 
stehende kleine Tabelle, in welcher 
die in der ersten Spalte stehenden Zahlen die nach der Formel (27) 
berechneten Endordinaten angeben, während die Zahlen der zweiten 




Fig. 6 g. 



Flg. 5h. 



InteruaH 








Spalte die wirklich bei der Integration erhaltenen Werte geben, 
sieht daraus, daß die Endordinaten ziemlich gut stimmen. 

berechnete | gemessene 
Endordinate 



Man 



667 


670 


667 


671 


500 


504 


500 


502 


500 


501 


500 


500 


500 


504 


500 


502 
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Eine sehr geringe Verscliiebung einer Kurve t; » const. besonders 
an den Stellen, wo der Wert von r großer ist, wirkt schon sehr stark 
auf das Resultat ein. Hat man zwei benachbarte Intervalle und ist 
fQr das eine die Endordinate zu groS^ für das andere zu klein^ so läßt 
sich durch das Verschieben der dazwischenliegenden Kurve v » const 
oft ein Ausgleich herbeifQhreU; und zwar hat man dabei das Intervall^ 
dessen Endordinate zu groß ist, zu verbreitern, da z/b im Nenner steht. 
Dabei verschieben sich natürlich , falls die Verbreiterung nicht pro- 
portional der schon vorhandenen Breite gemacht wird, die Punkte für 
die u^Kurven, wie das Fig. 6, die übrigens stark übertrieben ist, zeigt. 
Die untere ausgezogene Integrationskurve und die unteren Punkte ge- 
hören zu dem an einer Stelle ver- 
breiterten Intervall, während die 
ursprüngliche Kurve und die dazu 
gehörenden Punkte darüber (ge- 
strichelt) gezeichnet sind. Man 
sieht, daß die Punkte nach beiden 
Seiten von dem verbreiterten Stück 
fortrücken und zwar umso starker, 
je näher sie daran liegen. Bei 
Verschmälerung des Intervalls 
werden die Punkte natürlich nach 
der Stelle hinrücken. Man kann 

also zugleich mit einer solchen Änderung eine Korrektion der Punkte 
für die Kurven u » const verbinden. Insbesondere läßt sich das gut 
anwenden, falls in einem Intervall alle durch Integration gefundenen 
Punkte zu tief und in dem benachbarten alle zu hoch liegen. Man 
verringert dann einfach die Breite des ersten Intervalles in der Nähe 
der Begrenzung etwas. Dadurch rücken dann die Punkte desselben 
etwas höher, während die Punkte des benachbarten verbreiterten Inter- 
valles sich etwas nach unten verschieben. 

Uns interessiert nun besonders die Gfröße der Spannung r an der 
Übergangsstelle. Um diese zu finden, benutzen wir die Relation (22): 

Durch nochmalige Integrationen stellen wir in dem Intervall u » 0,8 
bis u B> 1 die Punkte v « const fest für möglichst kleine Intervalle /iv 
(z. B. wurde in Fig. 1 /fv ^\ genommen) und ziehen durch diese die 
orthogonalen Trajektorien, wie das die kleine Fig. 7 oben zeigt. In 
der Abrundung. werden dieselben alle durch den Mittelpimkt des Ab- 
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rundungskreises gehen. Dann messen wir anf der Begrenzung ^6 ab 
und berechnen uns das r, wie das die Tabelle in Fig. 7 zeigt Dann 
ist dort das r als Funktion der Länge der Begrenzung aufgetragen. 
Man sieht, daß die maximale Spannung etwa das 1;5 bis l,6-£Ache der 
Spannung an der Begrenzung der kleineren Welle in genügender Ent- 
fernung von der Übergangsstelle ist. Ist letztere 4, so ist genauer 



Fig. 7. 

f€7i an derSearenzun^ 
TUtcnderlbrniel, 

Ab 




Mjm^ 



ztl ii-z i'ill-'HHH 
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r 


dh 


t 


i'f 


1076! 41 
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i'i 


1040 


28 
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l~i 


1020 


28 


665 


i~i 


1010 


21 


602 


|-f 


1002 


20i 


610 


l'i 


1000 


22 


578 


\'l 


1000 


25 


500 


1-H 


1000 


115 


485 


11-2 


1000 


120 


416 


2-2^ 1000 


123 


407 



die maximale Spannung G^^- Dabei kann aber die zweite Dezimal- 
stelle durchaus keinen Anspruch auf Genauigkeit machen. Ferner sieht 
man, daB diese maximale Spannung nicht am Anfange der Abmndung 
liegt, sondern etwa j q hinter dem Beginn des Abrundungskreises^ 
also an einer Stelle, wo die Welle schon etwas stärker ist. 



Es empfiehlt sich nun nach dem obigen Verfahren zunächst den 
ungefähren Verlauf der Linien festzustellen, die Größe von r aber 
durch eine andere Art der Approximation festzustellen, die den Krüm' 
mungsradius der Kurven benutzt und uns direkt und bequemer die 
Größe des r an der Begrenzung gibt. Wir gehen zur Ableitang dieser 
Methode von etwas allgemeineren Betrachtungen aus. 

Haben wir zwei Lösungen y und y einer Differentialgleichung 



(28) 




f|-/-(^y)> 




60 muß ihre Differenz 


y- 


y =- € der Gleichung 


(29). 


t dx 


^dlge _f{xy)- 
'^ dx y- 


-Jixy) 

-y 
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genOgen. Die Gtleichung der zu diesen Integralkurven orthogonalen 

Eurren ist nnn 

dy ^ 1_ 

dx "" f{xy) 



oder: 



und daraus folgt: 
(30) 



l^--fi^y). 



dfjxy) ^ __d^ 
dy "^ dy* 

Vergleichen wir das mit Gleichung (29), so sehen wir, daß sich die- 
selbe auch schreiben laßt 

<31) ^ J^ + (Glieder mit s ak Faktor) 

Legen wir nun an der zu betrachtenden Stelle das Koordinaten- 
system so, daß die j^-Achse tangential zu den Integralkurren liegt, so 
wird dx der normale Abstand da der zu diesen orthogonalen Kunren, 

und es wird: 

d^x j_ 
dy'^ 9' 

ako gleich der Krümmung dieser Orthogonalkurren, feÜB man q po- 

dx 
sitiv rechnet, w«m der Differentialquotient j- mit wachsendem y wächst. 

Setzen wir das in Gleichung (31) ein und addieren außerdem noch auf 

der linken Seite 

dlg^v /^ 
dx ^' 

80 erhalten wir: 

- ^^^ ± + (Glieder mit £ als Faktor). 

Setzen wir nun e ^ Jby so schreibt sich obige Gleichung: 

-IAL = 1 + (GUeder mit ^i 6 als Faktor). 

Gehen wir jetzt zur Grenze über, so erhalten wir: 

(32) ^^ ^S. « ± 

dv da q ^ 

und das ist allgemein abgeleitet die von Herrn Föppl in den Münchener 
Berichten angegebene Gleichung. Berücksichtigt man nämlich die Glei- 
chung (22), so erhält man aus (32): 

r T 

r-7— -» — 
aa g 
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oder 

(33) j- "= ^1^ -T- " j- =* cos o), 

^ ^ da p da Q ^ r da Q ^ r ^' 

WO 9> der Winkel zwischen j^-Achse und Tangente an die Kurre 

1« » const ist (Fig. 1). In dieser Form gibt Herr Föppl die Gleichung. 

Wir gehen für unsere weiteren Betrachtungen nun von der Gleichung 



J 1 d9 
dlg 



db 1 



da Q 

aus. Diese gibt integriert. 



a 



also 

a 

da, 



dy /dv\ 
Somit nach Gleichung (22): 



/dv\ 



dv\ 



re 

fdv 



Die Konstante (-j|-j bestimmen wir folgendermaßen. Auf der 

Begrenzimg sollte u -» 1 sein, da wir das gesamte von der Welle über- 
tragene Drehungsmoment gleich 2;r genommen hatten. Also muß 



a 

r^tda 
ö 



sein, somit ist 



(36) 



a 



a 

a I — da 



_ re 



da 
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Wollen wir dieses nun graphisch verwenden, so zeichnen wir zu- 
nächst eine orthogonale Trajektorie zu den nach dem vorigen Verfahren 
schon mit guter Annäherung gefundenen Kurven u » const. Auf dieser 
entnehmen wir das zugehörige q der Kurven u » consi Dabei ist fiir 

u^l das Q gegeben, sodaB, wenn wir uns — als Funktion der Bogen- 
länge a aufbrageu, die Endordinate der Kurve gegeben ist. — Der Vor- 
teil, den diese Methode gegen die vorige dadurch zu haben scheint, ist 
nicht sehr groß, da es doch sehr wesentlich auf die Zwischenpunkte 
ankommt^ besonders, wenn die Endordinate Null ist, also bei geradliniger 
Begrenzung. Die Anfangsordinate ist natürlich stets Null, da q auf 
der Achse unendlich sein muß. Durch graphische Integration erhalten 
wir daraus: ^ 



and mit Hilfe dieser Kurve können wir uns für einzelne Punkte a die 
Werte ^ 

berechnen. Insbesondere können wir fOr den Endpunkt ä re 
finden. Das ist der Zähler von r; um nun auch den Nenner zu finden, 

ßda 

^^^rechnen wir uns für verschiedene Punkte r^e und tragen uns 

*® über derselben Abszissenachse, wie vorher -, also als Funktion von a 

^Sr Durch Integration der dadurch erhaltenen Kurve bekommen wir 
ii^ Jniegralkurve 



f"' 



ß 



da 
da, 



und 



^^ijrch die Endordinate dieser Kurve, gemessen in den Einheiten 



ß; 



^^^ **> wird uns der Maßstab gegeben, mit dem re^ gemessen 

'^ an der Begrenzung gibt. Man wird bei den Integrationen durch 

^® ^^ahl einer passenden Basis und auch beim Auftragen der Punkte 

^^'^'^ Hinzufügen irgend eines Parameters immer derartig Faktoren ein- 

^^^^, daß die Kurven die passende Größe erhalten. Diese müssen 
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natürlich bei der Bestimmung des Wertes der Endordinaten ber&ck- 
sichtigt werden. — Zugleich ist^ wie wir oben sahen 



«-/' 






da 



f^e^ da. 



Wir können also der Endordinate dieser Kurve wieder den Wert 1 
zuordnen und erhalten so eine Eontrolle; inwieweit die neuen Punkte 
u » 0^1, u = Oß etc. mit den alten zusammenfallen. Ist das noch nicht 
in genügendem Maße der Fall, so werden die Kurven u » const. nach 
den neu gefundenen Punkten korrigiert und die ganze Integration noch- 
mals ausgeführt. — Auf Blatt 1 sind für die einzelnen Trajektorien 
der rechts stehenden Figur die so erhaltenen Kurven aufgezeichnet. 
Die neu erhaltenen Punkte fallen dort mit jenen, von denen man aus- 
ging, zusammen. Unten rechts ist dann nochmal die Spannung r an 
der Begrenzung als Funktion der Länge dieser Begrenzung aufgetragen. 
Man sieht, daß die Kurve mit der von Fig. 7 im wesentlichen überein- 
stimmt. Im allgemeinen kommt man durch diese letzte Art der Be- 
stimmung von r leichter zum Ziele, insbesondere an den Stellen, wo 
die maximale Krümmung an der Begrenzung liegt. Wir werden daher, 
da uns der Verlauf der Spannungslinien weiterhin weniger interessiert^ 
sondern hauptsächlich die Größe von t, im folgenden stets diese Me- 
thode anwenden, und zwar werden wir uns darauf beschränken, die 
Oröße der maximalen Spannung festzustellen, denn diese bildet das 
wesentlichste technische Interesse. 

Besonders einfach wird die Sache in dem Falle, wo schon durch 
den äußern Umriß der Welle die Stelle gegeben ist, an der die maxi- 
male Spannung auftritt, da es dann genügt , nur diese eine Stelle zu 
untersuchen. 

Einen solchen Fall haben wir dann, wenn etwa eine zylindrische 
Welle mit einer ringsherumlaufenden halbkreisförmigen Rinne versehen 
ist, sodaß die Meridianebene etwa die Gestalt hat, wie es das anliegende 
Blatt 2 für verschiedene Fälle zeigt. 

Es ist von vornherein klar, daß die maximalen Spannungen an der 
tiefsten Stelle des Einschnittes auftreten werden und daß ferner von 
da aus bis zur Achse aus Sjmmetriegründen da » dr sein wird. Wir 
verfahren in diesem Falle genau, wie oben angegeben ist, und wie das 
des näheren das anliegende Blatt 2 zeigt. Die verschiedenen Werte 

Ä 

von T sind dann in Fig. 8 als Funktion von ~ aufgetragen. Daneben 
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ist der Wert von r in genügender Entfernung von der Übergangsstelle 
eingetragen. Dort wird q ^ oo und 12 » 1, also wird 

«4. 



1 





/'■ 



Ans der Kurve ist zu ersehen, wie die maximale Spannung variiert 
bei konstant gehaltenem R und variablem q und auch umgekehrt 
bei konstantem q und variablem R. Für 12 » ^, d. h. an einer 
Stelle, wo die Welle unendlich dünn wird, muß natürlich r un- 



Fig. 8. 
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endlich groß werden, und diesem Werte muß sich r asymptotisch 
nahem. Nach der andern Seite fällt die Kurve zunächst stärker, 
dann schwächer ab und scheint sich auch dort einem bestimmten 
Werte von r asymptotisch zu lulhem. Es fragt sich nun, welches ist 
dieser Wert? 

Will man, wie das hier und auch an einer späteren Stelle der 
Fall ist, den Zustand in einem kleinen Bereich untersuchen, in dem r 
sehr wenig variiert, so kann man in erster Annäherung r einfach kpn- 
stant setzen und dann vielleicht eine entsprechende Potenz von r mit 
tt resp. t; vereinigen zu einer neuen Funktion {7, die dann der Gleichung 

genügt. Hier verfahren wir so: 
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Wir nehmen die Differentialgleicliangen (9) und (10) f&r u und v, 
die wir in der Form schreiben: 



(87) ^•'* +?*•!_ A»^_o 






und ftUiren, wie das Fig. 9 zeigt ^ Polarkoordinaten ein mit dem Pol 
in r — 2J und i» — 0. Dann wird 



Fl«. 9. 



Z:^^'<Z7 



r = Ä — p sin X 

« - — p C08 X, 

(,»VP^r)« + *» 



i« 



Nun wird 

(41) 



(38) 
also 
(39) 

und 

dr = — p cos ;|r djf — dg ein % 

(40) d5 = + P sinx^X^^Q ^^X 
ds^^ dr^ + de* =rfp«+p«rfx 



X - arc tg 



— R + r 






und 



a du 

r i^r 



a^* 2.a^4 , 1^» 
ap'"*"p"az" "^ «ap 



:(lj(-^«) + fe"(-^)) 



S»(uit iHUtet die Gleichni^ in Polarkoordinaten, wie man ans (37), (41) 
uiul 4i) lindet: 

(l+^«iiiZ + (j8inx)*+...} 
VKvuMU «ik turhalte» wir aus der Gleichung fBr c: 



U^ 









(l + -J^ sin z + (^ sin x)' + . . )• 
V \«(«l 4. V. Kieiuanu- Weber: Partielle Diffenntialgleiehniigen. Bd. l.$4S. 
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Non ist ein bekanntes Problem der Hydrodynamik das eines Ereis- 
zylinders in einem ebenen sehr breiten Flüssigkeitsstrom. In diesem 
Falle haben wir es mit einer Losnng der Gleichung 

Ju = resp. j^v «=» • 
zu ton. 

Die Strömnngslinien werden bei diesem Probleme dargestellt durch: 



(45) tt - c (p - —) sin %, 



Dabei ist P der Radius des Zylinders, in imserem Falle also der 
Kadius des halbkreisförmigen Einschnittes, u ist für ^ » P, also an 
der Begrenzung des Zylinders und fOr ;|r » 0, d. h. auf der Achse Null, 
erf&llt also, falls wir einfach noch eine Eonstante hinzuaddieren, unsere 
GreDzbedingungen. Wir gehen hier aber Ton der zugehörigen Potential- 
fdnktion 

(46) ««c(p + ^)co8z 

aus. Dieselbe erfüllt in bestimmten Gebieten annähernd unsere obige 
Gleichung (44), ist also in diesen Gebieten eine angenäherte Lösung 
unseres Problems. Gehen wir nämlich mit diesem Ansatz in unsere 
Gleichung (44) ein, so wird die linke Seite für sich Null, da wir ja 
eine Losung von dv » haben. Die rechte Seite wird: 

i^[(l - fr) cos X Bin X - (l + Ir*) sin X cos ar] (l + -J^ sin a: + . . .) 

Dieser Ausdruck wird einmal für x =^ ^ ^^^ = ;r zu Null, sodaß also v 
längs der geradlinigen Begrenzung eine angenäherte Lösung unserer 
Gleichung (44) ist. Andererseits wird an der Grenze des Zylinders, 
wo p » P ist, aus dem obigen Ausdruck 

wenn wir annehmen, daß P gegen B, so klein ist, daB wir Glieder mit 
dem Faktor -^ vemachlässigen können. Dieser Ausdruck wird nun in 
der Umgebung der Stelle x "^ ö beliebig klein, sodaß v auch dort eine 

genäherte Lösung der Gleichung (44) ist. 
Nun war nach Gleichung (20): 

dv 



] 
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und es ist: 

\db) " [dg) "^ \Qdz) 

-[r?(l-^)cos,J+[-C(l+|;)sinJ 

-C'«[l+^-2^(co8«x-Bin«;K)] 

Also wird für x — 0, wo das v, wie wir oben sahen, angenähert eine 
Lösung unserer Gleichung ist 

Also wird dort, falls R der Radius der Welle ist: 
r,=o-JiC(l-f). 

Wählt man nun q sehr groß gegenüber P, so erhält man r in solcher 
Entfernung von der Übergangsstelle, daB der Einschnitt dort keinen 
Einfluß mehr hat. Bezeichnen wir diese Spannung mit Tq, so wird 

Wir haben nach Gleichung (46): 

(47) ««J(p+^)cosj;. 

Nun sahen wir oben weiter, daß an der Grenze der Welle auch f&r 
2 -» Y (^^) ^^^ genäherte Losung von (44) ist. Dort haben wir aber 
gerade die maximale Spannung. Es wird dort 

und falls wir ^ — P setzen und P sehr klein gegen R annehmen, 
so wird: 

also 

(48) ^««-2ro. 

Somit wird an der tiefsten Stelle einer solchen halbkreisförmigen Rinne 
▼on verschwindend kleinem Radius die Spannung doppelt so groß, als 
an der Oberfläche der Welle in genügender Entfernung von einer solchen 
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Stelle; also 8, wenn sie sonst 4 ist. Vergleichen wir dieses mit unserer 
Kurve (Fig. 8), so sehen wir, daB das damit auch stimmt; dieselbe 
nähert sich asymptotisch diesem Werte. Man gewinnt zugleich hier 
einen gewissen Einblick darin, daß und in welcher Weise für Torsions- 
probleme die Oberflächenbeschaffenheit eines Körpers einen Einfluß auf 
die Bruchfestigkeit desselben haben kann. Unsere Untersuchungen gelten 
daher nur f&r eine ganz glatte Oberfläche ohne irgend welche Unebenheiten. 

Ausführlicher wollen wir nun noch den Fall untersuchen, daß die 
Welle aus zwei Zylindern von verschiedenen Radien besteht, die, wie das 
die Umrisse auf Blatt 3 zeigen, mittels eines Viertelkreises ineinander 
übergehen. Um nun zunächst zu untersuchen, in welcher Weise die 
maximale Spannung abhängig ist vom Verhältnis des Radius des 
Abrundungkreises zum Radius der kleineren Welle, wollen wir einen 
Fall wählen, in dem sich der Radius des schwächeren Zylinders r zu 
dem des stärkeren R verhält r : iZ » 3 : 4. Das Problem ist insofern 
anders, als das vorige, als der Ort der maximalen Spannung nicht wie 
beim vorigen Umriß bekannt ist. Da es uns aber nur auf den un- 
gefähren Wert ankommt, so genügt es, wenn wir annehmen, daß die 
maximale Spannung etwas hinter der Ansatzstelle des Abrundungs- 
kreises liegt, wie das der bei dem aufgelagerten Bunde Blatt 1 ge- 

Q 

zeichnete Verlauf der Spannungen zeigt, und zwar etwa j^ des Ab- 
rondungsradius von dieser Stelle entfernt. 

Wir verfahren also genau, wie oben gezeigt, zeichnen nach Gut- 
dünken die Kurven u « const ein, verbessern dieselben nach dem ersten 
Verfahren und ziehen dann die orthogonale Trajektorie durch den 
Punkt, wo nach unserer Annahme die größte Spannung auftritt. Auf 
diese Kurve wenden wir dann das zweite Verfahren an. War die 
Approximation gut genug , so werden die dadurch neu gefundenen 
Punkte für die Kurven u » const mit denen, von welchen man aus- 
ging, nahezu zusammenfallen; ist das nicht der Fall, so müssen die 
Kurven nochmals nach den neu gefundenen Punkten verbessert werden. 
Die Trajektorie muß orthogonal zu den neuen Kurven gezogen und auf 
sie das Verfahren nochmals angewandt werden. Wir erhalten so 

M 

schließlich den Wert der Spannung, wenn wir re durch den 

a 

a I — da 
Wert der Endordinate der Integralkurve fr^e dividieren. Dieses 
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ist für fQnf Yerscluedene Falle durchgeführt^ in denen sich der Ab- 
nmdnngsradins p zom Radios der kleineren Welle f verhielt, wie 1 : 20, 
2 : 20, 3 : 20, 4 : 20 und 5 : 20 (siehe Bktt 3) und die erhaltenen Spau- 

nungen sind in Fig. 10 als Funktionen von 4- aufgetragen. Dabei ist 

die Spannung an der Oberfläche der dünneren Welle, deren Radius 
r » 1 genommen wurde, in genügender Entfernung von der Übergangs- 
stelle 



/' 



r^dr 



dunhlUidäisd&^dwmanWelle r 
für r'ü'J.Jk 




auch eingetragen. 

Es zeigt sich, daß mit kleiner werdendem p die Spannung sehr 
stark ansteigt, und es fragt sich, wird sich dieselbe für p » einem 

endlichen Grenzwert nähern, 
A^ ^' ^•^ oder wird sie dort unendlich 

akUmkUoR. werden, und falls dieses der 

Fall ist, in welcher Weise 
wird sie unendlich? Es ist 
immerhin von gewissem Inter- 
esse, dieses einmal zu unter- 
suchen, da man daraus eine 
Übersicht gewinnt, in welcher 
Weise für sehr kleine Ab- 
rundungsradien die Spann- 
ungen anwachsffli. In der 
Praxis wird eine Welle mit 
p einer ganz scharfen Ecke 
natürlich nicht vorkommen, 
denn meistens wird dort ab- 
sichtlich eine solche Abrundung angebracht werden, oder, falls dieses 
nicht der Fall sein sollte, wird doch die Materialbearbeitung niemals 
eine ganz scharfe Ecke zulassen. Jedenfalls ist es empfehlenswert^ wie 
der Verlauf der Kurve Fig. 10 und auch die folgende Untersuchung 
zeigt, eine solche Abrundung anzubringen und ihren Radius nicht zu 
klein zu wählen. 

Mathematisch betrachtet, ist eine solche scharfe Ecke ein singulärer 
Punkt unserer Differentialgleichung, für den sich eine Lösung in Form 
einer Reihenentwicklung ansetzen läSt. Zu diesem Zwecke verlegen 
wir die Ecke in den Punkt r ^r jp — und führen genau wie oben 
Fig. 9 Polarkoordinaten p und % ein mit der Ecke als Pol. Setzen 



OißS 



<Ki 



o,a 



az 
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wir dann in Gleichung (43) fftr B den Radius der schwächeren Welle r 
ein, so erhalten wir für u die Gleichung 

(l + j8in;K+(f sinx)"-). 

Wir setzen nun als Losung für u eine Potenzreihe in p an, deren 
Koeffizienten Funktionen von % sind, und die mit q^ beginnend nach 
wachsenden Potenzen von q fortschreitet. Gehen wir mit diesem 
Ansatz in Gleichung (49) ein, so ist die niedrigste Potenz der linken 
Seite (>^"*, die .der rechten aber nur q^"^. Für kleiner werdende q 
konvergiert die rechte Seite wegen des Faktors q^'^ stärker gegen Null 
als die linke, die q^"^ als Faktor hat Daher müssen die Glieder der 
linken Seite, die q^"* enthalten, für sich Null werden, d. h. das erste 
Ghed der Reihenentwicklung muß eine Lösung der Gleichung 

sein. Da nun der reelle oder imaginäre Teil jeder analytischen Funktion 
eine Lösung dieser Gleichung ist, so handelt es sich nur darum, für 
das erste Glied der Entwicklung eine solche analytische Funktion zu 
wählen, die in der Umgebung der singulären Stelle auf der Begrenzung 
konstant ist. 

Nehmen wir etwa von 

B{x' + iyy ^ Bq^ e*^x « jB^ s (cos jX + isinjx) 
den imaginären Teil und setzen 

x' =^r — r y' ^ z 

SO erhalten wir eine Funktion, die in der Nähe der Ecke auf der 
Begrenzung Null ist, denn 

für 1^0 istr — r«0 z <0 undw = 

für %^\n ist z^Q r — r>0 und m = 0. 

Wenn wir nun ein sehr kleines Gebiet betrachten derart, daß q~^ 
groß ist gegen ps, so stellt uns 

w = 1 + Bq^ sin Iz 

Zdtoehrifl t MaihmiAtik u. Phjiik. 65. Band. 1907. Heft 8. 17 
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Flg. 11. 



den Verlauf der Spannungslinien dar, falls auf der Begrenzung u ^ 1 
ist (Fig. 11.) 

Das erste Glied der Beilienentwicklmig ist damit gefunden; aber 
auch die andern Qlieder lassen sich angeben. Geht man nämlich mit 
dem Ansatz 

in die Gleichung (49) ein und setzt, da die entstehende Gleichung für 
jedes Q erfüllt sein muß, die Koeffizienten gleich hoher Pbtenzen Ton q 

Null, so erhält man rekurrierende ge- 
wöhnliche Differentialgleichungen 
fär fi, ff etc., aus denen sich diese 
berechnen lassen. So erhält man 
z. B. fOr fi die Gleichung 

das ist aber die bekannte Glei- 
chung der ungedämpften, er- 
zwungenen Schwingungen, deren 
aUgemeines Integral 

/;a:--^-co8|ar-f Csinix 

+ Z)cob|x 

lautet. Die Gleichungen f&r f^ usw. 

haben dieselbe Form, nur daß die 

rechte Seite komplizierter ist Alle diese Funktionen müssen auf der 

Bagrenaung Null werden. Also muß /*i » sein. 

3 




\) ffÜT X » 0; das ist der Fall, wenn 
o) ftlr t-^x das gibt C-0, 



D^ 



4r 



ist 



also muß 



/iu)«4^(«)8|z-cos|2) 



tlMlt 



In khulii^er Weise lassen sich auch die folgenden Glieder berechnen; 
vUvh bi^et das hier weiter kein Interesse. Wir erhalten dabei als 
v;U^vKuu^ immer die der erzwungenen Schwingungen. In der weiteren 
\'o^i\'Kluug treten dann neue Eonstanten auf, die zur Befriedigung 
^^s.Vix"*' iJreiubt^ingungen dienen können. So würden wir z. B. in 
. ^«^ et^^'t unemUiehen Reihe die Losung der Differentialgleichung 
N .N>* ^"Wit «halten können, daß auf den Halbraum ein Zylinder 
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Tom Radius r aufgesetzt ist. Wir begnügen uns hier mit den beiden 
ersten Gliedern 



(50) 



« = 1 + B[qI sin Ix + ^^ 9* (cos |x - cos ix) • •] 



Wählen wir den betrachteten Bereich so klein, daß der Spannnngs- 
zostand mit genügender Annäherung dnreh 



(51) 



M = 1 + B(f^ sin Ix 



dargestellt wird^ so legen sich die Spannungslinien symmetrisch um 
die Ecke und sind am engsten fQr %"= \n. Für diese Gerade folgt 
mit Berücksichtigung von (18) aus (51): 



tt-1 



a a 

Bq^ = CrUda ~ 1 « - jr^xda. 



Pig. 1«. 




Da 



^txn Q dort senkrecht zu den Spannungslinien steht und in entgegen- 



ü^^^t^tem Sinne wie a gerechnet wird, so ist 





^^i" durch Differentiation 

(52) 



iBp-T r«r. 



17' 
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Um nun zu sehen, wie groß etwa die Konstante B ist, verfahren wir 
folgendermaßen: Aus Gleichung (50) erhalten wir f[Lr ^^ ^^ 

-o «*— 1 



x-^j) 



9' 

Verfertigen wir uns nun eine Zeichnung nach unserem obigen Verfahren 
für den Fall der scharfen Ecke, so können wir aus dieser entnehmen, 
daß etwa ist für 

w « 0,9 ; Q^ 0,0097 f 

M « 0,8 ! (> - 0,028 r 
u = 0,7 j (> « 0,0534 r 
M = 0,6 I (> = 0,0867 r 

Setzen wir das in obigem Ausdruck für B ein, so erhalten wir: 
B, = -2,24; B, = -2,26; B, = - 2,25; B^ - - 2,30; 
also ist etwa ^ ^ ^^ 

so daß wir in erster Annäherung den Spannungszustand in einer ein- 
springenden Ecke darstellen können durch 

M - 1 - 2,26 (fi(sm Iz - 3 (^^^ » ^ ~ "^^ i^) ' • •) 

und dementsprechend wird etwa 

4,62 



Daraus geht übrigens hervor, daß B die Dimension [wls^'j hat. 
Femer sieht man daraus, daß in einer scharfen Ecke die Spannungen 

wie lim j-:z unendlich werden.^) 

Damit ist also gegeben, in welcher Weise sich die Kurve in Fig. 10 

asymptotisch der Vertikalen durch ~ ^0 nähert. Aus der Kurve geht 

hervor, daß für den größten Abrundungsradius ^ ^^^ maximale Spannung 

etwa nur 1\ der Spannung an der Oberfläche des schwächeren Zylinders 
beträgt, also nur eine sehr geringe Spannungszunahme stattfindet. 

Es sei noch erwähnt, daß sich auch leicht der Fall der vor- 
springenden scharfen Ecke erledigen läßt; dort ist in erster Annäherung 

u =» 1 — Cq^ sin 2X' 

1) Durch eine Verallgemeinernng obiger Untersuchung läfit sich feststellen, 
daß in jeder einspringenden scharfen Ecke, mag sie auch noch so flach sein, die 
Spannung unendlich wird. 



f 
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wird auf der Halbierungslinie 





1+ fr^tdQ^C(f\ 



2Cq 

iT Ecke selbst wird somit die Spannung^ da C eine endliche Größe 

fulL 

S'un wird andererseits die maximale Spannung auch eine Funktion 

j^ sein; um das zu untersuchen, lassen wir den Abrundungsradius 

^Azi-fc etwa gleich ^ des Radius r des schwächeren Zylinders. Die 
•"Buchungen sind durchgeführt för Wellen, bei denen sich y erhält 
^^ie 1) 10:11, 2) 10:12, 3) 10:13, 4) 10:15, 5) 10:20. Um 
^^^OKimale Spannung hier etwas genauer zu finden, wurden die 
•^"OjDgen in der Weise festgelegt, wie das Blatt IV zeigt, wo oben 
® <3er Verlauf der Linien für den Fall riR-^^ 10: 13 eingezeichnet 
X>ort ist, nachdem nach der ersten Methode zunächst an- 
"^■^^ der Verlauf der Spannungslinien festgelegt ist, die End- 
^^^Ä^xig für die Trajektorien I, II, III und IV nach der zweiten 
^^e festgestellt. Von diesen Trajektorien endigt I in der schwächeren, 
^ der stärkeren Welle und II und III an der Übergangsstelle. 
- liegen I und II so, daß sie die Stelle der maximalen Spannung 
^«n sich einschließen. Es macht dann durchaus keine Schwierig- 
"^eitere Trajektorien einzuschalten. Zunächst ist dann V etwa 
^X' Mitte zwischen I und 11 eingeschaltet. Dann muß, falls die 
^amiung für II und V einen größeren Wert, als für I hat — wie 
Kl. der Zeichnung der Fall ist — die maximale Spannung zwischen 
d V liegen. Hier wird abermals eine Trajektorie VI eingeschaltet, 
onnte man fortfahren, doch gelingt es schon so, wenn man die 
>annung r als Funktion der Länge der Begrenzung auftragt, 
Verbindung der Punkte das maximale z mit genügender Gtenauig- 
u finden. Dieses ist geschehen in der Fig. unter dem Wellen- 
profile auf Blatt IV. Rechts unten ist dann noch einmal der Verlauf 
der Endspannung für sämtliche untersuchte Wellen aufgetragen. Es 
zeigt sich, daß die Kurven um so spitzer werden, je großer der Radius 
/ des stärkeren Zylinders ist. In diesem Falle ist daher die maximale 

^ Spannung schwieriger festzustellen, als in einem Falle, wo die Differenz 

der Zylinderradien nicht sehr groß ist, denn dann ist in einem ganzen 
Bereich das t annähernd konstant gleich der maximalen Spannung. 
Endlich ist noch rechts auf Blatt IV das maximale r als Funktion von 
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j/" aufgetragen. Die zunächst stark ansteigende Kurve wird bald 

Uffhr flach; so daß also die Spannung f&r noch größere Verhältnisse 
von r : R, die übrigens kaum in der Praxis vorkommen dürften, nur 
noch wenig wachsen wird. 

VWt gew^^hnlich vorkommende Verhältnisse ist also die maximale 
Hpannung bei dem Abrundungsradius ^r etwa das 1,75 fache der 
Hpnnnung an der Oberfläche der schwächeren Welle, so daß die Zahl 
y,Wt din Herr Professor Föppl in seiner Abhandlung in der Zeitschrift 
(inut'Mohdr Ingenieure angibt, etwas hoch ist. Dementsprechend ist auch 
dif< tniixiniale Spannung gleich der an der Oberfläche einer Hohlwelle 
VOM ^Inioht^ni Radius r und etwa von der Dicke 0,19 q. 

Wir iinh«n also: vergrößert man das Verhältnis des Abrondungs- 
milluH Kiun HAdius des kleineren Zylinders, so wird die maximale 
H|MMUtung kleiner; vergrößert man das Verhältnis des Riadius des 
»DirkMrMH Zylinders zu dem des kleineren, so wird die maximale Spannung 
Kt-nllor. Man kann nui; einmal versuchen, beides zu gleicher Zeit zu 
l'iMi und dadurch annähernd das Verhältnis der maximalen Spannung 
m ilor an der Oberfläche der kleineren Welle in genügender Entfernung 
VOM dnr Übergangsstelle konstant zu halten. Dieses geschieht am 
t«lnfi4oliNt(>n, indem man die Begrenzung als unveränderliches Granzes 
iililinr an die Achse hinanschiebt oder weiter davon entfernt. Dieses 
\h\i atiMgofOhrt für den Fall, daß der Radius der Abrundung der dritte 
Tnll (Inf Differenz der Radien der beiden Zylinder ist, die ja als konstant 
Hti^iMiiMninon ist. In Fig. 13 ist das Resultat dieser Untersuchung auf- 
KMltaifHU. Die ausgezogene Kurve gibt das Verhältnis der maximalen 
H|MMiiuuig XU der an der Oberfläche des schwächeren Zylinders als Funk- 
iUiw ilnN Hmlius dieses Zylinders. Die gestrichelte Kurve gibt die maximale 
H|»»«liliinig, iUlls auf die Welle das Drehungsmoment 27C ausgeübt wird. 

Mhu Niebt also, das Verhältnis ist in diesem Falle nahezu konstant. 
HumiiIäI mau wie oben die Formel für die Hohlwelle 

^ *" a* - &* 

WM rf (Inr äußere, b der innere Radius und M das Torsionsmoment ist, 
HM KiMin umu sagen, die maximale Spannung ist in diesem Falle gleich 
iImi' m (br Oberfläche einer Hohlwelle, deren Radius 1 und deren Dicke 
gliiinli litiiii doppelten Abrundungsradius ist. 

(luHdr Verfahren läßt sich auch auf andere Wellenumrisse an- 
winMliMi, fiillH nuui es mit Rotationskörpern zu tun hat. Ist das nicht 
ilitr l'^alli mi muß man versuchen, einen solchen zu erhalten. Dabei 
liiiniiHn tntiU(*limal die Spannungslinien auch nur auf einer Seite gegeben 
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rineue 



Fig. IS. 



sein. Ein Beispiel dafür ist ein FlanBch. Um in diesem Falle einen 
Rotationskörper zu erhalten ^ nehmen wir an, die Wellen hingen längs 
eines Ereisringes zusammen, der durch kontinuierliche Verteilung der 
zusammen haltenden Bolzen bestimmt ist, aber breiter sein soll, als 
der so erhaltene Ring, etwa \ oder | des Radius R der Welle. Da das 
nur eine rohe Annäherung der Wirklichkeit ist, so werden auch die 
Spannungslinien in Wirklichkeit nur annähernd so yerlaufen, wie in 
der so erhaltenen 
Zeichnung, be- 
sonders in dem 
Flansch selbst. 
Indessen wird 
doch der Ver- 
lauf in der ein- 
springenden 

Ecke ein Urteil 

über die dort auf- 
tretenden Span- 

nxmgengewinnen 

lassen. Nimmt 

man z. B. bei 

einem Abrun- 
dungsradius 



Q ^ ^R, die 



^/ 



-7 



^ß3 



bJ2 



<*» 



-ar 



>Jß^ 



-r 



-o "*< > /• 



fO 



Höhe des Flan- 
sches ^^B und seine Breite jR, so zeigt sich, daB die maximale Span- 
nung an der Abrundung immer noch« 1\ bis Ij mal so groß ist, als an 
der Oberfläche der Welle in einiger Entfernung Ton dem Flansch. 

Zum Schluß sei endlich noch erwähnt, daß sich die hier angegebene 
Methode nicht nur im Falle der obigen Gleichung anwenden läßt, sondern 
daß sie — natürlich ihre EouTergenz Torausgesetzt — auch zur Lösung 
aaderer Gleichungen der Form 

Ä(n»=»)|3+Ä(n»»)|j)-o 

bei beliebigen Randbedingungen verwandt werden kann. Diese Methode 
wird sich also auch eignen zui* Lösung der Gleichung 

insbesondere da, wo es sich um Strömui^probleme z. B. in durch Rotation 
irgend einer Kurve entstandenen Röhren handelt, während bei vielen 
anderen Fällen die von Herrn Prof. Runge angegebene numerisch- 
graphische Netzmethode vorzuziehen sein wird. 
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Die kubische Kreisbewegung eines starren Körpers. 

Von Anton Grünwald aus Bubentsch bei Prag, z. Z. in München. 

§ 1. Erklärungen. InlialtsübersicM. 

Eine Baumkurve dritter Ordnung heißt kubische Ellipse, wenn sie 
die unendlich ferne Ebene in zwei konjugiert-komplexen und in einem 
reellen Punkte schneidet. Gehören die beiden unendlich fernen konjugiert- 
komplexen Punkte dem absoluten Eugelkreise an, d. h. genügen deren 
unendlich große rechtwinklige Koordinaten x, y, der Gleichung 
^' + y' + ^*^0; 80 iieiuit man die Raumkurve passend einen kubischen 
Kreis. 

Diese durch zwei (absolute, unendlich ferne) Ereispunkte gehenden 
kubischen Raumkurven sind die Pußpunktskurven von hyperbolisch- 
paraboloidi sehen Regelscharen: Fällt man aus einem beliebigen Punkte, 
dem Pole, Lote (senkrechte TransTersale) auf die Geraden der einen 
Schar eines hyperbolischen Paraboloides, so erfüllen die Fußpunkte 
dieser Lote einen kubischen Kreis, und umgekehrt kann jeder kubische 
Kreis als die Fußpunktskurve einer bestimmten Regelschar auf einem 
Paraboloide erhalten werden. Der Pol kann hierbei auf einer bestimmten, 
zur Richtebene dieser Schar senkrechten Geraden beliebig angenommen 
werden. 

Die kubischen Kreise sollen aufrecht oder schief heißen, je nachdem 
die durch ihren reellen unendlich fernen Punkt bestimmte Richtung, 
mit anderen Worten, je nachdem ihre reelle Asymptote zu den durch 
ihre beiden absoluten Kreispunkte gelegten (parallelen) Ebenen senk- 
recht steht oder nicht. Die cmfreckten kubischen Kreise liegen auf 
Umdrehungszylindem und sind Fußpimktskurven bezüglich einer Regel- 
schar auf einem gleichseitigen hyperbolischen Paraboloide, die schiefen 
kubischen Kreise liegen auf schiefen Kjreiszylindem und sind Fußpunkts- 
kurven bezüglich einer Regelschar auf einem ungleichseitigen hyper- 
bolischen Paraboloide.^) 

Die Fußpimktskunren einer Parabel, identisch mit den zirkulären 
rationalen Kurven 3. Ordnung in einer Ebene, sind hiemach passend 
als ebene kubische Kreise zu bezeichnen. 



1) Vgl. die Abhandlnng des Verfusers: „Betrachtang von Fnßpanktskarren^ 
in der Ebene und im Räume*' in den Programmen der II. deutschen Staats- 
realschule in Prag von 1906 und 1907. 
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In Vorlesungen über Geometrie ist es wünschenswert, die Erzeugung 
einfacher kubischer Raumkurven auch anschauungsmäßig, etwa in einem 
kinematischen Modelle yorzuführen. Hierzu sind eben die zirkular- 
kubischen Raumkurven, die kubischen Kreise, am besten geeignet, da 
es eine — und im Wesen nur eine — kinematisch sehr leicht zu 
erzwingende kubische, rational von einem Parameter t abhängige Be- 
wegung eines starren Körpers gibt, bei welcher alle seine Punkte reelle 
kubische Kreise beschreiben, nämlich die kubisch-zirkuläre Bewegung^ 
oder hubische Kreisbewegung, welche wir hier untersuchen wollen. 

Sie bietet auch noch den Vorteil, bei Betrachtung der von den 
Ebenen des starren Körpers bei seiner Bewegung eingehüllten Deve- 
loppcMen zu einer anderen metrisch ausgezeichneten Gattung von Baum- 
kurven 3. Ordnung zu führen, welche als Gratlinien dieser Developpablen 
auftreten. Es ist dies die Gattung der kubischen Hdix, d. k der 
Helix oder „Kurve gleicher Steigung^ D auf dem einzigen kubischen 
Zylinder, welcher derartige wiederum kubisdie und zwar obendrein 
(ganz-rational)- algebraisch rektifizierbare Kurven zuläfit, deren Tan- 
genten überall mit den Zylinderkanten gleiche Winkel einschließen. 
Der Orthogonalschnitt O' dieses Zylinders ist eine ausgezeichnete kubische 
Parabel, Fig. 6, mit der Gleichung (27) my* = x(x — 9m)', die zweite 
negative Fußpunktskurve einer Geraden, d. h. die erste negative Fuß- 
punktskurve einer Parabel in bezug auf ihren Brennpunkt als Pol, oder 
die Katakaustik einer Parabel bei Beleuchtung durch parallele (zur 
Parabelachse senkrechte) Lichtstrahlen. Diese schleif enförmige, hier 
als Zylinderbasis auftretende kubische Parabel wurde schon von Marquis 
de lHopital und Tschirnhausen bemerkt und wird zuweilen nach 
ihnen benannt, falls man nicht den Namen caustique podaire oder Ortiuh 
genide vorzieht. Alle Orthogeniden sind einander ähnlich. Die kubische 
Helix ist leicht durch ein Papierblatt von der Form eines rechtwinkligen 
Dreieckes derart zu veranschaulichen, daß dessen Hypotenuse die Helix- 
form annimmt, falls man das Papierstück zylindrisch verbiegt und mit 
der deformierten Kathete auf einer Orthogenide als Basis aufstellt. 

Der interessanteste Umstand bei der kubischen Kreisbewegung^ 
welche wir untersuchen wollen', ist aber nicht eben der, daß sie von 
oUen kubischen Bewegungen am leichtesten einem starren Körper Sl^ 
(hinsichtlich eines ruhenden Körpers Sl) aufgezwungen werden kann, 
wie wir dies in der Figur 3 durch einen besonders einfachen Mecha- 
nismus andeuten^), sondern daß sie die einzige ihrer Art ist: Wenn 

1) Der HilfskÖrpex Sl^ in dieser Figar beschreibt hierbei zwangl&nfig die als 
GienifiEdl der schiefen (z. B. von A| ausgeführten) anzusehende aufrechte kubische 
Kreisbewegung, so dafi auch für die letztere kein neuer Apparat nötig wird. 
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wir nämlich von den trivialen Parallelbewegungen absehen, bei welchen 
alle Punkte eines starren Körpers kongruente und gegeneinander nur 
parallel Terschobene Bahnkurven beschreiben, gibt es außer der von 
unserem einfachen Mechanismus darstellbaren keine einzige reelle und 
von einem Parameter t rational abhängige Bewegung eines starren 
Körpers mehr im Räume, bei welcher aUe Punkte desselben kubische 
Kreise beschreiben. Vorerst weisen wir den betreffenden Satz für die 
ebene kubische Kreisbewegung nach, indem wir die gegeneinander 
beweglichen starren Körper H^y £1 zn übereinander gelegten ebenen 
Blättern zusammenschrumpfen lassen. 

§ 2. Die ebene kubische Kreisbewegung als besonderer Fall der 
kubischen Ellipsenbewegung eines starren Blattes. 

Eine keineswegs triviale Bewegung, bei welcher alle Punkte eines 
ebenen Blattes auf dem anderen Blatt Parabelfußpunktskurven, abo 
kubische Kreise zeichnen, ist wohl bekannt.^) Es ist dies jene, bei 
welcher die gleitlos aneinander abrollenden Polkurven beider Blätter, 
also die Orte der Momentanzentreu in Sl und £1^, symmetrische Paishdn 
sind, d. h. kongruente Parabeln, welche bezüglich der Tangente in ihrem 
jeweilig gemeinsamen Berührungspunkte symmetrisch liegen. Da hierbei 
der Brennpunkt jeder der beiden Parabeln auf der Direktrix der anderen 
bleibt, ist es leicht, die Bewegung der Blätter gegeneinander dadurch 
zu erzwingen, daß man beide mit je einer geraden Furche und einem 
Stifte versieht, welche indes bei beiden Blättern voneinander gleichweit 
abstehen müssen, und dann den Stift jedes der beiden Blätter zwingt, 
sich in der Furche des anderen Blattes zu bewegen. 

Eine der gegenseitigen Lagen beider Blätter ist als VeraweiffUfigs- 
Stellung ausgezeichnet, jene nämlich, bei welcher die Verbindungslinie 
der Stifte zur Furchenrichtung senkrecht steht: Von dieser Lage allein 
aus ist es möglich, daß außer der kubischen Kreisbewegung, welche 
zwei symmetrischen Parabeln die Rolle von aneinander abrollenden 
Polkurven zuweist, noch eine ganz triviale, geradlinige Parallelbewegung 
des einen Blattes gegen das andere in der Furchenrichtung möglich 
wird, deren Eintritt aber als unerwünscht leicht zu verhindern ist. 

Abgesehen vom trivialen Falle einer kubischen Parallelbewegung 
— mit gegeneinander nur verschobenen kongruenten Punktbahnen — 

1) Vgl. etwa in G. Koenigs Cinematique, Paris 1807, S. 169 und Figur 68. 
Auch in H. Sicards Cin^matique , Paris 1902, S. 100 und Figur hierzu. 

Längst vorher von Dr. L. Bnrmester bemerkt und durch sein aymmetrisches 
Schleifschiebergetriebe dargestellt. Vgl. Barmesters Kinematik, Leipzig 1888, 
S. 334 und Fig. 390. 
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ist die durch solche Blätter £\ und H, welche mit Furche und Stift 
symmetrisch ineinandergreifen^ erzeugbare kubische Kreisbewegung die 
einzige^) rational durch einen Parameter t darstellbare^ bei welcher aUe 
Punkte des einen Blattes auf dem anderen kubische Kreise zeichnen. 
Um dies einzusehen^ leiten wir zuerst die Gleichungen der allgemeinen 
^^kubischen EUipsenbewegungen^^ eines starren ebenen Blattes ab. Hier- 
unter verstehen wir solche von einem Parameter t rational abhängige 
Bewegungen, bei denen alle Punkte ebene kubische Ellipsen beschreiben 



Fig. 1. 





1) Diese Ausschliefilichkeit ist umso bemerkenswerter, als eine analoge, schon 
bei Bewegungen ebener Bl&tter, von welchen kongmente Ellipsen oder Hyperbeln 
als Polkurven symmetrisch aneinander abrollen, nicht mehr besteht. Die in letz- 
terem Falle auftretenden Rouletten sind die Fußpunktskurven von Mittelpunkts- 
kegelschnitten, identisch mit den rationalen bizirkulären Kurven 4. Ordnung.. Die 
Bewegung, welche durch symmetrisch aneinander abrollende Mittelpunktskegelschnitte 
gekennzeichnet ist und durch ein symmetrisches Gelenkviereck, das „Antiparallelo- 
gramm'^ der Brennpunkte^ erzwungen werden kann, ist keineswegs die einzige, 
welche die Punkte des einen ebenen Blattes zwingt, auf den anderen rationale, 
bizirkuläre Kurven 4. Ord. zu zeichnen, sondern es ist durch Cayley noch eine 
andere Bewegung von der letzteren Eigenschaft bekannt geworden, bei welcher die 
gleitlog aneinander abrollenden Polkurven beider Blätter 
Pascalsche Schnecken von gleichem Umfange sind. Die 
Figur 1 stellt zwei solche, in Polarkoordinaten r, qp durch 

r = J. cos qp + J5 

bzw. r = J5 cos qp + -^ 

darstellbare Kurven vor, die eine mit isoliertem, die andere mit nicht isoliertem 
Doppelpunkte. Bei der durch diese Polkurven bestimmten algebraischen Bewegung, 
welche nur dann eintreten kann, wenn sie von einer der in der Figur 1 angedeuteten 
Lagen derselben ausgeht, wo die Doppelpunkte und die Symmmetrieachsen beider 
*Schneckenlinien zusammenfallen, treten zwei Yerzweigungsstellungen auf und zwar 
gerade bei den gezeichneten Lagen der Polkurven. — Man kann die Bewegung 
Cayleys durch ein anderes symmetrisches Gelenkviereck als das obige, durch 

das „Deltoid'\ mit zwei zusammenstoßenden Seiten von der Länge a » 

« ^. 

ßt ^« 

und zwei anderen von der Länge b = — --= — erzwingen, indem man wiederum 

die beiden Blätter starr mit den Gegenseiten desselben verbindet. Die beiden 
Teizweigongsstellungen gehen durch Drehung des einen Blattes um 180° und zwar 
lun den gemeinsamen Doppelpunkt beider Polkurven ineinander über. Gerade 
diese Drehbewegung ist als eine Nebenbewegung, welche nur konzentrische Kreise, 
80g. „Nebenkreise^* erzeugt (und zwar nur von den Yerzweigungsstellungen aus), 
unmer noch mit dem Beweg^ungsgesetze vereinbar. Von diesen Nebenkreisen ab- 
gesehen, zeichnen bei der Cayley sehen Bewegung alle Punkte des einen Blattes 
<^1 dem anderen rationale bizirkiUäre Kurven 4. Ordnung wie bei der obigen 
Koppelbewegung anderer Art, die bekanntlich auch zwei Verzweigungsstellungen 
^ti von welchen aus ebenfalls Nebenkreise als Punktbahnen mit zugelassen werden. 
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oder^ was dasselbe ist, rationale ebene Kurven 3. Ordnung, welche auf 
der unendlich fernen Geraden neben einem reellen Punkte noch zwei 
bestimmte andere, nicht zusammenfallende konjugiert komplexe Punkte 
besitzen. Die Parametergleichungen jeder ebenen kubischen Ellipse 
können in der Form 



(1) 



et^ + ft + g 



angesetzt werden, wobei die rechtwinkligen Punktkoordinaten x, y durch 
einen rationalen und fär reelle Punkte reellen, f&r imaginäre imaginären 
Parameter t ausgedrückt erscheinen und a, h . , . g reelle Konstanten 
sind. Der Ansatz ist derart getroffen, daß die y- Achse zur reellen 
Asymptote der Kurve parallel angenommen wird, und die Ausbreitung 
des Parameters auf der Kurve wurde so gewählt, daß dem unendlich 
fernen reellen Punkte der Wert ^ « c», den konjugiert komplexen, 

unendlich fernen Punkten aber die Werte ^ = ± i = ± V— 1 ®°*" 
sprechen. 

Soll nun eine kubische Bewegung eines starren Blattes ^ möglich 
sein, bei welcher nicht bloß ein Punkt dieses Blattes die kubische 
Ellipse & mit den Gleichungen (1), sondern noch jeder beliebige andere 
Punkt eine andere kubische Ellipse St' auf dem festen Blatte Sl beschreibt^ 
so müssen sich die Koordinaten x' y' des auf der „Begleitkurve^ £' 
wandernden Punktes in der Form 



(2) 






darstellen lassen, wobei wir sogleich Schlüsse ziehen können, welche 
den Bau von jdx und jdy erkennen lassen: 

Da ft und ^' unendlich ferne Punkte besitzen, welche zu denselben 
Parameterwerten ^ « oo und ^« -j- i gehören müssen*), ist sowohl Jx 
als dy in Form eines Bruches mit dem einfachen Nenner (1 + <*) an- 
zusetzen. Da femer /Ix und /ly für reelle Werte von ^, also auch 
für t==» oo, nicht unendlich werden dürfen, kann der Grad des Zählers 



1) Der reelle ^ t^=^cso entsprechende unendlich feine Pnnkt mnß sogar bei 
beiden Kurven 3. Ord. derselbe sein, es besteht aber keine Notwendigkeit dafür, 
daß auch die imaginären unendlich fernen Punkte von $t und ß' dieselben seien. 
Die einfachsten algebraischen Bewegungen ebener Blätter zeigen einander „be- 
gleitende^* Kurven mit verschiedenen imaginären unendlich feinen Punkten. 
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in t bei jedem dieser beiden Brüche bocbstens auf den zweiten ansteigen^ 
so daß wir die Formen • ^ , ^« 

(3) 



^y 






*gewimieny wobei zwischen den 6 Konstanten x^ . . . y^ noch gewisse 
Beziehungen bestehen müssen, damit auch das Quadrat der Distanz D 
der zum selben i gehörigen Punkte von ß und ^\ nämlich 

(4) 2y^"^^+^^(^+^'^+^'*'^/+^;+y«^+y'*'>- 

einen von t unabhängigen konstanten Wert behalten könne. Für 
Bewegungen reeller Blätter kommt der Fall, daß im Zähler von B^ 
(bei 4) alle Koeffizienten Null sind, also D immer Null, jJy = ± i^x, 

ly^ » ±«^s| ist, wobei x^, x^, rr, beliebig sein können, gar nicht in 

^y%^±ix^) 

Betracht. Da D^ als konstant auch für ^ = ± t nicht unendlich werden 
darf, kann sich der Zahler in (4) vom Nenner nur um einen konstanten 
Faktor I unterscheiden, was zu den Gleichungen 

a?i^2 + yiy^ - 
2(^i^s + yiy8) + ^2 + yJ-2f 

^^ + yi% = 

führt. 

Aus der ersten und der dritten folgt 

{^i-^zf+{yx-yzy-A + yl 

SOS den beiden anderen 

*i(*i-«s) + »«(yi-y») = o 

ond aus diesen 

Die Werte IJ"*'^!!*!, in n^ + tA-'^i + A eingesetzt, Uefem 
— T 2 a>^y^ ± ^^yi + ^ + ^- Halten wir diese Gleichung mit 

\ zusammen, so ergibt sich 
y, = — /*xj 

f»*(«i + yf)±2/*(a:f + yj) = und damit i) ^-0 oder f*-T2. 

1) bnaginAie Begleitkarren , entsprechend d^ -f yi "" ^t interessieren nns 
lüer nicht. 
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1 



f* «0 führt zu x,= yj=-0, x^= z^, y^^yi, 

{^x =» X* \ 

konstant \ , 

also zu einer trivialen Parallelbewegung; bei welcher alle Punkte eines 
starren beweglichen Blattes Sl^ auf dem festen Blatte Sl kongruente 
und gegeneinander nur parallel verschobene Bahnen beschreiben. 

ft » + 2 fährt zu der uns interessierenden hvibischm EUipsen- 
betvegung, bei welcher sich ein Blatt Äj auch dreht, während seine 
Punkte kubische Ellipsen beschreiben. Es wird nämlich 

wobei, wie auch in der Folge, die oberen bezw. unteren Voraeichea 
zusammengehören. Wir haben, falls wir noch 



(5) 
setzen, 



(6) 






tg-: 






^y- 






s±Äisin« + yiC08a 



Während also ein Punkt (x^ — y^ =» 0) eines starren beweglichen 
Blattes £1^ eine beliebig anzugebende kubische Ellipse ^ (Gleichung (1)) 
beschreibt, kann man es durch gleichzeitige Drehung dieses Blattes um 
diesen Punkt, und zwar um einen gewissen, der Gleichung (5) ent- 
sprechenden Winkel a stets, und zwar auf zwei verschiedene Arten (den 
verschiedenen Vorzeichen in (6) entsprechend) dahin bringen, daß jeder 
Punkt dieses Blattes, mit den beliebig wählbaren rechtwinkligen Koordi- 
naten Xi, yi (in i\), auf dem festen Blatte H ebenfalls eine kubische 
Ellipse zeichnet. Die Gleichungen dieser kubischen Ellipse ^' (bezw. 
einer ebensogut möglichen Begleitkurve '^) werden gemäß (2) imd (6) 
lauten: 

1 + «« ^ ^ 1 + t« ^ ^1 1 + «« 

"1 T+^ + ^1 



(7) 



X — • 



y — iZ.« — ±^i 



1 + «« 



1 + «« 



Den beiden Vorzeichen entsprechend können wir bei einer ge- 
gebenen Kurve ft, welche von einem bestimmten Punkte (iCi = ^i =» 0) 
des Blattes ü,^ beschrieben wird, stets zwei verschiedene kubische 
EUipsenbewegungen eines Blattes Sl^, also derartige Bewegungen an- 
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nehmen, dafi hierbei ß Ton einem Punkte von Sl^ beschrieben wird 
nnd alle übrigen Punkte andere gleichfalls kubische Begleitellipsen 
zeichnen. Die Gleichungen (7) haben wir als Gleichungen einer beliebigen 
ebenen kubischen Ellipsenbewegung anzusehen. Statt ^ kann zur Be- 
stimmung der Bewegung — bis auf die Zweideutigkeit der Dreh- 
weise — jede Begleitkurve &' (bezw. 'Ä) verwendet werden. Auch die 
Zweideutigkeit schwindet, sobald man einem Bewegungssinne auf einer 
dieser Kurven den entsprechenden Drehungssinn des Blattes zuweist. 

Damit die Gleichungen (1) einen hubischen Kreis ß vorstellen, 
müssen sich ffir ^ — -f^ i die Zahler dieser Gleichungen wie 1 : ±i 
verhalten, was zu den Zirkularitatsbedingungen 



(8) 






führt. Eine der beiden kubischen Ellipsenbewegungen, welche zu jedem 
Jeubischen Kreise mit den Gleichungen (1) und (8) gehören, ist nun 
selbst eine kubische Kreisbewegung y indem alle Begleitkurven jt' (mit 
den Gleichungen (7)) dabei selbst kubische Kreise sind. Auf die Form 



(9) 



et*±(b-d)t+( ji±[c-aj) 



+ 
at* + bt* + et - \- d 

1+«« 



können die Gleichungen jedes kubischen Kreises St gebracht werden.^) 
Stellen vir hierzu die Zusatzglieder ^x, Jy ans (6) mit der dort 
stehenden Folge der zweideutigen Vorzeichen, so werden auch alle- 
B^leitkurren fi' mit den Gleichungen (7, 8) oder 



(10) 



«t«±(6-d)t + (g± [ c-g]) 1-t* j. 8t 

"•" ^» 1 + t«"'" ^1 1 + t« 



(«■ 



1 + f 
-«,)<• ± (6 - d - 2y.)t H- (e ± [c - a] + «.) 



, -' , 1-«' 



l+t' 
a1^+ht* -\ -ct-\-d ... 2 t 

l + f 
nieder hubiadte Kreise, da die Gleichungen (10) oder 

* 1 + 1« 



y 



^ gt'+fe't' + c't + d' 



1) Speäell fBr6 — d^a — c 



1 + t» 
'- artet ß in die Gerade 
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die Koeffizienten 

[e^e^x,, f^±{h-d-2y,), (7'- ^ ± [« - a] -f- ^ i 
besitzen, weiche wiedenim die Zirknlaritatsbedingungen 8' (analog* 8) 

f'-'±{V-d')\ 
±(c'-a) 



(8-) 



I ^' 
W-e- 



«rflUlen. Die Begleitkurven '1^ der anderen Bewegung, gehörig zu den 
Gleichungen mit der anderen Zeichenfolge bei den Znsatzgliedem ^«, jjyi 

{e-x,)t*±( b-d+iy,)t + ( e±[e- 

1 + f 
a<'+6t'+ct-|-d -j- 8t , t — t* 

" l + t* "^ ^ 1 + t» + *! 1 + *• 



VlO'^ 



- o]) 1 — *• 2* 






od«r 



jr = 



?/ - 



at«+6"t»+c" 


t+d" 


1 + f 





-a] + «ir 



hab«n Koeffiaienten 

w«k-b« «)i«> ZirkulariUitsbedingungen 

f"~±(b"-d") 
g"-e"~±{c"-a) 

iMv^l tNrftUWit^ iUU 0:^ und y^ Ton Null verschieden sind: Zu jecfem 
•^^ ^its^HMr^f^M ebenen kubischen Kreise A gehöri also eine emeige 
v*iN>i^ Vrt^¥id^ mÜouale) kubische Kreisbewegung, Wir können die 
ÄWv4:>«^pMfc ^^^^ mit bloß den oberen Zeichen (9 +) als zu Ä gehörig 
t^>*iMirfe^r49iMs, «iai wir I mit (— t) vertauschen könnten, falls der andere 
4^tv^ 4><^ >Ky>NhHi Z^^ichen gegebene Fall vorläge. Bei jeder kubischeH 



i «^ 



t #•- — (c"— a) ) 
^ «ii^ O* ^ >u einer Geraden 



auch gelten, falls speziell b — d 

(X = tf 
y^at + h\ 



I (aus 9) ausartet. 
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Preisbewegung können wir aus demselben Grunde in den Bewegungs- 
gleichungen (10) stets nur die oberen Zeichen voraussetzen (10 +) ^uid 
Ton diesen ausgebend Vereinfachungen vornehmen, welche die All- 
gemeinheit nicht beschränken. 



§ 3. Die einfachste Form der Gleichimgen der ebenen kabisohen 

Kreisbewegung 

•erhalt man, indem man unter den Begleitkurven ß' (Gleichung 10 -{-) 
von jt die einzige geradlinige heraussucht und an Stelle von jt setsrt;. 
Wir suchen a?i und y^ so, daß 

^ — ^ "T T+i« — i^ — ^i) i r+i> 

konstant wird, was nur für 

x^ = ^— (wegen 8 +) « ^^ 

h 
Vi' 

möglich ist und gewinnen 



b-^d 



y'^atA- 



h-^d 



Die ursprünglich durch Ä (Gleichung 9 +) definierte kubische 
Kreisbewegung des Blattes Sl^ kann nun ebenso, aber bequemer be- 
schrieben werden, wenn man statt ^ die durch 



e+g a — ( 



y'^at + 



^1- 2 
h + d 



2 



bestimmte Gerade wählt. Wenn das Koordinatensystem auf dem festen 
Blatte Sl gemäß den Transformationsgleichungen 



x' -e + 



a — e 



, h + d 







1) Wir können unbesorgt wieder diese Zeichen x^ y wählen, da eine Ver- 
wechselnng mit dem nrsprünglichen Koordinatensystem in i2, auf welches sich die 
Oleichnng (1) bezogen und gegen welches das jetzige verschoben liegt, nicht za 
beforchien steht. 

Ztitoohrifl f. MatheinftÜk n. Fhyaik. 65. Band. 1907. Heft 3. 18 
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Die kubische EreiBbewegnng eine« starren Körpers. 



t^f^^^oWn wird, haben wir daher als die einfachste Form der in i 
»ü^\md^v^ Oleidiungen der kubischen Kreisbewegung eines redien (starren 
^WtM>u> ISMes Sli(xi,y^) an einem festen Blatte ^2(0;,^) die folgende 



vu> 



10?— a^i cosa — yi sma 

y B a^ + ^1 sin 



a — y. sin«) 
« + yicosaj 



{\\^ 90 darstellbare, in ihrer Art einzige kubische Kreisbewegufug ist 
mkw identisch mit unserer eben beschriebenen, bei welcher kongruente 

Parabeln symmetrisch aneinander ab- 
rollten und welche durch ein Paar 
von Blättern erzwingbar war, die je 
mit einer Furche und einem Stifte 
symmetrisch^) ineinandergri£Pen: Dies 
kann man entweder daraus erkennen, 
daß nicht bloß der Anfang (^i»yi"»0) 
von Äj auf der y-Achse {x = 0) von 
i$2, sondern zugleich auch der Punkt 
(a;«--o, y=-0) von Ä auf der Geraden 
(rTi =» — a) von Äj 

wandert*); oder man sucht gerade- 
wegs die Polkurven auf, i h. die 
Orte der Momentanzentra in beiden 
Blättern, und erkennt kongruente Pa- 
rabeln in symmetrischer Stellung bezüglich der gemeinsamen Tangente 

r si 

(Fig. 2): Die Polkurve j^ ^^ ry ^^^^ erhalten^ indem man aus (11) 
und den durch Nullsetzung der Ableitungen 




I'j* — a;. sin a -f- yi cos a 

lütimUM gewonnenen Gleichungen 
t) ^\}/x^ eliminiert: 
jf -^ at 
a.__|(l + ««) 



y — at 

^x + ^il + f) 



O 



y* = — 2 a (a? + Y j Gleichung von F^, 



IUm' Hiiftftbitand von der Furcke mußte in beiden Blättern der gleiche sein. 
\l) llit^rlit«! ir^It im ersteren Falle y^at, im letzteren y^^at 



© 



Von Anton Gbünwald. 275 

II) xya eliminiert: 

x^ cos a — ^1 sin ß « — (1 + fi) 
rTj sin « + yi cos « = 

X, 1 (1-^^)1 



y^=z2a (xt -|- -^j Gleichung von I^. 



§ 3. Die allgemeinste kubische Kreisbewegung eines starren Körpers 

im Räume. 

Ziehen wir vorerst eine sogenannte Direktionsbewegung heran, 
welche wir erhalten, indem wir einen Punkt des beweglichen starren 
Körpers S^iix^yy^is^ iu einem Punkte von Sl{x,y,g) festhalten, 
so daß statt der eigentlich zu untersuchenden Bewegung einstweilen 
eine andere — hier gewiß algebraische und zwar vom dritten oder 
niederen Grade im Parame.ter t — betrachtet wird, bei welcher die 
verschiedenen Lagen eines um beweglichen Körpers durch bloße 
Parallelverschiebung aus den Lagen von Sl^ gewonnen werden können, 
so ergibt sich als einzig mögliche Direktionsbewegung jeder reellen 
hihiscken Bewegung eine Rotation. Wären nämlich die Polhodiekegel 
der Direktionsbewegung, d. h. die Orte der Momentanachsen durch 
in beiden Körpern, welche reell sein müssen, nicht zu einem Strahle 
zusammengeschrumpft, so müßten schon bei den Punktbahnen der 
Direktionsbewegung Spitzen dort auftreten, wo die Kanten des Her- 
polhodiekegels zur Berührung an den Polhodiekegel heranrückten; 
kubisch (oder von niederem Grade) könnte die Bewegung also wegen 
dieser Spitzen gewiß nicht sein; zu einem Strahle zusammen- 
* schrumpfende Polhodiekegel lassen aber die Direktionsbewegung als 
einfache Achsendrehung erkennen. 

Bei der kubischen Kreisbewegung, welche wir zu untersuchen 
haben, können wir daher sogleich die z- und xr^-Achse zum Polhodie- 
strahle der Direktionsbewegung parallel annehmen. Da nun 1) die 
Distanzen zweier beliebiger Punkte von £1^ bei der Bewegung erhalten 
bleiben, ebenso auch 2) die ProjektionsUtnge jeder solchen Distanz auf 
eine Parallele zur £?-Achse, so muß als zweite Kathete in jedem durch 
1) und 2) bestimmten rechtwinkligen Dreieck auch die Projektions- 
länge jeder Strecke in der a;y-Ebene erhalten bleiben, d. h. die Be- 
wegung der orthogonalen Projektion aller Punkte einer jeden zur 
^i(£?)-Achse senkrechten Ebene von H^ auf die rry-Ebene in Sl ist im 

18* 
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allgemeinsten Falle eine ebene kubische Kreisbewegung ^J mit den 
Gleichungen (11). 

Wir haben daher bei der kubisch-zirkulären Bewegung deren 
Gleichungen in der Form 

x = x^ cos a — ffi sin a 



at +XiSma + y^ cos a 



^ = tg|- 



a, z^, z^, z^ konstant, 
von x^ und y^ unab- 
hängig 



anzusetzen *), da wiederum der Zähler jP(^) bei z höchstens zum dritten 
Grade in t ansteigen darf. Hierbei ist noch zu beachten ^ daß für 
^ = ± i die unendlich groß werdenden Koordinaten x, y, z (wegen der 
Erhaltung der Kreispunkte in der ic-y-Ebene) in den Verhältnissen 

x:y : z -^l\±^i\0 
stehen müssen, daß also zu gelten hat 

[a;i(l~iOT2y,»]:[±aiXl + iO±2^it + yi(l-i«)]:[TaiV^ii"±^,^>^J 

» 1 : ± i : 

>• Wir erhalten, wenn wir noch 

a = ae 

setzen, , . ^ 

' z^att + z^,^) 

Wir können hiernach die Gleichungen der reellen (nicht trivialen) 
kubischen Kreisbewegung eines starren Körpers in der Form 

I a? = x^ cos a — y^ sin a ' 

(13) |y= a^ + a:iSina-f-yiCOsa|^ — tgy] 

^z ^att+ z^ I 

1) Von den trivialen Parallelbewegungen eines starren Körpers, welche durch 
einen knbischen Kreis im Räume gegeben sind, sehen wir natürlich ab; ebenso 
sehen wir hier ab von dem Falle, bei welchem diese ebene kubische Kreis- 
bewegung der Projektion (auf die a;y- Ebene) zur gewöhnlichen BoIxUian ausartet; 
wir werden auf die letztere Möglichkeit durch einen Grenzübergang von der all- 
gemeinen kubischen Kreisbewegung noch zurückkommen. Gleichung (16), S. 278. 
Vgl. die dortige Anm. 2. 

2) z muß für t ^ OD selbst iMendlich werden, wenn keine ebene kubische Kreis- 
bewegung eintreten soll, außerdem soll z nur für 1 -f ** = zu den beiden ima- 
ginären unendlich fernen Punkten führen. 

8) Auch so: Soll z =: -X ♦« *^^^ ^^^ 1 + t« = endlich bleiben, so 

muß F{t) die Form F(t) = (1 + t*){at + z^) besitzen, welche zu z ^^ at + ^i 
führt. Zi unterscheidet sich von der dritten Koordinate in Äj nur durch eine 
Konstante, kann daher selbst als diese Koordinate gelten, wenn der Anfang ft^^ 
der Geraden j;^ =» y, ^ passend gewählt wird. 
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anschreiben; welche der bequemsten Einhtgerung beider Koordinaten- 
systeme, des Systems {x, y, z) in dem festen Körper Sl, und des anderen 
Systems (x^, y^, z^) im bewegliehen starren Körper £1^ entspricht. 
Beide Koordinantentrieder decken sich für t^ 0. 

Ein parabolischer Zylinder I^ [mit der Gleichung (ir\\ von Sl^ 

rollt bei jeder reellen kubischen Kreisbewegung an einem kongruenten 

Zylinder Fq mit der Gleichung ( j ) 1 von Sl, ohne anders als in der 

Richtung der Zylinderkanten zu gleiten, symmetrisch ab, also so, daß 
die reelle und im Endlichen gelegene Fokalachse jedes der beiden 
Zylinder sich (parallel zu ihrer Ausgangslage) in der Direktrixebene 
(Polarebene der Fokalachse) des anderen Zylinders verschiebt; das 
Gleiten in der Kantenrichtung geschieht in dem Maße, daß alle Punkte 
der Fokalachse in der vorgeschriebenen Ebene parallele Gerade zeichnen, 
z. B.: der Anfang 0^(xi ^ ^i = ^i = 0) von Sl^ die Gerade G* mit den 
Gleichungen 

lx==0 
(G*) y^at 

z = att) 

in der Direktionsebene a? = von F^, In der Fig. 2 fällt die ortho- 
gonale Projektion 6?*' von 6f * auf die Ebene z ^0 mit der y-Achse 
von ß zusammen. F{x = — a, y = 0) ist die Fokalachse von Fq. 
G* schließt mit der a7-y-Ebene einen Winkel <p ein, dessen 

(14) tg9, = e 

ist. 9 ist der Winkel aller der untereinander parallelen Asymptoten 
der kubischen Bahnkreise unserer Bewegung mit ihren gemeinsamen 
Kreispunktsebenen z = konstant. Er soll der „charakteristische Winkel", 
und seine Tangente e die „Neigung^' jedes der Kreise, und damit der 
kubischen Bewegung selbst genannt werden, a ist der Abstand jeder 
der beiden Fokalachsen der Zylinder Fq, F^ von ihrer Direktionsebene. 
Durch die Projektionsbewegung (mit der Konstanten a, Figur 2) auf die 
Kreispunktsebene j? » und durch die Neigung e ist jede kubische 
Kreisbewegung gekennzeichnet: Durch einen jeden als Bahnkurve 
eines Punktes gegebenen (nicht zu einer Geraden ausgearteten) hibi- 
sclien Kreis ist eine kubische Kreishewegung (a, e) im Räume hesHmmt 
Die inverse Bewegung ist geometrisch nicht wesentlich anders gekenn- 
zeichnet und gehört zum selben a und zur — absolut genommen — 
gleichen Neigung (— c). 
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Wird tp — 90®, die Neigung c -» tg 9 ■= oo 
und dabei a = und zwar so, daß 
(15) at = Ä- 

endlich und konstant bleibt, so erhalten wir den Ghrenzfall der o«/^ 
redeten kubische^ Kreisbewegung mit den Gleichungen 



(16) 



X 


-= 




«1 


cos« 


-»1 


smoc 


y 


= 




«1 


sin« 


+ y. 


cosa 


g 


— 


Jct + 


«J 









tgf 



bei welcher sich die jer^-Achse auf der j^-Achse, also ,,in sich^ irerachiebt 
und die Bahnlinien aller Punkte aufrechte kubische Kreise beBchreiben, 
also Kuryen dritter Ordnung auf Umdrehungszylindem um die z-Kchaey 
welche durch Aufrollen des zwischen zwei benachbarten Aejinptoten 
gelegenen Teiles einer (sog. verallgemeinerten, ebenen, transzendantenj 
Tangenslinie ^ auf einen Zylinder gewonnen werden können, wenn 
hierbei die Asymptoten zur Überdeckung gelangen.^) 

Wiederum ist auch durch jeden (mfreckten kubischen Kreis eine, 
und zwar wieder eine aufrechte kubische Kreisbewegung bestimmt.') 

Wir wollen nun diese interessanten kubischen Kreisbewegung^es 
starrer Körper durch einfache Mechanismen erzwingen. 

§ 5, Ein Zirkel zur Erzeugung kublsclier Kreise. 

Wir geben dem festen Körper Sl die Form eines rechteckigen 
Rahmens mit «wei in ihm feststeckenden windschiefen Drahtstiften F 
wkI (J*. deren kürzester Abstand a sei. Der Winkel von F und G* 

^^ ^ %- Hie kürzeste Transversale über F und 6r* machen wir 

»«Ä- r^AcK^ dfM in Sl festgelagerten rechtwinkeligen Koordinaten- 
Jwi Schnittpunkt der a;-Achse mit G* zum Anfange und 
*.v^ *" A^K»i^ durch parallel zu F. Hierdurch ist die y-Achse 



>^j^«« >«i^^^wl; si^ schließt mit G* den Winkel q> ein. ' j 

V* ^"»^ *N^ Abhandlung des Verfassers, welche auf S. 264 erwähnt wurde V 

«s '. »ax>il «^«Ai^ andere rationale kubische Bewegung neben der duroh die 

^ - •. .^«^^ >4U>Mi« welche in der xy-Ebene eine Rotation zur Projektioa«- 

^ ^ .^ •*.- .^4* «M^iM beiden Gleichungen von (16)), da sich t^ht-\rh 

■v ..o^ ^^^ ^^,J^^ ciuroii genau dieselbe Schlußweise wie oben (fot * 
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Wir nehmen nun einen Hil&körper SIq und geben ihm die Form 
eines Prismas, welches den Drahtstift F derart umschließt, daß er sich 
sowohl um F drehen als auch in der Richtung von F verschieben kann. 

In Sl^ betten wir den starren Körper Ä^, welcher gleichfalls Prismen- 
form hat^ in einem kongruentprismatischen Lager mit etwa zu F senk- 
rechten Führungskanten 




«in, 80 daß er sich 
gegen £1^ in der Rich- 
tung dieser Kanten ver- 
schieben kann und 
machen an H^ einen 
Nagel mit Ose derart 
fest, daß der kürzeste 
Abstand des ösenmittel- 
pnnktes 0^ von F wie- 
deram a ist. In der 
Fiffur 3 ist dem Hilfe- 
körper SIq jene Lage 
gegeben, bei welcher 
Ol auf fäUt; (t = 0, 
«e » 0); die Öse, deren 
in die y^er-Ebene fallen- 
den Querschnitt wir in der Figur 4 vergrößert zeigen, umschließt 
doppelkomsch den Stift G*, so daß sich G^ stets entlang einer (im 
Verlaufe der späteren Bewegung wechselnden) Konuskante an den inneren 
Ösenrand lehnt, (r* sorgt nun 
dafiir, daß der Ösenmittelpunkt 
Oj stets auf der idealen (r*- Achse 
geradegeführt wird. In der in 
der Figur 3 gezeichneten Aus- 
gangsstellung wählen wir im be- 
weglichen starren Körper H^ das 
Koordinatensystem {x^, y^, z^) 
soy daß es hier mit dem Systeme 
{x, y, e) zusammenfällt; dann 
stellen die Gleichungen (13) die kubische Kreisbewegung dar, welche 
unser Apparat dem beweglichen Körper £1^ gestattet. 

Die gezeichnete Ausgangsstellung hat einen bemerkenswerten 
Charakter als sog. ^yVerzweigvngsstdlun^^ indem von ihr aus und nwr 
von ihr dem Körper ß^ außer der durch die Gleichungen (13) be- 
schriebenen, zu a und €p gehörigen kubischen Kreisbewegung noch eine 



T" 
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ganz triviale geradlinige Parallelverschiebung in der Richtung von G* 
mit den Bewegnngsgleichnngen 



(17) 



y-Vi + i 

e -^ z^ + ti 



t beliebig wählbarer 

Parameter 

e«tg9 (öl. 14) 



gestattet wird.^) Bei der letzteren gleitet Sl^ bh Sl^ ixi der Richtung 
der y-Achse und zugleich im e-fachen Maße zusammen mit 52^ in der 
Richtung der jgr-Achse, indem nur die Translation von Sl^ in der Rich- 
tung von F, nicht aber eine Drehung um F in Anspruch genommen 
wird, 80 daß nicht nur der Anfang Oj die Gerade G* beschreibt^ 
sondern alle übrigen Punkte von Sl^ parallele geradlinige Bahnen. 

Daran, daß von unserer Ausgangsstellung der Figur 3 aus ab- 
gesehen von der vorigen nur die durch die Gleichungen (13) beschriebene 
kubische Kreisbewegung wirklich von Äj beschrieben wird, wenn wir Sl 
festhalten und für geeignete Bewegungsantriebe sorgen, kann kein Zweifel 
aufkommen, wenn man die Projektionsbewegung in der rr^-Ebene ins 
Auge faßt, welche mit der oben zur Figur 2 gehörigen identisch ist. Die 
j8?i-Achse bleibt parallel zur jer-Achse, 0^ wandert auf (?*; da femer 

auch die Ebene 

a:, = — a 

von Äi stets durch die Gerade F(x =- — a, y = 0) von Ä hindurch- 
gelegt bleibt, ist die erwähnte Projektionsbewegung wirklich die durch 
die Gleichungen (11) definierte und die Gleichungen (13) geben die 
vollkommen zutreffende Beschreibung der Bewegungsmöglichkeit von Sl^ 
im Räume. 

Von der Ausgangsstellung (t » 0) aus tritt die kubische Kreis- 
bewegung ein, indem £1^ zuerst jener Elementarschraubung unterworfen 

wird, welche die Scheitelkante fa;« — |, y =- j des festen Para- 
boloides Fq (Gleichung (r)) zur Zentralachse und ^tgy zum Schrauben- 
parameter hat. Die späteren, zu beliebigem t gehörigen Instantan- 

y^at 
schraubungen der Bewegung geschehen um die Achsen ® n _l ^^ 



1) Derartige „Verzweignugsstellungen^* sind bei kinematischen Apparaten 
sehr häufig. Sie treten z. B. schon bei den ebenen symmetrischen Gelenkvierecken 
und zwar dort auf, wo die vier gelenkigen Punkte in eine Gerade treten. Dort 
erscheinen dann als Bahnkurven von diesen Stellungen aus neben den Eegelschnitts- 
fufipunktkurven noch gewisse ,,Nebenkrei8e*\ Vgl. auch S. 266 und die Anm. 1 
auf S. 267. 
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welche Kanten Ton Fq sind; der ihnen zukommende Schraubenparameter 
ist — (1 + ^) tg q>. Trägt man auf jeder Kante von Fq den ihr zu- 
kommenden Schraubenparameter von der Ebene e^O aus ab, so er* 
fQllen die Endpunkte der so abgetragenen Parameter die Ebene 

ß + tx^O. (c = tg9, Gleichung (14).) 

Der Hil&körper £Iq beschreibt während der schiefen kubischen Kreis* 
bewegung von Sl^ seinerseits eine aufrechte kubische Kreisbewegung 
um F, deren Gleichungen die Form (16) erhalten, wenn wir F zur 
j?- Achse machen und die Koordinatentrieder für ^ » zusammenfallend 
annehmen, da von der Ausgangslage aus die Erhebung im Sinne der 
;9-Achse (F) das Ä;-fache der Tangente des halben Drehungswinkels um F 
herum ausmacht. 

Es wurde schon erwähnt, daß die Augangsstellung {t -» 0) auch 
för Sl^ eine Verzweigungsstellung ist, indem von ihr aus neben der 
aufrechten kubischen Kreisbewegung noch eine triviale einfache Parallel- 
verschiebung in der Richtung von F möglich ist. 

Unser Zirkel für kubische Kreise — Figur 3 — gestattet es also 
gleichzeitig, eine schiefe und eine aufrechte kubische Kreisbewegung 
vorzufahren. Stecken wir etwa eine Nadel mit glänzendem Ejiopfe 
in Äj fest und bringen diesen Körper in seine höchste durch die 
schiefe Kreisbewegung gestattete Lage, so können wir ihn dann dem 
eigenen Gewichte folgend hinunterfallen lassen und erhalten von dem 
glänzenden Knopfe die rasch aufeinanderfolgenden Netzhauteindrücke 
aus einem recht beträchtlichen Stücke der von ihm beschriebenen 
kubischen Kreisbahn. Wollen wir ebenso einen aufrecliten kubischen 
Kreis demonstrieren, so ist die Nadel mit dem glänzenden Knopfe ein- 
fach an SIq statt an i2^ anzustecken, und dann das vorige Spiel zu 
wiederholen. Allerdings ist für den glatten Verlauf der Bewegung eine 
sehr geringe Reibung an den gleitenden Flächen die Voraussetzung. 
Es hätte keine Schwierigkeit, den Apparat auch für verschiedene 
Winkel <p und verschiedene a -Werte einstellbar zu gestalten. 

§ 6. Bemerkungen bezüglich der Punktbahnen bei der schiefen kubi- 
schen Kreisbewegung im Räume. 

Die Tangenten fläche jedes kubischen Kreises wird von jeder Kreis- 
punktsebene desselben {e » konst.) in einer Kardioide geschnitten, da 
diese Schnittlinie von der vierten Ordnung und dritter Klasse ist und in 
den drei Spurpunkten des kubischen Kreises in dieser Ebene, hierunter 
also auch in deren Kreispunkten Spitzen besitzt. Jede Projektion eines 
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kubisclien Kreises auf irgend eine der dnrch seine Ereispunkte gelegten 
Ebenen (js = konst.) und zwar jede Zentral- oder Parallelprojektion ist 
ein ebener kubischer Kreis, d. h. eine Parabelfußpunktkurve, da sie 
kubisch, rational und zirkulär wird; sie wird nur dann ein gewöhn- 
licher Kreis, wenn das Projektionszentrum auf der Kurre angenommen 
wird imd artet nicht aus, solange dieses Zentrum nicht geradezu in 
der betreffenden Ebene {z = konst.) selbst angenommen wird. Ins- 
besondere wird bei einer Parallelprojektion auf eine solche Ebene 
eine — im allgemeinen schiefe — Cissoide^) erhalten, falLs die 
Strahlenrichtung zu einer Tangente des kubischen Kreises parallel an- 
genommen wird. 

Die Orthogonalprojektiorien auf diese Ebene, etwa auf {z =— 0), 
sind Fußpunktkurven bezüglich einer doppelt so großen Parabel F 
als es r^ ^Gleichung f j n ist, wie man sofort an der ebenen Projektions- 
bewegung in dieser Ebene erkennt, bei welcher die Projektion des ins 
Auge gefaßten Punktes {x^, y^, e^) als von der Parabel I^ (Gleichung (")) 

mitgenommen betrachtet werden kann, wenn letztere gleitlos an F^ ab- 
rollt. Figur 2. [Der Pol, bezüglich dessen die Fußpunktkurvenbildung 
bezüglich F erfolgt, hat die Koordinaten (— ay^, -f y^; Zy^ ist gleichgültig, 
etwa « 0), und F ist perspektiv ähnlich zu F^ bei diesem Pole als 
Ahnlichkeitszentrum und dem Modulus 2.] 

Diese Orthogonalprojektion ist beispielsweise im besonderen Falle 

I. eine schiefe Cissoide, wenn der der schiefen kubischen Kreisbewegung 

(Gleichung (13)) unterworfene Punkt Pi^x^, ffi, 0i) von Ä^ auf der 

parabolischen Zylinderfläche f* (Gleichung (jjjj selbst liegt, ins- 
besondere 

eine gerade oder gewöhnliche Cissoide des Diokles, wenn er 
auf der Scheitelerzeugenden (x^ **" "~ o > ^i ^ ^) ^^^ ^ liegend ge- 
nommen wird. 
IL eine iSZu^esche Konchoide^), wenn Pj in der Symmetrieebene yi *— 
von F^ gewählt wird. Letztere artet im besonderen aus zur 
y- Achse [und dem Minimalgeradenpaar der a:y- Ebene durch 
^'(ß^^(i,y^O)], wenn sich P^ auf der j?j -Achse selbst, der Fokalachse 
von r® befindet, also wenn Xj -« y^ = ist, wie z. B. beim Anfange 
Oj, der auf G* wandert, wobei sich G* auf die y-Achse projiziert. 

1) Vgl. Gino Loria, Spezielle ebene Kurven, Leipsig 1902 S. 45 und Fig. 3 
der Tafd I. 

%) Vgl. Gino Loria, Spezielle ebene Kurven, Leipzig 190$S 8.73, 71 und 
Fig. U der Tafel IT. 
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UI. eine Ophiuride^), wenn P^ in der Scheiieltangentialebene (^i^^ö) 

▼on r^ genommen wird; die obige Cissaide des DioJdes kann auch 

als Sonderfall der Ophiuride wie ancb der 52us68chen Konchoide 

angesehen werden. 
IV. eine schiefe Straphoide^, wenn P^ in der Direktrixebene (x^ « — a) 

von r* gewählt wird und insbesondere 

eine gercLde Strqphoide, wenn P^ auf der Schnittlinie dieser 

Direktrixebene mit der Symmetrieebene (y^ — 0) von I^ genommen 

wird. Die gerade Strophoide kann auch als eine besondere Sluse- 

sche Konchoide angesehen werden. 

In Ermangelung einer anderen Namengebung könnte man die 
speziellen schiefen kubischen Kreise, deren Orthogonalprojektion auf 
die Kreispunktsebenen (js » konst.) eine 
Oissoide 



iSIusesche Konchoide 

Ophiuride 

Strophoide 



ist, als räumliche 



Cissoide 
5Zus6sche K. 
Ophiuride 
Strophoide 



beliehnen. 



Jede dieser räumlichen Kurvengestalten ist durch die als ihre Orthogonal- 
projektion zugehörige ebene Kurve und den charakteristischen Winkel 9 
(oder die Neigung C =« tg 9>) bestimmt. 

Die raumlichen Strophoiden, die Bahnkurven der zu a^i — — a ge- 
hörigen Punkte von Sl^ sind bei der kubischen Kreisbewegung 
(Gleichung 13) dadurch besonders ausgezeichnet, daß sie auf {7m- 
drehungskegdn liegen^ deren Kanten die Fokalachse F des festen para- 
bolischen Zylinders Fq ( Gleichung ( , n unter dem Winkel q> schneiden. 

Es genügt, die Punkte der Oeraden jd* 



(18) 



X, a j 



bei der Bewegung zu verfolgen, insbesondere den Punkt A^ (x^ = — a, 
2^1 "" ^1 = 0), zu betrachten, welcher die räundidie gerade Strophoide 
(aus Gleichung (13)) 

o;» — acosa 
(19) |y-a(<-sina) 



att 



(C-tg9) 



1) Q. Loria, 1. c. S.49, Fig. 6 der Tafel I. 

2) G. Loria, 1. c. S. 61, Fig. 7 (schiefe Strophoide) j , xaf 1 1 

„ S (gerade „ j er e . 
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zeichnet. Diese liegt wirklich auf dem Umdrehungskegel 

(20) z^^t*{[x + af + y*) 

mit der Spitze F' {x = — a, y = £? « 0), wie die direkte Substitution 
von (19) in (20) lehrt. Statt sich ebenfalls durch eine Substitution 
davon zu überzeugen , daß auch jeder andere Punkt von zf* auf dem- 
selben Kegel (Gleichung (20)) bleibt^ genügt es, sich daran zu erinnern^ 
daß die durch ^j parallel zu z^ gelegte Ebene {x^ = — a) sich unter 
Erhaltung des unendlich fernen Punktes der ^erj- Achse um F(x^ — a^ 
y = 0) bewegt, so daß ^* der Reihe nach alle Kantenlagen dieses 
Kegels annehmen muß. * 

Die Parallelen ^ zu ^* in der Ebene (x^ = — a) beschreiben eben- 
solche, nur gegen den vorigen parallel verschobene umdrehungskegel 
um die ir-Achse^ wobei ihre Punkte raumliche Strophoiden zeichnen, 
wie denn überhaupt Punkte einer jeden Parallelen zur j^^- Achse kon- 
gruente und nur in der Richtung dieser Achse verschobene Bahnen 
besitzen. 

z/* spielt bei der inversen Bewegung genau dieselbe Rolle wie G* 
bei der direkten. 

Aus der Bewegimg von ^* folgt ganz nebenbei, daß alle unter IV 
betrachteten ebenen schiefen Strophoiden Kondwiden der zu A^ als 
Orthogonalprojektion der Bahnlinie gehörigen, ebenen geraden Strophoide 
sind, woraus der Satz folgt (Fig. 5): 

„Alle Konchoiden einer geraden Strophoide be- 
züglich ihres Scheitels als Pol sind schiefe Stro- 
phoiden mit derselben Asymptote." 

Ist einmal erkannt, daß alle Parallelen ^ zu J, , 
welche in der Direktrixebene (x^ =-= — a) liegen, 
Umdrehungskegel um F beschreiben, so ist auch 
klar, daß alle Geraden von der Richtung der J im 
Räume Umdrehungshyperboloide um dieselbe Achse 
erzeugen: 

Jeder schiefe kubische Kreis liegt auf einem 
Umdrehungshyperboloide, welches nur bei einer räum- 
lichen Strophoide zum ümdrehungsÄ^eZ ausartet. Die 
Gleichung des Umdrehungshyperboloides, auf welchem der beliebig 
in Äj anzunehmende Punkt Fi{x^j y^, z^ bleibt, während er di^ 
kubische Kreisbewegung mitmacht, lautet in laufenden Punktkoordi- 
naten Xy y, z\ 

(21) t\{x + a)« + y'] - [^ - ^1 - cyj* = c' {x, + a)\ 
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Man überzeugt sich leicht von der Richtigkeit dieser Behauptung^ in- 
dem man die aus (13) zu entnehmenden Werte von x, y, ß in die 
Gleichung (21) einsetzt. 

Bei der aufrechten kubischen Kreisbewegung (S. 278) werden diese 
Umdrehungshyperboloide gemäß a = 0, e == c» zu gleichachsigen Um- 
drehungszylindem 

a;* + y* — a:J + t/J. 

Bei der allgemeinen kubischen Kreisbewegung (Gleichung (13)) be- 
schreiben alle zu den ^{^*, Gleichung (18)) parallelen Geraden des 
Körpers i^ ähnliche ümdrehungshjperboloide (Gleichung (21)) um die 
Achse F(x « — a, y = 0). Man erkennt den allgemeinen Satz, von 
welchem der über gewisse Konchoiden der geraden Strophoiden (Fig. 5) 
angeführte ein ganz besonderer Fall war: 

I. ,,Legt man durch einen kubischen Kreis 0^ das Umdrehungs- 
hyperboloid und verschiebt alle Punkte desselben auf den von ®' ein- 
fach punktierten Hyperboloiderzeugenden um gleiche Stücke, so gelangen 
sie auf einen anderen sdiiefen Tcubischen Kreis desselben Hyperboloides.'^ 
Femer ergibt sich: 

n. „Verschiebt man alle von einem kubischen Kreise *' einfach 
punktierte Kanten eines Umdrehungshyperboloides parallel zu ihrer 
ursprünglichen Lage entlang ihrer kürzesten Transversalen mit der 
Drehachse F des Hyperboloides um gleiche Stücke, so wird aus jedem 
kubischon Kreise O' des Hyperboloides wieder ein schiefer hubischer 
Kreis des anderen, durch diese Transformation gewonnenen gleich- 
achsigen Hyperboloides." 

Die Spezialisierung bezüglich der aufrechten kubischen Kreise ist 
zu naheliegend, als daß sie eigens besprochen werden müßte. 

Durch die Transformation I und H kann man aus jedem schiefen 
kubischen Kreise, z. B. der auf einem Umdrehungskegel gelegenen 
räumlichen geraden Strophoide alle oo* zur selben kubischen Kreis- 
bewegung gehörigen Begleitkurven verschiedener Gestalt erzeugen Fügt 
man noch (III) eine ParaUelbewegung in der ^-Richtung hinzu, so 
kann man durch (I, II, HI) alle oo' Bahnkurven der kubischen Kreis- 
bewegung aus einer von ihnen gewinnen. 

Anmerkung. Der Grenzübergang zur Neigung e »» oder der Blick auf 
die ProjektionBkurven der eben besprochenen Raumkuiren in der dSjff-Ebene zeigt 
die Modifikation, welche bei der ebenen kubischen Kreisbewegung eintritt, wo 
Kreise um F' (Figur 2) an Stelle der Botationshyperboloide treten, und lehrt die 
Transformationen J und 11, welche von jedem ebenen kubischen Ejreise (Parabel- 
fufipunktskurve) zu seinen Begleitkurven bei der (durch ihn bestimmten ebenen) 
kubischen Kreisbewegung fahren. 
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§ 7. Die Gleicliimgeii der kubischen Kreisbewegung in homogenen 

Plückerscben Ebenenkoordinaten nnd deren geometrisclie Deutung. Die 

kubische Helix und' speziell die Orthogenide. 

Die homogenen Plückerschen Ebenenkoordinaten, welche beim 
Körper o zum Koordinatensystem ^' ^' ' gehören, nennen wir 

* ' ' _ . und erhalten aus (13) oder den durch ümkehrung 
von (13) gewonnenen Gleichungen 

Ix^^ 0? cos a + y sin a — a tg " sin a 
^_ ^ jfi =■ — irsina + ycosa — atgg cos« 

^ -actg| 

gemäß den Bedingungen 

l«*i^l + «^1*1 + «'iJ'i + STj « 
\u X + V y + w jBf + sr «0 

für die vereiniirte Lage einer Ebene ^^^^^ » mit einem Punkte ^^* * 
zur Gleichung 

(u^ cos a — Vj sin a)x + {u^ sin a + v^ cos a)y + w^ß 

+ (sTi — awitgg sina— aritgg-cosa — acti7itg|) «0 

und damit zu den Bewegungsgleichungen in Ebenenkoordinaten 
ü = ü^ eos a^v^ sin a 
t? = ti^ sin a + Vj cos a . 



(22) 



W = W'j 



ü> = 5j — aMj(l — cos«) ~av^sina + «(^i— ^*^i)tS"5f 

welche jeden Aufschluß geben über die Bewegung einer beliebigen 
Ebene Ey^{u^ViW^(üj) des beweglichen starren Körpers Ä^ gegen den 
festen Körper Sl, 

Die einfache dritte Gleichung unter (22) bestätigt nur die uns 
schon bekannte Tatsache , das E^ stets die gleiche Neigung gegen die 
xy-^hene behält, so daß sie eine Devdoppable gleichen Abhanges über 
einer Basiskurve ^ dieser Ebene beschreibt. Die von E^ bei der Be- 
wegung oskulierte Kurve D ist daher sicherlich eine Helix. Differen- 
tiieren wir die Gleichungen {22) nach a, so erhalten wir — in den 
Koordinaten (m', v\ w\ SJ^') einer zu E^ (wie zur rcy-Ebene) stets 
senkrechten und durch den Schnitt von E^ mit ihrer Nachbarlage 
gehenden Ebene E[ — die Gleichungen 



Von Akton Gbühwald. 



28T 



(22') 



u — — tij sm a — t?i cos a 
r' = ttj coBa — t?i sin a 

w' ^ 



©' 



— au^ sin a — av^ cos a + a (v^ — tWyj 



2C08*-- 



der EvcitUeC Yon $. (22') geben nämlich stets die Koordinaten (w' . . .) 
einer Ebene Ei, welche durch einen auf ^ wandernden Punkt geht 
und zur Tangente an ^ in diesem Punkte senkrecht steht. 

Differentiieren wir (22 ') abermab nach a, so erhalten wir die 
Koordinaten (m", t?", w", w") einer Ebene JEi', welche normal zu Ei 
durch die (zur a;y-Ebene senkrechte) Schnittlinie von Ei mit ihrer 
Nachbarlage geht: 



/ u 



(22") 



— ttj cos « + Vj sm a 
t?" = — 1*1 sin a — »1 cos a 
w" « 
©" =- — atii cos a + a«, sin a + (v^ — cu?i) 



a 

sm — 



COfl' — 



Der Schnittpunkt (6, iy, g)^) der Ebene iJ^, £i, E'i mit den Gleichungen 
(22), (22^), (22") wandert bei Änderung des Parameters a auf der 
GraUinie D der von ^^ eingehüllten Developpablen. Die Gleichungen 
der letzteren — also den obigen Ausführungen gemäß einer Ton allen 
Lagen Yon E^ oskulierten Hdix oder ,,Linie gleicher Steigung^* auf 
dem senkrecht zur d;y-Ebene sich über D' erhebenden Zylinder — 
ergeben sich aus (22), (22 0, (22") als 



!;, w, Q» 



6, rj, t, 1!-|W', v', w\ u' - 



ijCosa— Vjsina), (o^Bina+ViCOsa), Wi,(d5i—aUi+p[u^coaa—Vi8ixia]+a[v^—tu\']tg ^)l 



'iSina— t?iCOsa), (tijcosa— Vjsina), 



0,/— a[t*jsina 



+t?iCOsaJ+a[t;i— cu?i] 



8C08«-J 



•iC08a+t7jama), (— «iSina— »jcos«), 0, 1 — a[MiC08a— »i8ina]+ [»,— ei«i] I 

V, «o^'s/ 

1) Diese rechtwinkeligen Pimktkoordinaten beziehen sich anf das in A ein- 
gelagerte System x, y, xr; die letzteren Zeichen haben wir aber schon, als zn den 
Wenden Koordinaten der Punktbahnen bei der kubischen Kreisbewegung gehörig, 
oben Terwendet und möchten kein Mißverständnis aufkommen lassen. 



1 
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oder in homogenen Hesseschen Koordinaten [6=-r>'?'^4>5^fc'l 

I 5i; St; 6s> §4 "* 

0, 0, et-i,/Si-aM,+ f[»-e«r»]tg-;-J2+-i^j\ 

-(aj8ina+ViC08a),(tiiCOBa— Vjsina), 0,/--a[tiiSin«+t;iCOBa]+ -[t?!— ewjj — ^] 

l c« 



— (iijCosa— t;isina),(— Wj8ina+t^jC08a),0, 1 — a[wiC08a— t;i8ina]+3[t;i— ctrj 



coa'- 

2' 



Die wirkliche Entwicklung liefert 
I4 =« — M^i [(m^ sin a + v^ cos a)* + (tij co8 a — v^ sin «)*] = — u?^ (mJ + t^), 
frei von a; und wenn wir gemäß (5) bezeichnen, 
Si = — w^a { — (t«i cos a — v^ sin a)' — (Wj sin a + Vj cos «)' 

+ ^* "^ ^* Kt«! sin a + ^1 cos a) + tg -^ (w, cos « — t\ sin a)J ) 



2 COS* 



- «;,«{«» + vl- J-K - eM;JK<(3 - /») - »,(1 - dt')]}; 
■S2 ** — «'iflt • ^^ -:z}^^i Ug -" (tii sin a + Vi cos a) — (Mj cos a — üj sin a)J 



2 COS* 
t?i — Ctt?, 



:_ j<;jO . .- _b [;«^(2<» _ [1 _ <t]) + ^^ (<|-i _ <«] + 2t)] 
- - «'.a . :^-^[„,(3<« - 1) + v,tQi - t*)]; 
4. = s*^ - a«, + |-K - e«',] tg ;|2 4- -^~l(«f + »J) 



COS' 



Die Parametergleichungen in Punktkoordinaten (|, iy, g) lauten daher 
bei der von allen Lagen einer Ebene E^ oskulierten Hdix O: 



^ «i + »i 



<23) 



a Vj — etc, 



2%1^[«i(3^-l) + «.<(3-<*)] 
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Sie zeigen uns, daB jede Yon einer Ebene E^ bei der kubischen Kreis- 
bewegung oskulierte Helix hubisck ist. Nur Ebenen von der Richtung 
der Geraden d (vgL S. 284), bei denen 

Vj — ctTj = 
ist, beschreiben Umdrehungskegel mit den Scheitebi (— a, 0, ?!^JZ^j 

12 

auf der Fokalachse F(| =- — a, i? = 0) des Zylinders Fq (Gleichung ( j ). 

Aus den Gleichungen (23) folgt, wenn wir den konstanten Winkel von 
£^ mit der a7y-Ebene durch o und mit m eine konstante Länge 
bezeichnen, daß jede hubische Hdix D hmgruent ist der durch die 
Gleichungen 

|6-m^(3-0 
(24) 71 « m(3^ - 1) 

g = W^(3 + ^)tg(D. 

darstellbaren algebraisch (ganz, rational) rektifizierbaren Raumkurve 
3. Ordnung, so daß wir bei geeigneter Wahl des Koordinatensystems 
und der Konstanten m, o geradezu (24) als Gleichungen der von E^ 
oskulierten kubischen Helix ansehen können. Wählen wir tg o » 1, 
BD ist die dritte Koordinate ^ direkt gleich dem Bogen der durch die 
ersten beiden Gleichungen unter (24) dargestellten Helixbasis O' in 
der o^iy-Ebene, sonst zu den letzteren proportional; man überzeuge sich 
zur Kontrolle dayon, daß die Gleichung 

d?-(rf6' + rfi?*)tg»ai 

wirklich zutri£Et! Die Helixbasis O' könnte als spezielle, zur Steigung 
4D « gehörige, also Acne kubische Helix angesehen werden; sie hat 
in den Koordinaten |, 17, femer in den gemäß 

fS-l \ , \x^ri + m\ 

transformierten Koordinaten die Parametergleichungen 

imd dementsprechend die kartesische Gleichung 

^ ' bzw. 27 «ly» - x{x - 9m)»; 

3ir Tom Punkte {t = 0) gerechneter Bogea s ist ein&ch 

(27) 8 - mtiS + <»). 

ZtitwlitUl f. HMhrauUk n. Ph7iik. BS. Band. 190T. Heft S. 19 
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Fig. «. 



Der Bogen 6 der Helix O selbst ist zum Bogen s von 0' proportional 

6 =» — ^ =« ^ \ -T ) . jjj^ Helixbasis D' ist fremäß (26) eine spezielle 
cos a> cos CO o \ / 1- 

— im Hinblick auf (27) die einzige^) algebraisch rektifizierbare — 
kubische Grunodaip(vrabel\ wir wollen sie Orthogenide^) nennen und in 

der Figur 6 skiz- 
^^^ zieren. G. Humbert 

zeigt nun^), daß die 
Orthogenide nächst 
der Geraden die 
r^(y^*nux;f Kurve vom niedrig- 
sten Grade ist, deren 
Bogen als rationale 
Funktion der Koor- 
dinaten ausgedrückt 
toerden kann. Der 
Name Orthogenide 
kann daran erinnern^ 
daß diese Linie als 
Kaiakaustik einer 
Parabel r^ 

bzw. 




Orthogenide C, 

die sweite negative FuApnnktkarre der Geraden d besügllch F^ 

n •"*• f» n n P»rabel io n F. 

Alle ETOlventen ^ von 0' (Paxmllelkuryen Ton ^) seigen die Oestalten 

der Laguerreechen fffperzykel. 



bei Parallelbeleuchtung schon in dem einfachen Falle eintritt, wo die 
Strahlenrichtung zur Parabelachse orthogonal ist.^) 

1) G. Humbert, Sar les oourbes alg^briques rectifiables im Journal de 
Math^matiques. 1888. 4. ser. IV. S. 188. 

2) Anschließend an G. Loria, Spezielle algebraische und transzendente ebene 
Kurven, Leipzig, B. G. Teubner 1902, 11. Bd. S. 666. Auch auf der S. 401 im I. Bde. 
dieses Kurvenkatalogs wird sie als eine besondere SinuapiräU (8) angeführt; an 
dieser Stelle hat sich aber G. Loria noch nicht für den von All^gret eingeführten 
Namen Orthogenide entschieden. 

8) In der bei Anm. 1 angeführten Abhandlung S. 147. 16. Ex. lY. 

4) Vgl. G. Humbert, 1. c; man setze für den Augenblick statt f], £ . . . «i y^ 
und erhält als Gleichung der Katakaustik der Parabel y' = 4ma;-{-4ifi' jene, 
welche Humbert auf S. 148 ansetzt: (.r-|- 4w)' = 27w(a;*4- y*). 

5) Vgl. in den Nouv. ann. 2. ser. V. 1866 die Abhandlung von Barbier und 
Lucas mit der Figur auf S. 26, welche sich an die Komposition MoSssards 
(Figur S.26 daselbst) anschließt und letztere wertvoll (auch in bezug auf die Genauig- 
keit der Zeichnung) ergänzt. Bei MoSssard tritt unsere Orthogenide O' auf alfl 
Ort der Mittelpunkte jener Kreise, welche — mit bezug auf unsere Figur 6 ge- 
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Dem lieflexionsgesetz und einer bekannten EigenBchaft der Parabel- 
tangenten zufolge läuft diese Eaustikeneigenschaft der Orthogenide darauf 
hinaus, daß letztere die negative FußpunJdkurve einer Parabel F in 
lemg auf ihren Brennpunkt F{li « iy « 0) als Pci ist, daß sie daher 
auch die in bezug auf F genommene zweite negative Fußpunktkurve 
einer Geraden d 

(iy = — 2w, bzw. a; = — m) 

ist Ihre Gleichung in Polarkoordinaten q, o, welche auf F als Fol 
und die Symmetrieachse x als Polarachse bezogen sind, lautet 

Q « mcos"*^«^) 

Sie zeigt die Orthogenide als besondere Sinuspirale.') 

Die Gleichung der Orthogenide C in Plückerschen Linien- 
koordinaten Uf V, G7 ergibt sich aus (22'); (wobei die Akzente fortgelassen 
werden mögen) , also entsprechend 

U=- — ViCOS« 



w=— ar,cosa+ 

2coe«- 



als (M«+i;«)(aM-(ö)«-(at?*+t«(5)«-0, (a-2w)»), 



Rproclien — durch 1^ gehen und eine Parabel F, deren Brennpunkt i^ist, berühren; 
r kann durch Verdoppelung der L&ngen aller von F ausgehenden Leitstrahlen 
aus unserer Parabel P^ gewonnen werden. Schon der Marquis de THospital 
(in den Mäm. de Paris X. 1666 — 99, dem Verf. nicht zugänglich) ist auf die Ortho- 
genide gestoßen, weshalb sie von Cazamiam (in den Nout. ann. 3. ser. XJJL 1894 
auf S. 807) cubique de THospital genannt wird. Auch Tschirnhausen (Acta 
eruditorum 1682, Fehler enthaltende Arbeiten) beschäftigte sich mit ihr; Arohibald 
nennt sie deshalb in seiner Straßburger Inauguraldissertation: The cardioid and 
Bome of its related curves, 1900, geradezu Tschirnhausens cubic. Sie erscheint 
ihm als das kreispolare Bild einer Kardioide bezüglich eines um deren Spitze als 
Mittelpunkt beschriebenen Kreises und als inverses Bild einer anderen, von ihm 
Cayley sextic genannten Sinuspiräle, welche G. Loria [1. c. I. S. 402 unter (9)] 
anfuhrt. Letztere ist der Ort der Scheitel jener Parabeln, die einen Kreis berühren 
und einen Punkt seiner Peripherie zum gemeinsamen Brennpunkte haben. (Quest. 
166 der Nout. ann. gelöst 1848 von P. Serret). 

1) Man vgl. in SchlOmilch: Übungsbuch zum Studium der höh. Anal. II 
(2. Aufl., Leipzig 1874, S. 388 Beispiel 18). Dort wird, ausgehend von der mit (26) 

identischen Orthogenidengleichung y =» Oj (l — - — )l/~ • • • (o, =» 8m = -^j u. a. 

die Polargleichung p — « f^ cos"" - abgeleitet. 
2 8 

2) 6. Loria 1. c. n. S. 401 (8). 

2a 

3) a bedeutet hier die halbe Schleifenbreite 2m von D', Fig. 6, a»-^ 

^p (bei Scblömilch vgl. die Anm. 1 auf dieser Seite). 

•19* 
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woraus sofort die Eigenschaft von O' zu erkennen ist, eine besondere 
Direktionsikurve^) zu sein. 

L. Raffy') hat eingehend die BogenifUegrcde aller rationalen 
kubischen Kurven der Ebene dargelegt. Er zeigt u. a. (S. 118), daB 
die Orthogenide unter diesen Kurven die einzige Kurve roHonder 
Krümmung ist. Der Krümmungsradius R ergibt sich durch Rechnung 
aus unseren Parametergleichungen (24) oder (25) als 

(28) R^^^^i + ty, 

80 daß durch Elimination von t aus (27) und (28) die natürliche 
Gleichung der Orthogenide D' 

(29) 8 miJ» - 27 (s« - 2 miZ + 4 m»)* 

hervorgeht. 

Die von uns gefundene kubische Baumkurve D (Gleichung 24), die 
Hdix auf einem aufrechten Zylinder mit einer OrOiogenide 0' als Basis, 
ist (abgesehen von der Geraden) die einfachste aig^aische und über- 
haupt die einzige kuhische Baumkurve, welche Heliz ist, d. h. deren 
Tangenten mit einer festen Bicktung gleiche Winkel einschließen. Seien, 
um dies zu beweisen ^ mit 1^ i/, g die rechtwinkligen Koordinaten des 
laufenden Punktes einer kubischen Helix auf einem Zylinder bezeichnet, 
wobei die dritte Koordinate i zu einer Achse von der Richtung der 
Zylinderkanten gehören möge, g und der zugehörige Bogen s der 
Helixbasis sind nun proportional (g^stgo, wenn o den konstanten 
Winkel der Helixtangenten mit der Ebene der Helixbasis vorstellt), 
daher muß s (bis auf den konstanten Faktor cotg co) dieselbe aigd>raisehe 
Funktion von S, rj sein wie g. Die Zylinder, auf denen eine kubische 
Baumkurve liegt, können aber nur solche von der 2. oder 3. Ordnung 
sein. Eine algebraisch rektifizierbare eigentliche Kurve 2. 0. gibt es 
nicht und nach den Ergebnissen von Humbert und Raffy*) kommt 
unter den (rationalen) Kurven 3. Ordnung nur die Orthogenide in Be- 
tracht. Unsere Helix O ist also die einzige kubische Helix, welche es 



1) £. Laguerre, Sar la g^om^trie de direction, im Bull, de la Soc. math. 
de France, VIII 1880 und in den Nouv. ann. 3. aer. 11. S. 80. (Vgl. in G. Loria, 
Ebene Kurven, Leipzig 1902, I. Bd. S. 866). G. Humberts Abhandlungen im 
Journal de Math. 4. ser EI. 1887 u. 4. ser. IV. 1888. 8. 187 etc. 

2) L. Raffy, Sur la rectification des cubiques planes unicunaleB, in den 
Annales de Täcole normale sup^rieure 1889. 3. ser. VI. S. 108. Er nennt die 
Orthogeniden cauatique-podairea und weist auf ihre Identität mit den Krümmungs- 
linien einer Ennep ersehen Minimalfläche hin: Darboux, Le9onB aux la throne 
des aurfaces I, S. 318 etc. u. 401. Salmon, Higher plane curves, 2. Ausgabe, 3. Kap. 

3) In den oben angeführten Abhandlungen. 
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gibt. Sie bietet wohl das einfachste Beispiel einer algebraischen Raum- 
kurve, welche algebraisch rektifizierha/r ist. 

(29) ist die eine ihrer beiden natürlichen Gleichungen, während die 
andere die Helixeigenschaft von O hervorheht, indem sie besagt, daß 
der Torsionsradius T zu 12 proportional ist.^) 

§ 8. Bemerkungen über die HtOlfl&ehen der Ebenen bei der kubischen 

Kreisbewegung, <» die Tangentenfläclien der kubischen Helix, = Flächen 

gleichen Abhanges über Laguerreschen Hyperzykeln. 

Auch bei der ebenen und bei der aufrechten kubischen Kreis- 
bewegung (Gleichung (16)) hüllen alle Ebenen E^ Developpable [D] ein, 
welche eine kubische Helix O, deren Gleichungen auf die Form (24) 
gebracht werden können, oshdieren.*) Besonders braucht man sich nur 
noch im letzteren Falle davon zu überzeugen, daß wirklich die Glei- 
ehnngen in Ebenenkoordinaten bei der letzteren Bewegung durch den 
Grenzübergang (15) aus (23) hergeleitet werden können, so daß sie sich 
ebensogut als im allgemeinen Falle auf die Form (24) bringen lassen. 

Wir haben also stets die Devdoppablen gleichen Abhanges [D] vor 
uns, welche man auf folgende Art mittels jeder Evolvente ^ der Helix- 
basis D', d. h. jeder Evolvente der Orthogenide mit den Gleichungen (24) 
(die ersten beiden; vgl. S. 286, 287 bezüglich ^) erzeugen kann: 

y,Man bewege einen starren Keil vom Öfhungswinkel co, dessen 
eine Keilfläche stets in der Ebene von ^ bleibt, derart, daß die Keil- 
kante der Reihe nach die Lagen aller Tangenten von ^ einnimmt. 
Die andere Keilebene umhüllt dann [D], oskuliert C" 

Statt ^ kann man hierbei ohne Beschränkung der Allgemeinheit 
die einzige symmetrische Evolvente $q von D' nißhmen (Fig. 6), deren 
Gleichungen sich als 

berechnen lassen. 



1) Fuiseux in Grelles Journal 7. Bextrand in Grellee Journal 8. 

2) Die Ausartung, welche hier an Stelle der Ausartung zu Umdrheungskegeln 
(bei der schiefen kubischen Kreisbewegung) auftritt, wenn J?, die Richtung von 
d hat (3. 284, 289), bilden bei der ebeneth kubischen Kreisbewegung wieder 
Umdrehungskegel, falls E^ parallel zur Scheiteltangente d der Parabel F^ gewählt 
wird und nur speziell dann Umdrehungszylinder, wenn E^ zu jd parallel und zur 
X 3^ -Ebene senkrecht ist; dagegen treten bei der aw/rec7iten kubischen Kreisbewegung 
als einzig mögliche Ausartung Umdrehungsfj^^'ncier um die r-Achse auf, falls 
man E^ senkrecht zur xy-Eh&ne nimmt. Ganz speziell hüllen im letzteren Falle 
die durch die ;? -Achse gelegten Ebenen E^ die letztere Achse selbst ein. 
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Die Orfhogenidenevdventen $ sind identisch mit den (kubischen) 
Hyperzykeln Laguerres^), den AnHJcausHken einer gewöhnlichen 
Parabel. Man kann dies schon erkennen, wenn man die Developpable [O] 
gleichen Abhanges über einer Orthogenideneyclyente ^ durch eine 
ei)ene kubische Kreisbewegung erzeugt denkt. Die von der Ebene der 
Parabel jy (Fig. 2) mitgenommene Gerade ej (ui, v^, QFi), welche $ um- 
hüllt (Gleichung (22)), ist nämlich • offenbar das Spiegelbild einer festen 
Sehne e der zu jy symmetrischen festen Parabel Fq der Unterlagsebene. 

Da überdies unsere Rechnung die Eyolute O' jeder Basis ^ einer 
[O] (Gleichung (22)) als Orthogenide dargetan hat, erkennen wif mit 
Laguerre, daß die Parabdkiitakatistik bei jeder Parallelbeleuchtung 
eine Orthogenide ist, also atuih dann, wenn die leuchtenden Stralden 
nicht zur Parabelachse senkrecht stehen, wie wir ursprünglich der Ein- 
fachheit wegen annahmen.') 

1) £b sind dies besondere Direktionskuiven : Laguerre, Sur la g^om^trie 
de direction, im BulL de la Soc. math. de France YIII, 1880. Vgl. Salmon- 
Fiedlers Höh. E., Lpz. 1873, S. 122. Vgl. insbesondere die Berichte Lagnerres 
über die Eigenschaften der Hyperzykel in den Comptes rendus des s^ances de 
rAcad^mie des Sciences, s^ances des 20 et 27 mars, H, 10 et 24 ayril 1882. 
In den Nonv. ann. 1883. 3. ser. II. S. 16: (*) „Sur les anH€a%utique8 par r^flexion 
de la parabole, les rayons incidents ^tant parallMes'^ und ebenda S. 97: „Sur les 
courbes de direction de la troisiäme classe. Dort findet sich der Nachweis der 
Identität der kubischen, d. h. zur Klasse 3 gehörigen Hyperzykel mit den Änti- 
kau Silken einer gewöhnlichen Parabel. Bezüglich des letzteren Begriffes ver- 
gleiche man etwa in der oben zitierten Abhandlung Humbertsim Journal de 
Math. 1888, S. 141. 142. Die Äntikaustik einer ebenen Kurve F^ erhält man als 
Enveloppe der Spiegelbilder «j (t) einer festen Geraden e bezüglich der Tangenten 
von Fo,- sie ist also eine der Evolventen der Eatakaustik dieser Kurve Tg bei 
Beleuchtung durch Strahlen, welche zur festen Geraden e senkrecht stehen. Jede 
Äntikaustik einer F^ kann daher auch als Roulette erzeugt werden, als Einhüllende 
einer Geraden 6^, welche von einem Spiegelbilde F" der Grundkurre bezüglich 
einer ihrer Tangenten starr mitgenommen wird, falls letzteres (F^ gleitlos an F^ 
abrollt. (F^ und F^ bleiben hierbei stets symmetrisch bezüglich der jeweilig 
gemeinsamen Tangente.) 

2) Laguerre zeigt in der oben erwähnten Abhandlung (*) S. 27, toeldie 
Parabeln zu einer Ortbogenide D' gehören, wenn letztere als J^otakaustik einer 
Parabel F^ definiert ist und die Lichtstrahlen zur Achse von F^ senkrecht stehen: 
Dreht man dann den Lichtstrahl um einen Winkel to und will dieselbe Ortho- 
genide C als Katakaustik einer anderen Parabel erhalten, so hat man die letztere 
konfokal mit F^ und zwar so zu wählen, daß jene (gerichtete) Tangente von F« 
Scheüelt&ngenie wird, welche gegen die (ebenfalls gerichtete) Scheiteltangente von 

Fq um - nach der gehörigen Seite hin gedreht erscheint Hieraus ließe sich 
2 

ohne weiteres ableiten, welche Lage die oo' Orthogeniden haben, welche als 
Katakaustiken einer Parabel bei den verschiedenen Parallelbeleuchtnngen (in der 
Parabelebene; auftreten. 
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Der Brennpunkt F' von F^ ist auch der Brennpunkt jeder Anti- 
kaustik Sq von F^^ da nur die isotropen Tangenten von F^ zur Bildung 
von isotropen — und mit den vorigen zusammenfallenden — Tangenten 
Yon C als Spiegelbildern einer festen Geraden e Anlaß geben. 

Die Laguerreschen Hypergykel ^ kann man als ZentrcH" 
prajekiianen (Schatten) einer Kardioide erhalten, wenn man die Schirm- 
ebene @ und das Zentrum fi (den leuchtenden Punkt) in geeigneter 
Weise wählt: Sei t die Kardioidentangente in irgend einem ihrer 
Punkte, etwa in ^, auf welcher neben ^ noch zwei imaginäre Kar- 
dioidenpunkte liegen; diese werden aus allen Punkten eines bestimmten 

um t als Achse beschriebenen — Kreises £ durch MinifiuüsiraMen 

(isotrope Gerade, zu absoluten Kreispunkten führend) projiziert. 

Will man einen hyperzyklischen Kardioidenschatten in @ haben, 
so nehme man fi auf fi beliebig an und lege @ parallel zur Ebene fit.^) 

Die zwei imaginären Spitzen des Hjperzykels $ erhält man so 
durch Abschattung der zur Kardioide gehörigen Kreispunkte, da letztere 
die imaginären Spitzen der Kardioide vorstellen. 



Analog den zum SchloBse des § 6 dargelegten Tiansformationen (I, U, III), 
welche von einem nicht zerfallenden kubischen Kreise zu den ihn bei der 
kubischen Kreisbewegung (als Bahnen anderer Punkte des beweglichen starren 
Körpers) begleitenden kubischen Kreisen führ- 
ten , wollen wir nun solche Transformationen , ^^^ '* 
angeben, welche bei einer als Hüllfläche 1/ 
einer Ebene E^ («^ , v^, u;} , O,) gegebenen / 
[weder zum Umdrehungskegel zerfallenen, noch u /f T« 
zum aufrechten Zylinder über einem Hyper- |^V^ •■ ^r 
zykel ausgearteten •)] developpablen Tangenten- ^X^/\/'_' ^^ ^T -. 
fl&che [O] einer kubischen Heliz D zu den sie ft'^ßC^ Lj^ 
bei der kubischen E[reisbewegung begleitenden ^j\ 'Sc 
Developpablen führen. ^ • xT 

Auf der Anfongslage (t =« 0) der Ebene E^ Ö'k®N^ 
liegt, da wir JE^, [wegen Wj ^o, da sonst die ^^S^^^^^^^^^^a^.^,^^^^^^^ 
obige Ausartung einträte] als gegen die ;p- Achse ^''*'*^*''===^3^ 

geneigt voraussetsen müssen, ein Punkt 0^, ^^j 

welcher eine Oerade O* beschreibt (S. 877). 

Die in E^ gelegene zur ir-Achse senkrechte Gefude «i(t-o) durch 0^ he^^eibt in ibren 
verschiedenen Stellungen e^.^., bei denen sie stets eine zu g senkrechte Transyersale 

1) Die Zentralprojektion berührt dann die unendlich ferne Gerade ihrer 
Ebene im Bildpunkte von $ und geht auch durch die Kreispunkte dieser (Geraden. 
Alle rationalen Kurven 8. Ordnung, 4. Klasse (mit drei Spitzen und einer Doppel- 
tangente) sind kollinear! Die dreispitzige Hypozykloide Steiners z. B. gehört 
auch hierher, die Kollineation wäre aber in bezug auf sie nicht mehr reell. 

2) Letzteres bei Ebenen senkrecht zur opy- Ebene (tr^ » 0). Diese ausgearteten 
Dereloppablen reichen zur Bestimmung einer kubischen Kreisbewegung nicht aus. 
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von G* bleibt, indem 0, in die anderen Punktlagen 0^^^ auf G* wandert, eine 
windschiefe Fläche ^^ deren Kontur bei orthogonaler Projektion auf die a;y- Ebene 
ein besonders gelegener Hyperzykel $' ist, welcher die Projektion G*' tod (r* 
doppelt berührt^) (Fig. 7). Die Erzeugenden e^^^^. von ^* kann man aas den 
Tangenten e^/^ von ^' gewinnen, indem man jede der letzteren parallel sur 
«-Achse so lange -verschiebt, bis sie die Gerade G* — in einem Punkte O^^a — 
schneidet. 

Man erhält aus der von E^ erzeugten developpablen Fläche [0] andere 
kubische Helikaltangentenflächen als Begleitfläeihen^ indem man alle Tangential* 
ebenen J^^^,. ton [O] zugleich 

I) um die verschiedenen Geraden e^/^v von ^* um einen für alle diese Ebenen 

gleichen, sonst beliebigen Winkel dreht (so werden verschieden geneigte 

Begleitfl&chen erzeugt); ferner wenn man 
II) jede E^if^ um die durch den Schnittpunkt 0^^^ dieser Ebene mit G* zur 

s-Achse gelegte Parallele um einen beliebigen anderen, für alle Tangential- 

ebenen gleichen Winkel in einem bestimmten Sinne dreht»*) 
Wenn man die Transformationen I, II nacheinander anwendet, erhält man alle 
oo* Flächen [JD] verschriener Gestalt unter den eine [OJ begleitenden Hüllflächen. 
Nimmt man noch drittens (TU) eine Parallelverschiebung in der «; -Richtung 
hinzu, was auf Parallelflächenbildung hinausläuft, so kann man durch (I, II, HI) 
überhaupt alle cx)' einander bei der kubischen Kreisbewegung begleitenden 
Developpablen auch ihrer Lage im Räume nach gewinnen. 

1) Die beiden Berührungspunkte werden aus dem Brennpunkte F' von ^^ 
durch zueinander senhret^U Gerade projiziert. Vgl. die nächste Anmerkung. 

2) II führt bei der ebenen kubischen Kreisbewegung zur Erzeugung eine» 
besonders gelegenen Hyperzykels $' — wie er in der Fig. 7 auftrat — durch 
gleichsinnige Drehung aller (gerichteten) Tangenten eines Kreises ß (um F' mit 
dem Radius 2 m) um ihre Schnittpunkte (0^) mit einer festen Tangente {d ^ G*') 
desselben und um einen für alle diese Tangenten gleichen Winkel to. Ändert 
man diesen, Winkel , so kann man sich hiemach in der j;y- Ebene die Konturen 
aller oben bei der Transformation 11 erzeugbaren Flächen vorstellen. Diese Kon- 
turen ^' sind die ÄntiJcaustiken der durch den gemeinsamen Brennpunkt F* von 
^' und der Parabel r^, welche G*' zur Direktrix hat, gelegten Sehnen e von T«. 
Die Tangenten e^^^^ von S^' hat man sich als verschiedene Lagen der zu e sym- 
metrischen, von r^ (Fig. 2) mitgenommenen Geraden e{ zu denken, wenn F" an 
der kongruenten Parabel F^ symmetrisch abrollend gedacht wird. Bei unseren 
Konturen $' gehen alle e^ durch den Brennpunkt 0^ von F® und werden so von 
J^* mitgenommen. 
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Das Ansknicken von Trägern. 

Von Maschineningenienr F. NUSSBAUM in Spalato. 

In der yorliegenden Zeitschrift Bd. 55, Heft 1/2, S. 134 wnrde die 
Knickerscheinung ffir die Säule kurz definiert, und nach einer neuen 
direkten Methode die genaue Ejiicklast bestimmt. Außer bei den 
Säulen können wir noch Enickerscheinungen beobachten bei der dünn- 
wandigen Rohre oder Eugel^) mit äußerem Druck, bei Trägem geringer 
Seitensteifigkeit usw.') Mit letzterem Fall wollen wir uns jetzt be- 
schäftigen. Zum leichteren Verständnis wird auf die erwähnte Abhand- 
lung verwiesen; weil der dort eingeschlagene Weg auch in diesem 
schwierigeren Falle benutzt werden soll. 

Der Untersuchung legen wir wieder das Proportionalitätsgesetz zu- 
grunde, also gelten die Resultate genau nur, wenn die größte Biegungs- 
spannung Tor dem Ausknicken die „Proportionalitätsgrenze^ nicht über- 
schreitet. Während die früher für die Säule abgeleitete Knickformel bei 
Verwendung des zur Druckspannung vor dem Ausknicken gehörigen 
Elastizitäts- und Gleitmoduls auch für ein beliebiges Dehnungsgesetz 
und über die „Proportionalitätsgrenze^ als nahezu richtig angesehen 
werden kann, ist dies beim Träger wegen Veränderlichkeit der Biegungs- 
spannung nicht so einfach. 

A. PriBinatiBCher Freitrftger mit gleichmäßiger Lastjp pro Längen- 
einheit, angreifend in der Höhe A, und Einzellast P am Trägerende^ 
angreifend in der Höhe H über der Stabachse (Ort der Querschnitts- 
schwerpunkte). 

Den geknickten Träger mit beliebig zu denkendem Querschnitt 
Teranschaulicht Fig. 1. Eine Querschnittshauptachse sei vertikal, denn 
andernfalls beginnt die seitliche Ausbiegung sogleich mit der Belastung. 
Als ürvariable diene die Stabachsenlänge vom freien Trägerende ge- 
messen. In Fig. 2 ist ein Trägerstückchen von der Länge dx heraus- 



1) Auch bei beliebig großer Wandstärke ist die Knickerscheinung möglich , 
wie etwa an Bl&schen einer unter Druck gesetzten Gelatinemasse. Bei ähnlicher 
AnfEEMBong des Lichtäthers könnten vielleicht die negativen Elektronen als winzige 
Kogelräume yon geringerem oder gar keinem Druck (begrenzt durch Knickung), 
und event. die positiven Elektronen als Ätherkügelchen mit Überdruck erklärt 
werden. 

2) Eine eigentümliche Knickerscheinung ist an ^ehr schlanken tordierten 
Stäben SU beobachten. 
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gezeichnet, auf welches wir die räumlichen Gleichgewichtsbedingongen 
anwenden: 

2(Qi) - =. öl - (Öl + dQ,) + Q^dt + Ndq> + pudx 

2{Qf) -O^Q,-{Q, + dQ,) - Q^dH, + Ndi + pvdx 

J^(N) = = JV - (iV^ + dN) -Q,dq>^ Q,dx + pwdx. 

Hier sei daran erinnert, daß sich Momente mit ihren Achsen wie Kratte 
zusammensetzen ; 

^(JfO = « Jlfi - (Jlfi + dM^) + M^di^ - Bdx + Öid^ + pwdxh 

2(^t) - - Jlf, - (3f, + dM^) - M.di; + Ddq> + Q^dx 

^(D) ^O^D-iD + dD) + Midx'-M^dg)+pvdxh. 



Fig. l. 



Flg. 2. 





Nun ist, wie in der oben erwähnten Abhandlung gezeigt wurde^ 



die Krümmung 



d€p 



femer ist die Verdrehung 

Dabei ist für den homogenen Querschnitt 

1^ . 1 1 

^7/ 



(h 



^ "" EI^' ^ ~ G%^' 



1^ 
GP 



wo E und G den Elastizitäts- und Gleitmodul, I^ und I^ die Träg- 
heitsmomente des Querschnitts bezüglich der horizontalen bzw. Terti- 

1) Die Glieder mit a^ und a, berackflichtigen die Schiebung; sie ist wie bei 
der Säule meiat verschwindend und wird hier nur zur Vorfllhmng des Rechnungs- 
ganges nicht yemachlässigt. 
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kalen Qaerschnittsachse, %i und %^ die aus der Schubelastizitätstheorie 
bekannten Querschnittsfunktionen für vertikalen bzw. horizontalen Schub, 
und J die aus der Torsionselastizitat bekannte Querschnittsfunktion be- 
zeichnet. 

Durch Einf&hren dieser Beziehungen in obige Gleichgewichts- 
bedingungen erhalten wir: 

Qi(l - Na,) - Q^bD + Na,M, + pu 

Qi{l - JV^o,) - - Q,bD + Na,M, + pv 

M[ = Jf,62)~D(a,Jlf, + 0,^0 + Q,+pwh 

m: - - M,bD + D{a,M, + a,Q[) + Q, 

D' =. M,{a,M, + 0,«;) - M,(a,M, + a,Q',) +pvh. 

Diese 6 Differentialgleichungen enthalten 9 unbekannte Funktionen, 
die aber zum Teil gegenseitig leicht ausdrückbar sind: 

Qi-{P+px>, Qt-{P + psc)t% N^{P + px)w', 

die unbequeme Beziehung 

u* + t?* + tv^ = 1 

werden wir nicht benötigen. Damit ersetzen wir oben Q^y Q^y N und 
erhalten so ein Tollstandiges nichtlineares Differentialgleichungssystem 

u B» ^bD'\'Wai jtf, +puwa^ 
^ 1 — (P + pa:)iöai 

«?' — — ua^Mi — «fl, 3f, — uail(P+px)u +pu] — va^l{P+px)v'+pv] 
M[ '^M^(b'- a;)D + (P + px)u + pwh - Do, [(P + pxy + pv] 
Jlf; - - M,{b ^a;)D + {P+ px)v + Da,[(P + px)u' + pu] 
D' - M,{a^ - a;)M^ + pvh + 3fiO,[(P + px)f>' +pv\ 
^M^Ci,\iP+px)u'-^pu\ 

mit den 6 unbekannten Funktionen u, Vy w, M,, M^y D. 

Bei der Integration erscheinen 6 Eonstante, also sind 6 Grrenzangaben 

notiff: 

für a; - ist Jlf, =- PwH, Jf , = 0, D - PvHy 

yy X^l yy U^ly ü-=0, W^O. 
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Dm 



voB Tdlgani. 



vhD 



1-(P+JIX>IC«, 



1 


fl 


7 


tt' 


2 





8 


r' 


16 


c(-) 



w 

K 

K 

D 
D' 



— t7a,Jlf, — ra,[^P + l>x)r +jir] 9 

4 

M^(b-a^)D+(P+px)u+pu;k^Da^[{P+px)v+pv] . 10 

I» IS 

6 

— MyhD + (P + J)x)t7; anß 8 ist — 6D durch ©' ereeiEbar . . 11 

6 

M^a^M^ + pvh + M^d^liP '\' px)v + pv\ 12 

+ (n— l)ir,a,[(n — l)i>r<— *> + Pr<— ^>]- 

Letztere 3 Angaben wollen wir fOr die Rechnung auch auf den 
Anfangspunkt beziehen^ d. h. u^, v^^ w^ als gegeben annehmen^ und 
diese zum Schluß aus U) » 1 , v, = 0, tr, » bestimmen. Dann lassen 
sich mit diesen Angaben aus den Differentialgleichungen und deren 
Ableitungen beliebig hohe Ableitungen der gesuchten Funktionen för 
den Anfangspunkt ermitteln, und damit die Funktionen selbst nach der 
Mac-Laurin sehen Reihe entwickeln. 

Bevor wir jedoch daran gehen, wollen wir uns eine außerordent- 
liche Vereinfachung dadurch yerschaffen, daß wir die Durchbiegung^ 
des Trägers bei der Enickbelastung als verschwindend annehmen, also 

Ol = und Ol = 
setzen; da praktisch tatsächlich nur unmerkliche Durchbiegungen ixk- 
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a;~0, P — Knicklast 

1 

0, auch alle weiteren Ableitungen — 

»0 

- hPHv^ 

-A(»» - 2)(n - 3)(« - 4)(n - 5)a,6p»t;o(—«) - 

- (n-2)(n - 3)(n-4)«,6|)Pt;o(—»)-(w-2)(n-3)a,6P»V""*' - 

- ftpÄVo«"-*) - i(n - 2){n - 3)»a,6i>»V—«) - 

- \{n - 2)(3n - 7)o,6pPV"-»> - (» - 2)o,6P»«o<"-»). 


0, auch alle weiteren Ableitungen — 



P 

p, alle weiteren Ableitungen — 



(J)i>V"-*' + «PV-») 

+ („_l)(„_2)a,P»V"-"+pAV"-"+("7*)(«-2)a,i)V"-" + 
+ [(n - 1)» + ("7^)]o,pP»o(-») + (n- l)a,P»V"-«. 

gelassen werden, ist der dadarch begangene Fehler sehr klein. Übrigens 
bleiben die Resultate ganz genau f&r den Fall, daß der Trager or- 
sprünglich etwas aufgebogen, erst durch die Enickbelastung gerade wird. 
Man erhalt, um die Entwicklung kurz anzudeuten 

« = «. + ^K6P^ + f|(--, 

« = «• + li\ i_P«,fl, /"'"sT^" ■ ■' 

«-». + 5(p....^J^^--P^.a.) + f;(..., 
Jfi — usw.. 
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WO Uqj Vq, Wq zq bestimmen^) sind aas 

«,-i-i<, + n(«;"'Ä) + n( ■■■' 

„-o-,.^^( ->fs^;'.- M.)^i;(... 

Zur gesuchten Enickformel gelangen wir nun in folgender Weise: 
Bei der Bestimmung der Ableitungen zeigt sich; daß die ?on v 

durchwegs Potenzen Ton Vq enthalten , wonach die vorletzte Oleichong 

geschrieben werden kann 

« « Fl -u ' (-^o^PS+pw.a^ x Z« -| 
0«t;oLl + ^( i^Pu^^a, ) + 2r( * • J- 

Sie besagt: entweder ist Vq » 0^ der Trager knickt nicht aus^ sondern 
bleibt im labilen Gleichgewicht; oder es ist fOr das wirkliche Ans- 
knicken der andere Faktor 

Wird in dieser Gleichung für den Beginn des Ausknickens 
t*o=»l, Vo-O, M?o = 

gesetzt; so geht sie in die gesuchte Beziehung zwischen Trageryerhalt- 
nissen und Ejiickbelastung über. Da uns nur dies interessiert^ können 
wir bei der Ermittelung der Ableitungen gleich alle Glieder weglassen, 
welche vi, v^ usw., oder w^, t€l usw. enthalten. Der Bechnungsgang 
ist dann ein verhältnismäßig einfacher und ist im folgenden aus der 
Numerierung ersichtlich. (Siehe S. 300 u. 801 oben.) 

Der so erhaltene Ausdruck für v^^ ist in die Gleichung 

^ ^ 1! Vo ^ 2!ro ^ 

einzuführen, und es folgt, wenn für Z" - = -4„ geschrieben wird, die 
gesuchte Enickformel in der Form: 

'SvM' i(»» - 2)(« - 3)(« - 4)(« - 5)a;M,_, - 

11 = 

_(„_2)(„_3)(«-4)xX^_,-(«-2)(«-3)X>^,_,-y^_,- 
- i(« - 2)(n - m*A-* - i(« - 2)(3n - 7)e3E^,_,- 
-(«-2)3e«^._,], ^=1, A, T; 



1) Diese Bestimmung ist freilich allgemein nicht möglich. 
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dabei bedeutet abkürzungsweise 

x-y^pZ», X-Vä^PP, y^bhpP, Y^bHPh i^Vä^pl\ 

X - yä^pi 

Au eine direkte Verwendung dieser äußerst Terwickelten Formel 
ist nicht zu denken, um ein Bild von ihr zu gewinnen^ wollen wir 
die beiden Sonderfälle, daß bloß p oder bloß P wirkt, graphisch dar- 
stellen. Die die Schiebung berücksichtigenden Glieder mit 3E und ^ 
können wir dabei ruhig weglassen (vgl. Anm. S. 298). Dann ist ent- 
wickelt för bloßes P 



8-4 '8.4.7.8 8. 4. 7. 8. 11. 12 



Z" . X* 



4.6^ 46.8» 4. 6. 8*9. 12. 13 ' 

und für bloßes p 

- 1 - y 4. y* - ^^'+y' -1. ?^fVfx* _ W65 V_+y! , 

2! "^ 41 6! "'" 81 101 "^ 

7660a;* + 1776a;»y» + y^ __ 292680 a;*y + 4746a;'y* + y^ 
"^ 121 141 ■*" 

S891776a;*y' + 10762a;« y* + y> __ 
■^ 16! 

82666200 a;* + 22786696 a;*y» + 21672 a?«y* + y^ 

18! "' • 

Ist J7» bezw. h^O, so ergeben sich der Eulerschen ganz ähnliche 
Enickformeln: .^^^ 

P 4i0lo 

und l>i = . ' 



V^i* 



Damach beträgt die gleichmäßige Knicklast rund das 3, 2 fache der Einzel- 
l&st^ welches Verhältnis auch für die einseitig eingespannte Säule gilt.^) 



1) Die Enickfonnel für diese S&ule mit Einzellast P und gleichmäßiger 
hut pl lautet mit Yernachl&ssigung der den Schub berücksichtigenden Glieder, 

wenn die bekannte Größe -=rf = a gesetzt wird: 

ii»0 

Ihnliche zusammengesetzte Säulenknickprobleme bereiten, nach dem für den 
l''^^ gegebenen Muster behandelt, keine Schwierigkeiten, sofern nicht Unstetig- 
keiten stören. 
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Dm 



nm Trigem. 



Die beiden Forrndn (X T) md ix, y) krauen wir durch EurreiL 
danidleo. Dabei onpfiehh »di horixontal ^— l/^ j bezw. 

und Tertikai 




bezw. 



Ya^b . P/^ 



aufiniiragen. Die Ar- 
beit gestaltet sich 
besonders fär die 
(ar, y)-KurTe sehr 
mühsam. Wie die 
beiden Skizzen Fig. 3 
andeuten y bestehen 
beide Linienzüge 
aus unendlich yielen 
Asten, und sind so 
symmetrisch, daß 
eine Drehung in der 
Ebene um 180® das 
alte Bild ei^bt. Die 
(P, J3)- Kurve ist 
der cotangens-Linie 
ähnlich, freilich sind 
die Aste und die 
Asymptotenabstande 
nicht gleichbleibend. 
Die (p, Ä)-Kurve hat 
nur die Horizontal- 
achse als allen Asten 
gemeinsame Asym- 
ptote, die anderen 
Astseiten verlaufen 
parabelartig. 

V<!tt wirklicher Bedeutimg sind nur die in Fig. 3 genau verzeichneten 
i$te der beiden Kurven, sie entsprechen der stabilen Knick- 
ei weiteren Äste bedeuten die sehr interessanten theoretisch 
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Fig. 4. 



möglichen labilen Gleichgewichtsfalle mit mehreren Falten, wie sie die 
Rechnung auch bei der Säule oder der dünnwandigen Röhre ergibt. 

Außer den besprochenen beiden Grenzfällen können beliebige 
Zwischenfälle als Kurven aufgetragen werden. Wir können z. B. in 
der allgemeinen Formel J7 -" und % » annehmen, oder allgemeiner 

den Höhen H und ä, also ^ und - bestimmte Werte beilegen. Es 

ist bemerkenswert, daß die Aste der dann yerzeichneten (X, xy-hmiß 
in gewissen Grenzen von parallelen Geraden wenig abweichen. Darauf- 
hin kann die Näherungsformel aufgestellt werden 

P~P,(l-0 oder p^p,(l-D; 

dabei bedeutet P^ bezw. p^ die alleinige Einzel- bezw. gleichmäßige 
Last, die den Träger zu knicken vermag, und die der Fig. 3 ent- 
nommen werden kann. Damit ist eine brauchbare Annäherung zur 
exakten Formel gefunden. 

B. FrismatiBOher fireiaufliegender Träger mit gleichmäßiger Last p 
pro Längeneinheit, angreifend in der Höhe h, und Einzellast 2P in 
deiTrägermitte, angreifend 
in der Höhe H über der 
Stabachse (Ort der Quer- 
schnittsschwerpunkte). 

Den geknickten Trä- 
ger mit beliebig zu den- 
kendem Querschnitt zeigt 
Fig. 4; eine Querschnitts- 
hauptachse sei vertikal, 
denn sonst beginnt die 
seitliche Ausbiegung so- 
fort mit der Belastung. 
Die Art des freien Auf- 
h^ers stellt sich als gleichgültig heraus, sofern die Durchbiegung 
▼or dem Ausknicken verschwindend ist. Als Uryariable diene die Stab- 
achsenlänge X Yon der Trägermitte gemessen. 

Die grundlegenden Beziehungen ergeben sich in gleicher Form 
wie beim Freiträger, nur haben M^, M[, M^, M^ die entgegengesetzten 
Vorzeichen. Die Durchbiegung vor dem Ausknicken dürfen wir wieder 
außer Betracht lassen, also 

aj «= und Oj ==» 
setzen. Außerdem wollen wir diesmal zur Vereinfachung die die Schiebung 
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berücksichtigenden Glieder, als praktisch meist Terschwindend, veniach- 
lässigen (TgL Anm. S. 298), also o, » setzen. 

Damach haben wir Ton folgendem Differentialgleichungssystem 
auszugehen: n' » ^(2) 

r' -= — ubD — iro^üf, 

M\ « Jl,(6 - OsjD - (P + i>a:)i« ~pfi;A 
Ji; - - JlfjfcD - (P +i>af)f7 

Alle 6 nötigen Grenzangaben müssen an einer Tragerhälfte ge- 
funden werden, da die zweite Hälfte durch einen ünstetigkeitspunkt 
Ton der ersten getrennt ist Wir finden: 



vhB 



1 . 


tf 


7 


u' 


2 


V 


8 


V 


16 


f^*) 






8| i€ 
^VtifM^ 9 w' 

M^(b''a^)D--(P + px)u — pwh lo M[ 

— p 13 M[' 

— M^bD — (P + px)V] aus 8 i«t — bD durch v' etsetsbar . . 11 Jfg 

6 2? , 

M^a^M^+pvh 12|2>'/ 



\ 
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für ar = ist w? = 0, 2) = Pv-ff, Horizontalmom. = « M^v — -SfjW; 

Die Überlegung^ welche zur Ausgangsgleichung für die Eniek- 
formel führt: / -,' ii -,'' 

ist wie beim Freitrager; die Gleichung geht in die Knickformel über 
durch Einsetzen der für den Ausknickbeginn geltenden Werte 

Werden diese Werte schon bei der Bestimmulig der Ableitungen ver- 
wendet, so sind Glieder mit v^ vj . • gleich wegzulassen, und der Rechnungs- 
gang gestaltet sich wie folgt: 

^- , P = Knic klaBi 

1 

0, auch alle weiteren Ableitungen = 

»0 

- t(« -^)<<n- 3)(« - 4) • (n - 5)a,6i)M"-*> - 

-(»i-2Xn-3)(»-4)a,ftpPi4-»)-(«-2)(n-3)a,6(P»^P?-4'*)»i"-'>+ 

-)- 2(n - 2)a,ft(p«? -f ^-^'^cS«-») - \a^h(^l -f- 'g'")' + 6i»ä]i4-»> 

0, such alle weiteren Ableitungen = 

-P 

- J», alle weiteren Ableitungen — 

(";')• ('•7')a^<-«+2("7')(«-3).arfP«i,«-*)-^ 

+(„_l)(„_2)a,(P«-i)PZ-4V"*-^("-^)'^(^^+"f )'«—'+ 
-h[a,(Pi-|-^)+pÄ>}r-' 

20* 
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Durch Einführen des f&r v^") gefondenen Ausdruckes in die 

Gleichung 

O-l + l^ + l'^i- + ... 
^ ^ II r,, ^ 2! «0 ^ 

folgt die gesuchte Enickformel 
-2* ni[^- - - i(» - 2)(" - 3)(« - 4)(» - 5)x»A^_, - 

_(„_2)(„-3)(n-4)a;X^._5-(n-2)(«-3)(X«-xZ- ?^^_^ + 

dabei bedeutet 

x^yäjbpl\ X^yäfiPV, y^bhpP, Y^bHPL 

Die Formel ist yerwickelter als beim Freiträger. Wir wollen uns 
nur die beiden einfachsten Fälle ansehen: 

Für bloße EüizeUast^ angreifend in der Stabachse; kann die E!ni- 
wioklung in die Form gebracht werden 

4^408 4. 6-8. 9- 12^ ' 

damuB folgt als kleinste Wurzel X^ — 4.480, also 

p_ 16,98 



>«^Min P — 2P die ganze Einzellast, und L= 2i die ganze Tragerlänge 
S^M\\lmet Der freiaufliegende Träger trl^t rund die vierfache Last 
v»v>Ä Knuträgers, also beinahe wie bei der einfachen Biegung. 

Kür bloße gleichmäßige Last, angreifend in der Stabachse, folgt 
*'** vU^r otwaa umständlichen Entwicklung X*= 12,38, also 

»^'^ '^^^^'^unif^^^ende Träger trägt rund die 2,2 fache Last des Freitrager^, 
' ^^^ »****nI v(hii IJ fache als im FaUe der Einzellast. 



H'»- U%^ lU^handlung des Freiträgers und freiaufliegenden Trägers 
" " ^ ^^»» mm begnügen. 
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VerBUohe. 

Zum Schloß seien als Eontrolle der Rechnung einige Versuche 
mit'geteilt, welche mit einer genau ebenen Blattfeder aus gehärtetem 
Stahl Ton rund 30 cm Länge, 3^ cm Breite und 0,06 cm Dicke aus- 
geführt wurden. 

Längen in cm, Ejräfte in kg. 



Biegeyerrach 


Freiträgerlänge Z = 
Vergrößerung der 


26,9, Endlast P=0,08; 
Durchbiegung f= 1,68 


aus/^^ftP^' 


Torsions- 
Teisuch 


Stablänge Z»26,9, 
Verdrehung 9 * 


Drehmoment ilf <» 2,11 ; 
- 17,9« =- 0,8126 abs. 


l = 181,7 


Belaatungsart 
mit Tragerlfinge l == 26,9 | Versuch 




X 

aus d.Versuch ^ , 
korrigiert Rechnung 




Endlast 0,806 


i 0,828 




4,018 

_ 


Gleich 
in g 
Abs 


2 1,87 
e Lasten 


1 

1 
1 


6,78 


leichen 4 

t-K-nAtk-n 


1,88 


9,26 


tanaen 

8 , 2,28 


11,0 




Gleichmaß. Last (2,60) 


2,68 


12,81 


End 

in e 

Höhe 


last 10,6 
mer 
über ^'* 


0,482 
0,688 


0,601 
0,663 




Aus 
Fig. 8. 


; der A 

1 


Lchse _^3^4 


1,08 
8,42 


1 1,08 
! 3,47 


Frei 


[ittellast 




16,98 


^ Gleich 


e Lasten 8 
leichen — 
bänden 7 

.hmäß. Last 


4,62 


1 i 22,8 




^ 


Abs 


6,16 

(6,76) 


1 1 26,4 

i 


28,16 


f 


Gleic 


6,77 





Als Freiträger wurde diese Feder mit einem Ende auf ein Metall- 
stück aufgelötet, und damit am Werktisch seitlich horizontal festge- 
schraubt. Die Lasten wurden in sehr kleinen, in der Stabachse 
liegenden Bohrungen mit Stahldrahtösen aufgehängt. Mit dem Tisch 
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wurde der Trager bei sehr kleiner Überschreitung der Enicklast so ein- 
gestellt, daß der Ausschlag nach beiden Seiten gleich war. Durch 
Verminderung der Last, bis der Täger gerade noch in der Mittellage 
blieb, ergab sich die Enicklast. Das geringe Eigengewicht wurde 
schätzungsweise berücksichtigt. Die fünfte Yersuchszahl ergibt sich in 
der Weise, daß Yon den früheren Versuchen z. B. die Teillast als Ab- 
szisse und die Gesamtlast als Ordinate aufgetragen, und die durch- 
gelegte Kurve bis zum Schnitt mit der Ordinatenachse yerlängert 
wird. Bei den drei weiteren Versuchen wurde die Endlast in Bohrungen 
eines besonderen Querstückes aufgehängt. 

Als frei aufliegender Träger wurde die Blattfeder an den Enden 
mit senkrecht zur Blattfläche stehenden Querstücken ausgestattet, und 
daran auf vier Drähten horizontal aufgehängt, und im übrigen wie 
oben verfahren. Die letzte Versuchszahl ergibt sich wieder aus den drei 
vorherigen. 

Zur Anwendung der Enickformel wurden femer durch einen 
Biegeversuch b, und durch einen Torsionsversuch c ermittelt Denn 
die gerechneten Werte für b und c sind wegen nicht genauer Kenntnis 
des Elastizitätsmoduls usw. ungenau. 

Wie man sieht, ist die Übereinstimmung mit der Rechnung eine 
sehr gute (1. und 2. Kolonne); die geringen unterschiede erklären 
sich durch Unvollkommenheiten der Versuchsanordnui]^, welche die 
Knicklast kleiner erscheinen lassen. 

Der Bau der einfachen Knickformel bleibt für andere Belastungs* 
fälle der gleiche, es empfiehlt sich deshalb, die entsprechenden Werte der 
Konstante aus Versuchen zu ermitteln (oben vorletzte Kolonne). Denn 
das hier eröffiiete Gebiet der Trägerknickung ist umfeuigreicher als das der 
Trägerbiegung, und es wird in vielen FäUen die Rechnung wegen unmög- 
lieber Gewinnung brauchbarer Grenzbedingungen überhaupt nicht gelingen. 



Berichtigung zu Heft 1/2. 

In dem Beispiel auf S. 138 liegt die Enickspannung nicht wie angegeben Tor 
der Proportionalitätsgrenze, sondern nahe der Quetschgrenze; da sind E und G 
nicht mehr konstant, und es müßte deren Verlauf bekannt sein. Die angegebene 
Enickspannung ist richtig bei 12 m Länge der freien Säule, der Fehler ist dann ou l % . 

Die Schiebung ist also nur jenseits der Proportionalil&tsgrenze von merk- 
lichem Einfluß; früher kommt sie, in Übereinstimmung mit den Tetmaj ersehen 
Versuchen, bloß in Betracht bei weiter Nietteilung bzw. bei weitmaschigem oder 
gar unkorrektem Fachwerk der Säule. F. Nußbaum. 
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S. Schwarzschild. Untersuchungen zur geometrischen Optik. 

I. Einleitung in die Fehlertheorie optischer Instrumente auf 

Grund des Eikonalbegriffs. Mit 6 Fig. 4®, 31 S. — IL Theorie 

der Spiegelteleskope. Mit 9 Fig. 4®, 28 S. — m. Über die astro- 

photographischen Objektive. Mit 10 Fig. 4^ 54 S. Abh. d. K. 

Ges. d. Wiss., Gott., Math.-Phys. Klasse. Neue Folge. Bd. IV, Nr. 1, 2, 3. 

Gattingen 1905. 

Diese drei Abhandlungen verfolgen ein gemeinsames Ziel: es soll ein 

Oberblick über astronomisch wichtige optische Konstruktionen gegeben, ihr 

Bang der Brauchbarkeit leicht von vornherein beurteilt und fGb: bestimmte 

Zwecke sicher eine Auswahl getroffen werden. 

Die Darstellung stützt sich auf die von Hamilton eingeführte 
„charakteristische Funktion'^, die man nach dem Vorgange von Bruns als 
Eikonal bezeichnet. Es wird darunter die optische Weglänge verstanden, 
die ein Lichtstrahl von einem Punkt eines optischen Systems zum andern 
durchläuft, oder: das Eikonal ist eine Funktion der Lage der beiden 
betaiuihteten Punkte. Die Praxis entwickelt das Eikonal in Reihen, die 
meist so rasch konvergieren, daß schon wenige Glieder ein hinlänglich 
genaues Resultat liefern. Bei dieser Entwicklung treten nun 5 Glieder 
dritter Ordnung auf und deren Koeffizienten entsprechen ebenso viel Fehlern 
dritter Ordnung für ein optisches System. Sie tragen der Reihe nach die 
Bezeichnung sphärische Aberration, Verzeichnung, Koma, tangentiale und 
sagittale Bild Wölbung. Die Ausdehnung der gleichen Untersuchung auf die 
Fehler fünfter Ordnung zeigt weiter, daß ihrer 9 existieren, im Gegensatz 
zu Petzval, der die Zahl zu 12 angab. Die vollständige Berechnung der 
Fehler dritter Ordnung für ein beliebiges zentriertes Linsensystem führt 
auf durchsichtige Weise zu den Seideischen Formeln und ermöglicht es, 
optische Systeme zu berechnen, in denen ein oder mehrere Fehler dritter 
Ordnung verschwinden. 

Eine praktische Anwendung des zuvor Entwickelten bringt der 11. und 
m. Teil. Die IL Abhandlung ist der Theorie der Spiegelteleskope gewidmet, 
die vor den Refraktoren die Vorzüge der Billigkeit und der natürlichen 
Achromasie besitzen und die vermöge der Reflexionsfähigkeit des Silber- 
belags der Glasspiegel bis weit ins Ultraviolett hinein sich trefflich zu 
photographischen Aufnahmen eignen. Nachteilig fällt bei ihnen nur das 
allzu geringe brauchbare Gesichtsfeld in die Wagsohale. Durch das Studium 
der Fehler dritter Ordnung für einen einzelnen Spiegel und fCLr ein 
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beliebiges Spiegelsystem läßt sich aber aucb dieser Nachteil des Spiegel- 
teleskops unterdrücken und ein Instmment konstruieren, das ans einem 
großen und einem ihm gegenüberstehenden kleineren Spiegel besteht, der 
das Bild auf die zwischen beiden Spiegeln befindliche photographische Plalte 
wirfk. Die gegenseitigen Verdecknngen (Silhouettiemng) der Spiegel und der 
in der Bildebene angebrachten Platte bedingen das beste Resultat dann, 
wenn der Durchmesser des kleinen Spiegels ungefähr die Hälfte des großen 
beträgt. Bildbesohaffenheit und Feldausdehnnng kommen bei einem Ver- 
hältnis 1 : 3 von Of&iung zu Brennweite mindestens ebenso günstig heraus, 
wie bei den für die Himmelsau&ahme international adoptierten Standard- 
refr^ktoren, die aber nur ein Offhungsverhältnis von 1 : 10 aufweisen. Die 
Konstruktion eines Spiegelsystems beliebig großer Öffnung, das auch fflr 
schiefe Strahlen strenge frei ist von sphärischer Aberration und die Sinns- 
bedingung erfüllt, gelingt nur, wenn man die sphärischen Spiegel Terl&ßt 
und für beide Spiegel die günstigsten Meridiankurven rechnet. Dann zeigt 
sich, daß die Spiegelflächen einem EUipsoid beim kleinen, einem Hyperboloid beim 
großen Spiegel nahe kommen und daß man hoffen darf, auf diese Weise 
zu brauchbaren Systemen vom öffnungsverhältnis 1 : 1 vorzudringen. 

Die ni. Abhandlung löst die Aufgabe der Errechnung astrographischer 
Objektive, die von Fehlem dritter Ordnung möglichst frei sind. Bei solchen 
Objektiven paart sich gewöhnlich ein mittelgroßes Gesichtsfeld mit mittlerem 
Öffiiungsverhältnis, Bedingungen, denen gerade die Seideischen Formeln 
adaptiert sind, die weder Offiiung noch Gesichtsfeld als sehr klein an- 
nehmen. Zuerst wird die dünne Einzellinse untersucht und ihre Gestalt 
für die verschiedenen Fälle verschwindender Fehler abgeleitet. Bei der 
Zusammensetzung bestinunter Systeme xmd deren genauerer Diskussion stößt 
man nun auf ein Objektiv, das dem schon von Petzval - berechneten 
ähnlich sieht, aber vor ihm die Freiheit der Bilder von allen Fehlem dritter 
Ordnung (abgesehen von der Verzeichnung) voraus hat und auch nirgends 
gar zu kleine Krümmungsradien verlangt. Auch aus 3 getrennten Linsen 
kann ein Objektiv zusammengesetzt werden, das von allen Fehlem dritter 
Ordnung (bis auf Verzeichnung) frei ist. Dieses modifizierte Taylor objektiv 
übertrifft sogar noch den Petzvaltypus an Gesichtsfeld. — Allen Ab- 
leitungen sind numerische Beispiele und genau gezeichnete Schnitte der 
resultierenden Konstruktionen beigefügt, aus denen man sich über die 
Eigenschaften der bei bestinunten Anforderungen auszuwählenden optischen 
Systeme leicht zu orientieren vermag. 

Straßburg i. E. Wirtz. 
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Abhandlnngsregister 1905—1906. 

Von E. WöLPPiNG in Stuttgart. 

(FortsetKung.) 



Thermische Ausdehnung. 

1274, P. Kotumidcij. Vyvod charak- 
terisüdeskago uravnenija po koefficien- 
tam kubiceskago rassirenija i szatija tel 
(Charakteristische Gleichung, hergeleitet 
aas den Ausdrücken der Koef^ienten 
der kubischen Ausdehnung und Zu- 
sammenziehung der Körper). J.R.P.C.G. 
34. 495. 

1276. W. Bahrdt Einige Versuche 
zur Ausdehnung fester Körper durch 
die warme. Z.P 19. 16. 

1276. G, Costanzo. t^er eine neue 
Methode den Ausdehnungskoeffizienten 
von Flüssigkeiten zu bestimmen. P.Z. 
7. 606. 

1277. G. A. Corse. On the thermal 
expansion of dilute solutions of certain 
hydroxides. P.R.S.E. 25. 281. 

1278. H. K Wiebe. Über die Be- 
ziehung des Schmelzpunktes zum Aus- 
dehnungskoeffizienten der starren Ele- 
mente. V.D.P.G. 8. 91; A.P.L. (4) 19. 
1076. 

1279. /. r. Panaye/f. Über die Be- 
ziehung des Schmelzpunktes zur Wärme-, 
ausdehnong der Metalle. A.P.L. (4) 18. 
210. — C. L. Weber. 868. 

1280. A. W. Witkowaki. Über die 
Ausdehnung des H. Z.K.F.G. 9. 83. 

Siehe auch 729; 1819 q; 1488; 3654. 



1281. 



Zustandsgleichung. 

A, Byk, Die Zustandsgleichun- 



gen in ihren Beziehungen zur Theimo 
dynamik. A.P.L. (4) 19. 441. l 

1282. G. van Iterson jun. Ableitung 
einiger bekannter Formeln aus einer I 
allgemeinen Zustandsgieichung. Z.P C. i 
53. 638. I 

1288. P. Kohnstamm. Revue des 
travaux r^cents sur Tequation d'^tat. 
J.C.P. 8. 665. 



1284. 6r. Bakker. A propos de 
r^quation d*ätat. J.C.P. 4. 67. 

1285. H. Happel Zur Zustands- 
gieichung einatomiger Stoffe. N.G.G. 
1905. 282. 

1286. J. E. Versckaffelt Bijdragen 
tot de kennis van het tp-vlak van Yaik 
der Waals. C.A.A. 14. 686. 

1287. J, E. Verschaffen. Contribu- 
tion to the knowledge of van der Waals*" 
^-surface. C.P.L. Suppl. 11—12. 8. 

1288. H. Moulin. Sur un terme 
compl^mentaire de la pression int^rieure 
dans la formle de van der Waals. S.F.P. 
285. 3. B.S.F.P. 1905. 98. 

1289. /. B. Goebel Über die ge- 
nauere Zustandsgieichung der Gase. 
Z.P.C. 47. 471; 49. 129; 50. 238. 

1290. A. Smits. Bijdrage tot de 
kennis der px- en pT-lijnen voor het ge- 
val twee Stoffen een verbinding aangaan 
welke in de vloeistof- en gasphase is ge- 
dissocieerd. C.A.A. 14. 192. 

1291. A. Smits. Beitrag zur Kennt- 
nis der Px- und PT-Linien füi- den 
Fall, daß zwei Stoffe eine Verbindung 
eingehen, welche in der Flüssigkeits- 
una Gasphase dissociiert. Z. P. C. 54. 513. 

1292. A. Smits. Over de verborgen 
evenwichten in de px-doorsneden onder 
het eutektische punt. C.A.A. 14. 564. 

1293. A. Smits. Over de verborgen 
evenwichten in de px-doorsneden van 
een binair stelsel tengevolge van het 
optreden van vaste Stoffen. C.A.A. 14. 
187. 

1294. A. Smits Über die verbor- 
genen Gleichgewichte in den p x-Durch- 
schnitten eines binären Systems, die 
durch das Auftreten fester Stoffe ver- 
ursacht werden. Z.P.C. 54. 498. 

1296. C. Benedicks. Über die An- 
wendbarkeit der van der Waals^schen 
Zustandsgieichung für den festen Zustande 
Z.A.C. 47. 455. 
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1206. L, Friedtrich. £tudeA numä- 
riques ßur T^quation des fluides, däter- 
mination des constantea a et b. J.C.P. 
4. 12». 

121)7. J. D. van der WaaU De 
exakte getallenwaarden van de ei^en- 
•chappen der plooipuntelijn aan de zijde 
der componente. C.A.A. 14. 249. 

1298. J. J. van Laar. Over het 
verloop der plooipuntslijnen bij mengsels 
▼an normale gtotfen. C.A.A. 14. 14. 

1200. J. J. ran Laar. Snr Tallure 
dea courbes de plissement chez les 
m^langes de substances normales et les 
öquilibres possibles entre nne phase 
gazeuse et nne oa deox phases liquides. 
A.M.T. (2) 10. 109. 

1)100. J. J. van Laar. Oyer het ver- 
loop der spinodale en plooipuntslijnen 
bij oinaire mengsels van normale Stoffen. 
C.A.A. 14. 681. 

1801. /. J. van Laar. Sur Tallure 
des courbes spinodales et des courbes 
de plissement. A.N. (2)10. 373; 11.224. 

1B02. Ä, Smits. Over de verschijn- 
«eln die optreden wanneer de plooipimts- 
kromme de driephasenlijn van een dis- 
«ocieerende binare verbinding ontmoet. 
C.A.A. 14. 668. 

1808. A. Smits. Über die Erschei- 
niingen, welche auftreten, wenn die 
Kalt(*npuiiktskurve der Löslichkeitskurve 
beK<*ff»^^^- Z.P.C. 61. 19»; 62. 687. 

I:i04. Ä. Smit4i, Over den loop der 
J\ 7'-lijnen voor vast-fluide bij standvaste 
«ainonstulling. C.A.A. 14. 866. 

IttOß. J. J. ran Laar. Les courbes 
iUs pliMHement et leur point double chez 
ioM iiH^langes dans le cas que les volumes 
iiuili^culaires sont inägaux. A.M.T. (2) 
1«>. 19. 

1 800. J. /. van Laar. Über den Ver- 
iüiil* di»r Schmelzkurven bei festen Lö- 
MiiiiK***^ (»der isomorphen Gemischen) in 
iUiioiii «p«'ziellen Fall. Z.P.C. 66.436. 

lUOO, A, JiaUicfnnski. Der orthome- 
tiirtoliw Zuiitaud. A.P.L. (4) 19. 307. 

IÜ07. A'. //. Amagat. Application de 
U li'i «i»*« *'tfttH correspondants aux cha- 
louiH MiMM^liques S.F.P. 249. 2. 

\iiilHy(L Jhtkker. Die Kontinuität des i 
adloniUKöu und flüssigen Zustandes und ' 
:iJM Al'wuiohung vom Pascalschen Gesetz ! 
in a«i nupilIttrHchicht. A.P.L (4)20 981 

laOU. ./. I) van der Waals. Eigen- 
«tJiai.|uiu dar kritische lijn aar de ziide 

laiO. // Mouhn. Relations entre le 
yul»i****i«'''"iHnühime. B.S.P.P. 1906. 141. 
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Ml I. ./. l) mn Utr Waals. De eigen- 
Uuiivi' «lur «itior^uedon van het satura- 



I tievlak van een binair mengsei aan den 
' kant der componenten. C. A.A. 14.240. 
1812. J. D. van der Waals. De ge- 
daante der dorsneden van het saturatie- 
vlak loodrecht op de a:-as, in geval er 
tusschen twee temperaturen driephasen- 
druk bestaat. C.A.A. 14. 176. 

1 3 1 3. f/. /. van Laar. L ^expression poor 
le potentiel moleculaire des composaotes 
d'un m^huige binaire normal dans TeUt 
liquide. A.M.T. (2) 10. 45. 

1814. A. W. Porter. On the inver- 
sion-points for a fluid passing throngh a 
porous plug and their use in testing 
proposed equations of state. P.M. (6) 
11. 654. 

1815. 0. Tumlirz. Die stabilen and 
labilen Zustande der Flüssigkeiten und 
Dämpfe. S.A.W. 114. 167. 

1816. J. J. van Laar. Eenige opmer- 
kingen naar aanleiding der laatste ver- 
handelingen von Dr. Ph. Kohnstamm. C. 

' A.A. 14. 30. 

I 1817. A. Batschinski. Aufstellung 

I der Gleichung für Isopentan. A.P.L. (4) 

I 19. 310. 

I Siehe auch 871; 1204; 1229. 

I 

Dampfspaniiung. 

I 1818. H. V. Jüptner. Zur Kenntnis 
j der Dampftension. Z.P.C. 65. 738. 
I 1819. P. Lehmann. Dampf- und Lö- 
I sungstension an krummen Fl&chen. P.Z. 
7. 392. 

1810a. A. Speranskt. Über denDampf- 
druck der festen Lösungen. Z.P.C. 46. 
70; 51. 46. 
. 1810 b. A Smits. Beitrag zur Kennt- 
I nis des Verlaufs der Dampfspannungs- 
I emiedrigung bei wäßrigen Lösungen. 
I Z.P.C. 61. 83. 

I 1819 c. F. A. H. Sckreinemakers. 
' Dampfdrucke im System : Benzol, Tetra- 
chlorkohlenstoff und Äthylalkohol 11. Z. 
P.C. 48. 267. 

1810d././.t;anXaar. Überdie Dampf- 
tension von flüssigen Gemischen z. B. v. 
Br. und J, bei Annahme einer teilweisen 
(im Grenzfall nicht- oder total-) dis- 
soziierten Verbindung. Z.P.C. 47. 12J^. 
1810e. /. V Zawideki. Über das 
„Regnault'sche Gesetz" vonDuhem. Z.P.C. 
46. 21. — P. JDuhem 48. 241. 
Siehe auch 923; 1367. 

Gastheorie. 

1810 f. E. Borel. Snr les principe« 
I de la throne cinötique des gaz. A.E.N. 
I (3) 23. 9. ^ 
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1319 g. H. Poincare. R^flexions snr 
la th^orie cinötique des gaz. S.F.P. 
250. 2 ; B. S. F. P. 1906. 150 ; J. F. (4) 5. 369. 

1319 h. JS. Varbura. Kineti6e8kaja 
teorija gazoy (Über die kinetische Theorie 
der Gase). R.P.W. 3. 70. 

18191. Lord BayUigh, J. H. Jeans, 
The dynamical theory of gases and of 
radiation. N. 72. 54; 101; 243. 

1319 k. S. H. Burbury. The J7-theorein 
and Professor J. H. Jeans^s dynamical 
theory of gases. P.M. (6) 11. 456. 

18191. W. Heuse. Ein Vorlesungs- 
versuch zur kinetischen Gastheorie. Z. P. 
19. 220. 

1819 m. G. Zemplen. Sur Timpossi- 
bilitä des ondes de choc negatives dans 
les gas. CR. 141. 710; P. JDuhem 811. 

18 1 9 n. Jouguet. Sur l'acc^läration d es 
ondes de choc sph^riques. CR. 142. 1034. 

1819 o. Lord Bayieigh. On the mo- 
mentum and pressure of gaseous vibra- 
tions and on the connexion with the 
yirial theorem. P.M. (6) 10. 864. 

1319p. S. H, Burbury. The diminu- 
tion of entropy according the kinetic 
theory of gases. R.B.A. 75. 333. 

1819 q. G, F. C. Searle. The expan- 
tion of a gas into a vacuum and the 
determination of the specific heat at 
constant pressure for gases. P.C. P.S. 
13. 241. 

1819 r. G, H. Meeker, On the distri- 
bution of velocity among the members 
of a group of gas-molecules. J.F.l. 159. 
333. 

1819 g. O. Postma, Jets over de groot- 
heid H in Boltzmanns Vorlesungen über 
Oastheorie. CA.A. 14. 602. 

1820. P. Ehrenfest. Bemerkungen zur 
Abhandlung des Herrn H. Reissner: An- 
wendung der Statik und Dynamik mo- 
nozyklischer Systeme auf die Elastizitäts- 
theorie. (A.P.L. (4) 9. 44). A.P.L. (4) 19. 
210. — H. Beissner 1071. 

Siehe auch 617; 634—35; 927; 1013; 
1174; 1182; 1202; 1289; 1901; 3660. 

Wärmeleitiing. 

1821. C. H. Lees. The experimental 
foundations of the theory of heat con- 
dnction. R.B.A. 1905. 341. 

1322, J. Ihovert. Determination de 
la conductibilitäcalorifique. CR. 141. 717. 

1828. C. Niven. On a method of find- 
iiig the conductivity for heat. P.R.S. 
L- 76. 34. 

1824. F. Ä. Laws, F. L. Biskop and 
P. Mc Junkin. A method of determining 
thermal conductivity. P.A.Bo. 41. 457. 



1825. F. M. Jcte(jer. Een eenvoudige 
geometrische afleiding der betrekkingen 
welke tuschen de waargenomen en ge- 
zochte grootheden bestaan die bij de 
W, Yoi^che methode ter bepaling van 't 
warmegeleidingsvermogen van kristallen 
ter sprake komen. CA.A. 14. 7;)'J. 

1826. L. Meitner, Wärmeleitung in 
unhomogenen Körpern. A.A.W. 1906. 96. 

1827. G. Glage. F. I!. Neumanns Me- 
thode zur Bestimmung der Wärmeleit- 
fähigkeit gut leitender Körper in Stab- 
und Ringform und ihre Durchfühining 
an Fe, Stahl, Ca, Ag, Pb, Sn, Zn, Mes- 
sing, Neusilber. A.P.L. (4) 18. 904. 

1828. F. L. Bishop. The thermal con- 
ductivity of lead. P.A.Bo. 41. 671. 

1829. /. Kruckenberg. Ober die phy- 
sikalischen Eigenschaiften schwedischer 
Eisenerze. A.M.A.I. 2. Nr. 1. 

1880. B. Weber. La determination 
de la conductibiUte calorifique des li- 
quides. B.S.V. 31. 209. 

1881. Dolph. Comparative heat con- 
duction and radiation of insulating var- 
nishes. A.E.N.Y. 17. 216. 

Siehe auch 519—20; 1125; 3661--62. 

Wärmestrahlung. 

1832. F. Hasenöhrl Über die ther- 
modynami sehen Gesetze der Wärme- 
strahlung. V. V. F. ü. W. 10. 157. 

1888. J. H. Jeans. A comparison of 
2 theories of radiation. N. 72. 293. 

1834. J. H. Jeans. On the laws of 
radiation. P.R.S.L. 76. 545. 

1335. M. Cantor. Di) Strahlung des 
schwarzen Körpers und das Dopplersche 
Prinzip. A.P.L. (4) 20. 333. 

1386. P. Ehrenfest. Bemerkung zu 
einer neuen Ableitung des Wienschen 
Yerschiebungsgesetzes. P.Z. 7. 527. 

1337. </. H.Jeans. Bemerkung zu einer 
neuen Ableitung des Wienschen Yer- 
schiebungsgesetzes. P.Z. 7. 667. 

1338. P. Ehrenfest. Über die physi- 
kalischen Voraussetzungen der Planck- 
schenTheorieder irreversiblen Strahlungs- 
vorgange. S.A.W. 114. 1301. 

1339. P. Ehrenfest. Zur Planckschen 
Strahlungstheorie. P.Z. 7. 528. 

1340. V. V. Türin. Beiträge zur Ener- 
getik der Strahlungsenergie. A.N.L. 5. 202. 

1341. Ä. D, Denning. A simple me- 
thod of determining the radiation con- 
stant. P.P.S.L. 19. 670. 

1842. Ä. D. Denning. A simple me- 
thod of determining the radiation con- 
stant : sui table for a laboratory experiment. 
P.M. (6) 10. 270. 
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IMl. (>. TmtnUrz. Ein Apparat znr 
abmhitM Mcwimiig' der Wftrmestnihlniig. 
XRR 19. 13. 

1M4. /. Strimbmrne. The question of 
tempetanir« and efficiencT of thermal 
raaUtion. F.P.S.L. 20. 8. 

It44. H. A. Lorentg. Over de warmte- 
$tTalin|Er in een stelsel lichamen von 
ov«nil g«Hjke temperatur. C. A. A. 14. 346. 

1S4«« J. T. Bottomfry, Thermal radia- 
tion al Terr low lemperatures. R.B.A. 
1905. 330. * 

IM7. X P. Myskin. Dviienie tela 

nacho4jai^ag08Javpotoke lu^istoj energii 

Über die Bewegung eines im Strome der 

strahlenden Energie befindlichen Kör- 

l>^i«\ J.R.P.C.Ü. 34. 24. 

1»48, P. Ceermak, Ein Versuch über 
die Reflexion der Wärmestrahlung. Z. 
P. 19. 233. 

IS49. E. AsM'inaß. Die Wärme- 
«trahhing der Metalle. A.P.L. (4) 17. 960. 

ISM, B. Kiurra und B. Masek. Über 
die Strahlung des Radiotellurs. P.Z. 7. 
33T; 630, 

1^1« F. Jiiehars. Bemerkungen zur 
Th^urie dee Kirchhoffschen Gesetzes. Z. 

w p 1 y 

$i^e auch 111; 1039; 1175; 1201; 1268; 
131^i; 1331; 1402; 1595—96; 1630; 1838; 
l;^;V--46; 1865-66; 2105; 2298; 2599. 

Flammen. 

Sit'h^' 12V»0; 1477—79; 2310; 3663. 

Explosion. I 

1^^« J y iVIoivl The pressure of | 

.^xiJKOfU%>tt»; WLperiments on solid and • 

•ii^vu* expl^vuve8. T.R.S.L. 205. 357. I 
^x*iv ^uch X<<^; 2801-02; 3773; 3664 



1857. N. W. Travers, G. SerUer und 
Ä. Jaquerod. Ober die Dampfdrucke 
von flüssigem H bei Temperaturen unter- 
halb seines Siedepunktes nach der H- 
und Heliumskala mit konstantem Volu- 
men. Z.P.C. 45. 416; 485. 

1868. F. Dreyer und T. Batarski, 
Einige Eonstanten des p-Azophenetols. 
Z.P.C. 54. 853. 
Siehe auch 652; 2299; 2305^06; 3665. 

Elektriiitftt und Magnetismag. 

1859. 0. Chvolson. Sovremennoe sosto- 
janie u6enija ob elektriceskich i m&gni- 
tnych javlenijach (Der gegenwärtige 
Stand der Lehre von den elektrischen 
und magnetischen Erscheinungen). R. 
P.W. 3. 1. 

1860. A. A. SkeeU, The real nature 
of electricity and magnetism. J.A.E.S. 
28. 368. 

Elektrizität. 

1861. E. Riecke. Neuere Anschauungen 
der Elektrizit&tslehre mit besonderer Be- 
ziehung auf Probleme der Lufbelektrizi- 
tat. A.Gr. (3) 9. 1; 245. 

1862. A. Seligmann-Lui. Bases d'une 
th^orie mäcanique de r^lectricit^. J.P- 
(4) 5. 508. 

Siehe auch 279; 478; 619; 681; 928—29; 
2144; 2938—3174. 

Elektrizitätserregong. 

Siehe 1386; 1606; 3480. 

Pyroelektrlzität. 
1868. W. Voigt. Über Pyroelektrizitat 
an zentrisch- symmetrischen Kristallen. 
N.G.G. 1905. 394. 






Wlrmf'iiifssung. 

l' Hihf*^ tVr die Wärmeein- 
■» \ K IVKM - 05. 83. 

H. K'tm^it^gf^ Onne^ and 
* On ih«? w**a«urement of very 
"..eures Y ^^^^f^^ , 

s yu#(Ks. Tber die Eliini- 

viiiiv>metri^cher Nachvidr- 

« U.IÄ Wtoueverlusten in 

' •• *^/.PC. 52.651. - 

■j Sfcjiw« tAr 54. 428. 

'" ^ , t-m ^ olumen und ver- 
:^uUeu. Z.PC. 45. 



Piezoelektrizität. 

1864. W. Voigt, Über Piezoelektri- 
zität zentrischer Kristalle. N. G. G . 1905. 
431. 

1865. T. Tamaru. Bestimmung der 
piezoelektrischen Konstanten von k^staJ- 
lisierter Weinsäure. N.G.G. 1905. 128 

Hydroelektrizittt. 

1866. E. Aselmann. Über Elektrizi- 
tätsträger ^ die durch fallende Flüssig- 
keiten erzeugt werden. A. P. L. (4) 19.960. 

1867. S. Sano. On the electric force 
at any point in a liquid in which the 

Srocess of diffusion is going on. P.T. 
[. 2. 465. 
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1S68. S.Sano. Über die elektrisclie 
Kraft an irgend einem Punkte in einer 
Flossigkeit, in welcher ein Diffusionspro- 
zeß vor sich geht. P.Z. 7. 318. 
Siehe anch 896. 

Elektrostatik. 

1869. C. W Oseen. Über einige elek> 
trostatiscfae Probleme. A. M. A. F. 2. Nr. 6. 

1370. T. Levi-Civita. Sopra un pro- 
blema d'elettroatatica che si h presentato 
nella costrazione dei cavi. R.C.M.P. 20. 
173; 201. 

1S71. P. W. Brid^man. The electro- 
static field snrronndmg two special co- 
lumnar elements. P.A.fio. 41. 617. 

ia72. V. V. Lang. Ober das elektro- 
Btatische DrehfeH. V.B.P.C.U. 7. 110. 

1873. V. V. Lang. Versuche im elektro- 
statiaclienDrehferde. A.A.W. 1906. 119. 

1374. T. J. TA. Bromwich, Some 
contributions to the theory of 2 electri- 
fied spheres. M.M. (2) 35. 1. 

1875. H. Betindorf. Über die Störung 
des homogenen elektrischen Feldes durch 
ein leitendes dreiachsiges EUipsoid. A. 
A.W. 1906. 112. 

1376. V. Schaffers. Pression älectro- 
statique, pouvoir des pointes et vent ^lec- 
trique. A.S.B. 29B. 417. 

U77. M.P.MySkin. Svojstva naelek- 
trizoyannago ostr^a (Eigenschaften einer 
elektrisierten Spitze). R.P.W. 8. 56. 

1378. F. Kohlrausch. Über elektro- 
statische Kapazität und Widerstandska- 
pazitat. V.D.P.G. 8. 161. 

1379. G. Ercohni. L'elettrostrizione 
del causciü. N.C.P. (5) 10. 185. 
Siehe auch 478; 632; 610; 637; 1676—76; 

2839; 2961; 3134. 

Elektrische Entladmig. 

1880. E. Beiger. Untersuchungen über 
Entladungen. SM. P.E. 37. 1. 

1881. Ä. A. Trusevie. Opyty s elek- 
tri6eskim razijadom (Versuche über die 
elektrische Entladung). R.P.W. 3. 97. 

1882. Langevin. Rdcherches r^centes 
sur le m^canisme de la d^chan^ disrup- 
tive. B.S.I.E.(2)6.69;B.S.F.E. 1906.25. 

1888. /. de Kowalski. Les ph^nomänes 
qui accompag^ent les ddcharges älectri- 
ques de Fair. B.S.F.T. 1905. 69. 

1384. P. Ewers. Die Spit^enentladung 
in ein- und zweiatomigen Gasen. A.P. 
L (4) 17. 781. 

1885. J. Frank. Über die Beweglich- 
keit der Ladungsträger der Spitzenent- 
ladung. V.D.P.G. 8. 252. 



1386. M. Toepler. Beobachtungen im 
Grenzgebiete zwischen Spitzenstrom und 
Büschellichtbogen (Glimmstrom). A.P. 
L. (4) 18. 767. 

1887. H, Sieveking. Beiträge zur Theo- 
rie der elektrischen Entladung in Grasen. 
A.P.L. (4) 20. 209. 

1388. L. Amaduzzi. Scariche elet- 
triche in gas rarefatti. N.C.P. (6) 10. 386. 

1389. M. Matthies. Über die Glimm- 
entladuxig in den Dämpfen von HgCl,, 
HgBr,, HgJ,. A.P.L. (4) 17. 676. 
Siehe auch 803; 806; 1117; 1462; 2165; 

2326—28. 

Konduktoren. 

1390. Curiot et Meunier. Recherches 
sur Taction des conducteurs älectriques 
incandescents et de Fätincelle dlectrique 
dans les m^anges grisouteuz. R.U.M. 
10. 216. 

1391. G. Oliva. Variazione di resis- 
tenze nei conduttori discontinui. B.C.N. 
20. 165. 

1392. O. Heaviside. The magnetic 
inertia of a charged conducteur in a field 
of force. N. 73. 582. 

1398. P. Genuardi. Rappresentazioni 
geometriche e proprietä armoniche della 
resistenza equivalente in un sistema di 
2 conduttori deriyati. R.T.M. 2. 21. 
Siehe auch 1374; 1491; 1606; 1607; 
1680; 2962. 

Elektrifteher Fnnke. 

1394. S. Schwedoff. Ballistische Theo- 
rie der Funkenentladung. Die Schlag- 
weite. A.P.L. (4) 19. 918. 

1395. J. Koch, über die Energieent- 
wicklung und den scheinbaren Widerstand 
ded elektrischen Funkens. A.P.L. (4) 
20. 601. 

1896. V. K. Lebedinsky. O dejstvii 
ultrafioletovago sveta na elektriceskuju 
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und unendlichen Ereiszylinder). M.H.P. 
24. 115. 

1680. 2>. Negrotti. SulF induttanza 
presentata dei conduttori cavi. I.C.T. 
28. 26. 

1681. B. Strasser, Über die Bestim- 
mung des Selbstinduktionskoeffizienten 
von Solenoiden. A.P.L. (4) 17. 768. 

1682. L. Hermann. Zusatz zu der 
Abhandlung: Über die Effekte gewisser 
Kombinationen von Eapazit&ten und 
Selbstinduktionen. (A.P.L. (4) 17. 501) 
A.P.L. (4) 17. 779. 

1683. A.H.Taylor. Limitations of 
the ballistic method for magnetic in- 
duction. P.R. 23. 96. 

1684. T. Boggio. Nouvelle r^solution 
du Probleme de Tinduction magnätique 
pour une sph^re isotrope. CR. 141. 701. 

1685. « T. Bogaio. Nuova risolunone 
dei problema deU' induzione magnetica 
per una sfera isotropa. N.C.P. (6) 11. 
18G. 

1686. B. Edler. Versuche Aber In- 
duktion und Schirmwirkung mit Wechsel- 
strömen nach Prof. Elihu Thomson. V. 
B.P.C.Ü. 6. 96. 

1687. /. C. Hubbard. On the con- 
ditions for sparking at the break of an 
inductive circuit. P.R. 22. 129. 

1688. A. Broca. Pouvoir inducteur 
sp^cifique et conductibllit^. Viscosit^ 
dectrique. CR. 142. 1328. 

168». E. B. Rosa and F. W. Growr. 
Measurement of inductance by Ander- 
sons method using altemating currentd 
and a Vibration galvanometer. B. B.S.W. 
1. 291. 

1690. E. B. Bosa, M. G. Uayd and 
C. E. Beid. Influence of wave form on 
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the rate of integratmg inductioii meten. 
B.B.8.W. 1. 421. 

1691. E. B. Bosa and F. W. Graver, 
'The use of Serpentine in Standards of 
inductance. B.B.W.S. 1. 337. 

1692. /. G. Coffin. (Instruction and 
calcolation of absolute Standards of in- 
duddon. B. B.S.W. 2. 87. 

1698. Bajjamffj, V. Ä. Opjrt vyjas- 
nenija teorii bobiny Rumkorfa (Zur 
Theorie desBuhmkoxlF^schen Apparates). 
J.R.P.C.G. 34. 25. 

Siehe aach 1484—85; 1511; 1526; 1558; 

1638; 2839—40; 2548—50; 2688; 2636; 

3066—78; 8490—93. 

Hall'sehes Philnomen. 

1694. T. C. Mc Kay. Tities on ar- 
tides on the Hall effect. P. A.Bo. 41. 385. 

Thermomagnetiflmus. 

1696. A. HeydweOler. Über die Thom- 
8on*8che Magnetisiemngswärme. A.P.L. 
(4) 20. 207 

1696. P. Wei^ et J. Kunz. Les 
Tariations thermiques de Taimantation 
4e la pyrrhotine. A.S.G. (4) 20. 621; 
J.P. (4) 4. 847; B.S.F.P. 1905. 894. 

Siehe auch 1619; 1670—71. 

Magnetische Messungen. 

1697. J. Meslin. Sur la mesure des 
constantes magn^tiques. A.G.P. (8) 7. 
445. 

1698. B. H, Weher, Permeabilitäts- 
mesBung an Stahlkngeln. A.P.L. (4) 
18. 395. 

Siehe auch 3471; 8494—95. 

Astronomie. 

Siehe 148—144. 

Geschichte der Astronomie. 

1699. T. Q. Fwd. The dawn of 
navigation and its books, theories and 
instmments. 'P.N.I. 32 Nr. 1. 

1700. P. Tannery. Les ^ph^merides 
chez les Byzantins. B.D. (2) SO. 59. 

Siehe auch 1984. 

Bahnbestinimnngen. 

1701. Ä. Hall The determination 
of Orbits. P.A. 18. 853. 

1702. A. Obrecht. Calculo de los 
Örbitas de los astros nueyos, planetas j 
cometas. A.S.I.G. 3. 137. 



1706. H. Bourget. Remarque sur la 
determination des orbites circulaires. 
B.A. 23. 81. 

1704. W. Eberi. Simple m^thode 
pour le calcul d'une orbite elliptique 
par 3 observations. B.A. 28. 209. 

1705. H. Poincare. Sur la deter- 
mination des orbites par la m^thode de 
Laplace. B.A. 23. 161. 

1706. A. 0. Leuschner. On the 
general applicabilitj of the short method 
of determining orbits from 3 observations. 
P.A. 13. 296. 

1707. /. Weeder. Nauwkeurige be- 
naderingformules voor de verhondingen 
der driehoeken by de berekening eener 
elliptische baan uit drie waamemingen 
C.A.A. 14. 160. 

1708. F. CerulU. Sulla correzione 
delle orbite dei pianetini. M.S.S.I. 
34. 175. 

1709. E le Grand Boy. Simplifica- 
tion du calcol du rayon yecteur et de 
r^quation du centre. A.S.G. (4) 19. 493. 

Siehe auch 105. 

Kepler'sche Oieiehnng. 

Siehe 106. 

^ Störungen. 

1710. E. W. Brown. On a general 
method for treating transmitted motions 
and its application to indirect pertur- 
bations. T.S.M.Am. 6. 332. 

1711. R, Poincare. Sur la m^thode 
horistique de Gyldän. A.M. 29. 285. 

1712. A. Hall. Relation of the true 
anomalies in a parabole and a yery ec- 
centric ellipse having the same perihelion 
distance. A.J.B. 25. 22. 

1718. A. W%lken8. Zur Erweiterung 
eines Problems der Sakularstörungen. 
S.A.B. 1905. 1062. 

1714. E. Nevül. On Hansens coefficients 
for the inequalities in the moons long^tude. 
M.N.A.S. 65. 658. 

1715. P. H. Cowell. On secular ac- 
celerations of the moons longitude and 
node. M.N.A.S. 65. 861. 

1716. P. H. CotceM. On the secular 
acceleration of the Earths orbit-al motion. 
0. 28. 454. 

1717. E. Doohttle. The secular per- 
turbations of the Earth. A.J.B. 24. 189. 

1717. E. DoditÜe. The secular per- 
turbations of Mars from the action of 
Mercury. A.J.B. 25. 21. 

1718. E. DooHfOt. The secular per- 
turbations of Mars arising from the action 
of Saturn. A.J.B. 24. 187. 
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Erddrehnng. 

17S5. R. F. Pocdena. Die Achsen- 
drehung der Erde und ihre Wirkungen, 
mit spezieller Berücksichtigung des Fou- 
cault'schen Pendelversuches. K. W. 4. 
600. 

Aberration. 

1786. C. L. DooliUle. The constani 
of abeiration. A.J.B. 24. 166. 

1787. E. W. Morhy and D. C. MiOer. 
On the theory of experiments to detect 
aberrations of tbe 2 degree. P.M. (6) 9. 
669. 

1788. A. GuiUtrand. Über Astigma- 
tismus, Koma und Aberration. A.P.L. (4) 
18. 941. 

1789. B, Buchanan. Planetary aber- 
ration. P.A. 13. 876. 

Bewegung Ton K5rpem bei Erd- 
rotation. 

1740. H. Graeiadei. Ein Beitrag zur 
elementaren Ableitung der ablenkenden 
Kraft der Erdrotation. M.Z. 23. 178. 

1741. C. E. WasUeU. Beschrijving 
eener nieuwe mechanische proef in verband 
met de draaiende bewegmg der Aarde. 
H.V.C. 1908.316. 

1742. GroßwuMnn. Die horizontale 
Komponente der ablenkenden Kraft der 
ErdroUtion. M.Z. 23. 200; 373. 

1748. L. Tesar. Die Theorie der rela- 
tiyen Bewegung und ihre Anwendung 
auf Bewegungen auf der Erdoberfl&che. 
II P.Z. 7. 199. 

1744. De Sparrt, Sur la d^riation 
des Corps dans Im chute libre. A.S.B. SO. 
A. 63. 

174«. De Sptnre. Not« au scget du 
mouTement des coipe peeants a U sur- 
face de la leire daiis la chute libre. 
A.S,B, 30. R 2i»3, 

174C. De Sf^trrr. Xole au si^jet de 
la deTiadon d«s$ srares daiis Im chute 
Ubi^ S- M- 3X 146. 

i;4«. .V Ftv««oW- Sur Im d^riation 
d^ «T»Ty$ et les chmmps de forte. S.H. 
35 IchV 

i;4S. r y<fi-:p»l Kteimk »e odchy- 
1-.;;^ vouJi^ padm;:oi u le«» od sm* ra reiti- 
k^r:.'t.x^ vT:^ V^i-ii ein frei fsllender 
k.'riVT x\N«i *i<T Vemkakfi mb? C 35. 64- 

lt43k •-. A.wift'^r Z^ko« Ben o rai- 

cfc y ii».:T^c :if:vj^ #«r Erdix>ttöOBL 

S. X ; 14. iss;. 
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Foncault'sches Pendel« 

1750. C. DtUoit. Un pendule de 
Poucanlt. A.S.G. (4) 19. 390. 

1751. T. Baemy. Le pendule de 
Foucault. B.S.S.N.F. 11. 83. 

1752. M. Koppe. Zum Foucault'achen 
Pendel. P.Z. 7. 604; 665. 

1755. A. Denizot Zur Theorie des 
Foucanli^schen Pendels. P.Z. 7. 507. 

1754. Li. Tesar. Zur Theorie der rela- 
tiven Bewegping und des Foucault*schen 
Pendelversuchs. A.P.L. (4) 19. 618. 

175o. W. Bosenherg, Majatnik Fuko 
(Das Foucault'sche Pendel). B.B.S.P. 8. 
1624. 

1756. 27. Bekn, Zur Technik des 
Foucault'schen Pendelyeisuchs. P.Z. 6. 
744. 

1757. T. Moreux. Les travaux de 
Foucault, Ck). 47. 622. 

Siehe auch 428; 1785. 



Polhöhensehwankungrcn. 

1758. T.Albrtcht. Resultate des inter- 
nationalen Breitendienstes in der Zeit 
1902—1906. A.N.K. 172. 262. 

Siehe auch 2082—88. 

Sonnenparallaxe . 

1759. K, Hall. Note on the masses 
of Mercnry, Venus and the Earth and 
on the solar parallaxe. A.J.B. 24. 64. 

1760. W. Foerstner. Bestimmung der 
Sonnenparallaxe mit Hilfe optischer 
Messungen der Geschwindigkeit der Erd- 
bewegung. M.V.A.P. 15. 97. 

1761. O. Merretti. U pianetoide Eros 
e la parallasse solare R.F.M. 7. B. 406. 

Sounenrotation. 

Siehe 2168. 

Mondbewegnng. 

1762. E. W, Brown. On the com- 
pletion of the Solution of the main 
Problem in the new lunar theory. M.N. 
A.S. 66. 104. 

176S. E. TT. Broten. The final values 
of the coeffidents in the new lunar theoiy. 
M.N.A.S. 65.276. 

1764. E. W. Brown. Theory of the 
motion of the moon. M.A.S. 67. B. 51. 

1 765. M. Brendel. Theorie des Mondes. 
A.M.S.G. (2) 8. Nr. 4. 

1766. J. Posthumus. De maansbaan 
^n opzichte der zon. D.Z.R. 27. 368. 



1767. Ä. W. Krassnow, Üher die 
Herleitung der Hill' sehen Löstmg fCir die 
Mondbewegung unmittelbar aus der Ja- 
cobischen Differentialgleichung. A.N.K. 
170. 809. 

1768. C. F. Whümeü. Lunar angles. 
28 60 

1769. P. V. Neugebauer. Abgekürzte 
Tafeln des Mondes nebst Tafeln zur Be- 
rechnung der t&glichen Auf- und Unter- 
gänge der Gestirne. V.A.R.I. 27. 

1770. P. H. Cowell The coefficient 
of the principal term in the moons lati- 
tude. M.N.AS. 65. 564. 

1771. E. NeviU. On the terms of 
long period in the complete ezpression 
for the moons longitude. M.N.A.S. 66. 
266. 

1 772. P. H. Cowell Analysis of the 145 
terms in the moon longitude 1760—1901. 
M.N.A.S. 65. 108. 

1778. P. R. CoweU. On the discord- 
ant values of the principal elliptic coef- 
ficient in the moons longitude. M.N.A. 
S. 65. 746. 

1774. P. H. CoweU. The longitude 
of the moons perigee. M. N. A. S. 66. 268. 

1775. F. Hayn. Die Rotationsele- 
mente des Mondes und der Ort von 
Mösting A. A.N.K. 171. 88. 

1776. B. H. Curtiss. On the compu- 
tation of the moons spectrographic vdo- 
city near fuU moon. B.Li.O. 75. 112; 
A.J.C. 21. 876. 

Siehe auch 1714—16; 1877—79; 1941; 
2163; 2169. 

Llbration. 

1777. A. Ohr echt Libracion de la 
luna. A.S.I.C. 3. 31. 

Siehe auch 1791. 

Mondparallaxe. 

1778. M. Percoc. Parallaks luny. 
(Über die Bestimmung der Mondparallaxe 
aus Beobachtungen des Mondes in gleichen 
Höhen mit Sternen in der Nähe des 
1. Vertikals). B.S.R.A. 11. 16. 

Sonnenflnsternisse. 

1779. H. H. Turner. Total solar 
eclipses. S.P.M. 60. Nr. 7. 

1780. P. H. Cowell. An elementary 

X^ knation of recent researches on ancient 
eclipses. 0. 28. 420. 

1781. P. H. CoweU. On the value 
of ancient solar eclipses. M.N.A.S. 65. 
867; 66. 85. — S. Newcomb 66. 84. 



330 



Abhandlungsreg^ster 1905—1906. 



1788. Stethert. Hüfsgrößen für die 
Befeclmonff der im Jahie 1906 statt- 
findendenSonnenfiiiBteniiäse und Stem- 
bedecküngen. A.H. 33. 653. 

178S, Ä Viaro. Applicazione delle 
lomiol« di parallasse »1 calcolo dell' 
«ÜMe tolue del 30. Vm 05. P.LS.F. 19. 
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Siehe auch 1850. 



MoAdinstenlsBe. 

1184. W. Foerster. Die Sichtbarkeit 
dM Krdsohattens aofierhalb des Mondes. 
MV.A.P. 16, 11. , ^, 

lT8i. P. Ä Cowell On the Ptolemaic 
#cUu«^ of the moon recorded in the 
AlvMi^^i M. N. A. S. 66. 5. 

PlaaetoBteroli^iige. 

1T8«% P H. CoweJl On the transits 
vTMw^^uiy, M.N.A.S, 66. 36. 



SUrMbedeekungen. 

Si0he 1«9; 1782. 

MaMeteabewegung. 

WiZ. li W. Hül Integrals of plane- 
^w V MAs^um *nütable for an indefinite 
vAwih v»l liitto. A. J.B. 25. 1. 

Ovi, .4 WuW. Klliptic motoon. P.A. 

'\.'i^ H ik^itH, über eine Erklärung 
.,v. vivviuwUt^ Bewegung des Merkur- 

...Äs^^ V.NK. 171. 119. 
vcas .uvh UK%: m; 1702; 1718-19; 

HAlrtUI^'Mbewegung. 

^/^ H M SiUtf\ Over de baan- 
.7^ AV4 ,»u|üt<>v J^atolliten. C.A.A. 

" .^ 'fc M SiUt-r. (Wer de libratie 
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^, . K\uo Uemerkung 
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1794, A. V Brunn. Über die Ver- 
teilung der Perihell&ngen und Exzentrizi- 
täten der kleinen Planeten. A.N.E. 172. 
278 

1795. H. Struve. Zur Darstellung der 
Beobachtungen vonPhoebe. S.A.B. 1905. 

179G. C. V. L. Charlier. über den 
Planeten 1906 TG. A.N.K. 171. 263. 
Siehe auch 1708; 1761. 

Kometenbewegung. 

1797. H. V. Zeipel Sur rinstabilit^ 
du mouvement des com^tes. B. A. 22. 449. 

1798. a V. L. Charlier. Über die 
Acceleration der mittleren Bewegung der 
Kometen. A.M.A.F. 3 Nr. 4. 

1799. H.C.Plummer. On the possiblc 
effects of radiation on the motion of 
comets with special reference to Enckes 
comet. M.N.A.S. 65. 229. 

1800. /. B. Wood. Velodty of comets. 
P.A. 13. 140. 

1801. B. Cohn. Bahnbestimmung des 
Kometen 1742 I. A.N.K. 170. 245. 

1082. JK. Jaegermann Die Bewegung 
der Schweifmaterie des Kometen 1902 1 
auf einem zur Sonne konvexen Bogen. 
A.N.K. 171. 1. 

1808. A. 0. Leuschner. Note on the 
orbit of comet e 1904. P.A.S.P. 17. 60. 

1804. H. J. Zwiers. Ondensoekingen 
over de baan van de periodische komeet 
Holmes en over de storingen in haar 
elliptische Bewegung. C.A.A. 14. 674. 

1806. H. J. Zwiers. Rückkehr des 
' Holmes sehen Kometen in 1906. A.N.K. 
171. 66. 

Siehe auch 1702; 1720. 

Meteoritenbewegiing. 

1806. J. F. Lanneau. Physics on 
shooting Stars. P.A. 13. 484. 

ISOl.E.Weifi. Höhenberechnung der 
Sternschnuppen. D.A.W. 77. 255. 

1808. S. A. Saunder. The most pro- 
bable Position of a point determined from 
the intersections of 3 straight Unes. 
M.N.A.S. 65. 854. 

1809. H. W. Chapman. On the vali- 
dity of meteor radiants deduced from 
3 tracks. M. N. A S. 65. 238. - 
W. F. Denning 592. 

1810. TT. H. Wood. The riddle of the 
radiant. E.M.W. 81. 501. 

1811. B. L. Newkirk. Stationary 
' meteor radiants. P.A.S.F. 17. 141. 
I 1812. G. Gruss. Beobachtungen der 

Aprilsternschnuppen im Jahre 1904. A. 
N.K. 170. 173. 
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1818. G, Grundmann, über die Bahn 
des Meteon vom 3. Vü 05. J.S.6. 88. 20. 

Stemparallaxe. 

1814. T. E, Hecdh, A new view of 
the stara. Kn.L. (2) 2. 54. 

1815. J. C. Kapteyn. Jets over de 
panJlaxe van nevelvlekken. G.A.A. 14. 
726. 

Doppelstembewe^iigeii« 

1816« A. W. JRoberta. Apioidal binary 
«tar-systems. R.B.A. 75. 249. 

1817. X. E. Nörlund. Determination 
de Torbite de | Ursae m^joris. A.N.K. 

170. 117. 

1818. W. Doberck. On the elemente 
of the orbit of 70 p Ophiuchi. A.N.K. 
172. 161. 

1819« L, Terkdn. Beitrag zur Berech- 
nung der Bahnelemente von ß. Lyrae. 
A.N.K. 170. 171. 

1820. Ö. Bergstrand. Untersuchungen 
über das Doppelstemsystem 61 Cygni. 
N.A-Ü. (4) 1. Nr. 3. 

Eigenbewegung. 

1821. A. B. Hinks. On the deter- 
mination of proper motions without 
reference to mericuan places. M.N.A.S. 
66 718. 

1822. M. Wolf. Stereoskopische Be- 
stimmung der relativen Eigenbewegung 
von Fixsternen. A. N. K. 171. 321. — 
F. Bistenpart 172. 61. 

1828. G, C. Canutodc. A proposed 
method for the determination of radial 
velocities of stars. A.J.C. 23. 148. 

1824. E. J. Gheury. Sur la rotation 
d'ensemble de Tunivers. B.S.B.A. 10. 62. 

Sonnenapex. 

1825. a Schultz. Die kürzlich ent- 
deckten Nebel und die Fortbewegung 
der Sonne. D.W.B. 6. 140. 

1826. E, Belot. Sur les com^tes et 
la courbure de la trajectoire solaire. 
€.B. 142. 72. 

Astrophysik. 

1827. T. J. J. See. Researches on the 
physical Constitution of the heavenly 
bodies. A.N.K. 169. 321. 

1828. T. J. J. See. Researches on the 
rigidity of the heavenly bodies. A.N.K. 

171. 369. 

1829. E. Belot. Sur la loi de Bode 
et les inclinaisons sur T^cliptique. CR. 
141. 937. 

Siehe auch 993; 1864; 2666; 3658. 



Gestalt der Himmelskörper. 

1880. A. Liapaunoff. Recherches dans 
la th^orie de la figure des corps Celestes. 
A.P.M. (8) 14. 

Kosmische Spektralanalyse. 

1881. H. E. Lau, Sur le spectre des 
steiles nouvelles. B.A. 23. 297. 

Sonne. 

1882. B. Die alte, neue und neueste 
Sonnentheorie. S.L. 38. 125. 

1888. K. Manüius. Hipparchs Theorie 
der Sonne nach Ptolemaeus. D.W.B. 6. 
328; 340. 

1884. J. J. A. Müller. De zonstheorie 
van Schmidt. N.T.N.I. 65. 43. 

IS^b. W.Wundt. ÜberdieSchmidtsche 
Theorie der Entstehung des scharfen 
Sonnenrandes. P.Z. 7.887. 

1836. S. L. Balley. The figure of the 
sun. S. (2) 23. 191. 

1887. M. Ceraaki. Photometrie deter- 
mination of the stellar magnitude of the 
sun. S. (2) 23. 885. 

1888. S. P. Jjangley. On the com- 
parative luminosity and total radiation 
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8. 201, Nr. 631 angezeigten Arbeiten nicht in russischer, sondern in frawsi 
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Die Aufgabe der sechs Punkte in der Fhotogrammetrie. 

Von Wilhelm Scheufele in München. 

Einleitimg. 

Seitdem die YeryoUkommnung des photographisehen Apparates 
«3 ermöglicht hat, selbst bei größerem Gesichtsfeld noch perspektivisch 
richtige Bilder eines Geländes auf bequeme Weise herzustellen, hat 
man auch schon wiederholt mit gutem Erfolg photographische Auf- 
nahmen zu Yermessungszwecken benützt. Von den beiden Haupt- 
aufgaben, welche als Anwendung der Photographie auf die FeldmeB- 
kunst erscheinen, nämlich Rekonstruktion des Geländes aus mehreren 
Photographien und Bestimmung des Standpunktes, von dem aus eine 
Photographie aufgenommen wurde, hat bisher nur die erste praktische 
Bedeutung erlangt. Die zweite Aufgabe dagegen hat meist nur zu 
theoretischen Untersuchungen Anlaß gegeben und dabei zu neuen 
Problemen geführt, welche als Verallgemeinerungen der bekannten 
Methode des ebenen Rückwärtseinschneidens aufgefaßt werden können. 
Mit der allgemeinen Lösung dieser zweiten Aufgabe beschäftigt sich 
die vorliegende Arbeit. 

Es ist vielleicht nicht überflüssig, kurz einige Begriffe zu erklären, 
welche im folgenden häufig gebraucht werden. Man bezeichnet das 
Lot, welches vom optischen Mittelpunkt des Objektivs auf die Ebene 
der photographischen Platte (Bildebene) gefällt werden kann, als 
optische Achse; die Länge dieses Lotes heißt Bildweite, der Fußpunkt 
desselben Hauptpunkt der Photographie. Die Schnittgerade der Bild- 
ebene mit der durch den optischen Mittelpunkt gelegten Horizontalebene 
ist der Horizont des Bildes. Der Schnittpunkt der durch den Linsen- 
mittelpunkt gezogenen Vertikalen mit der Bildebene ist der Fluchtpunkt 
der Vertikalen (Nadir, Zenith). Hauptpunkt und Bildweite nennt man 
die inneren Orientierungselemente der Photographie, während die Rich- 
tung der optischen Achse im Objektraum, Horizont und Nadir als 
Hußere Orientierungselemente bezeichnet werden. 

Wenn eine zweckmäßige Einrichtung des photographischen Appa- 
rates es gestattet, Bildweite, Hauptpunkt und Horizont einer Photo- 

ZaitMhrift f. Mathematik u.Ph7iik. 55. Band. 1907. Heft 4. 22 
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graphie sofort anzugeben, so kann man sowohl durch Konstruktion 
als auch durch Rechnung in einfacher Weise aus der Photographie 
die Horizontal- und Yertikalwinkel der Sehstrahlen vom Standpunkt 
nach den Objektpunkten finden; mit Hilfe dieser Winkel läßt sich 
durch ebenes Rückwärtseinschneiden nach bekannten Objektponkten 
der Ghimdriß des Standpunkts und die Höhe desselben leicht berechnen. 
Besonders einfach gestaltet sich die Lösung, wenn die Bildebene vertikal 
stand. ^) 

Kennt man von einer Photographie nur die innere Orientierung 
(Hauptpunkt und Bildweite), so kann man daraus zwar die Horizontal- 
und Yertikalwinkel nicht mehr entnehmen; wohl aber kennt man dann 
noch die Winkel, welche die Strahlen des SehstrahlenbOndels unter 
sich bilden. Hieraus findet man den Standpunkt durch Rückwärts- 
einschneiden im Raum.') 

Ist die innere Orientierung nicht bekannt, so können auch die 
Winkel der Sehstrahlen aus der Photographie nicht mehr berechnet 
werden. Dagegen sind die Doppelverhältnisse des Sehstrahlenbündels 
dieselben wie die Doppelverhältnisse des entsprechenden Punktfeldes 
in der Photographie. Bemerkenswert ist nun, daß auch diese Doppel- 
verhältnisse zur Bestimmung des Standpunktes ausreichen. In dem 
Falle daß die Bildebene vertikal stand und die Richtung des Horizontes 
gegeben ist, kann man den Grundriß des Standpunktes durch ein 
ebenes Problem finden, das unter dem Namen „Problem der f&nf 
Punkte^ bekannt ist. An Stelle der zwei Winkel, welche beim 
Snelliusschen Problem notwendig sind, treten hier zwei unabhängige 
Doppelverhältnisse, welche die Kenntnis der Grundrisse und der Bilder 
von 5 Punkten des Objektes erfordern. 

Denkt man sich durch alle Strahlen des Bündels vom Standpunkt 
nach den Objektpunkten Ä, B, C, D, E Yertikalebenen gelegt und 
dieses Ebenenbüschel sowohl mit der Bildebene als auch mit der 
Grundrißebene zum Schnitt gebracht, so überzeugt man sich leicht, 
daß das Strahlenbüschel Oq{AqBqCqDqEq) in der Grundrißebene pro- 
jektiv ist zu der Punktreihe Ä'B"C"D"E'\ die man durch Projektion 
der Bildpunkt.e A'B'C'iyE' auf die Richtung des Horizontes HE 



I 



1) Formeln zur Berechnung der Horizontal- und Vertikalwinkel aus orien- 
tierten Bildern befinden eich in C. Koppe, Photogrammetrie Weimar 1889. S.8; 
und in S. Finsterwalder, Die geometrischen Grundlagen der Photogrammetrie. 
Jahresbericht der deutschen Mathematiker -Vereinigung. Band VI. 2. S. 38—83. 

2) S. Finsterwalder und W. Scheufeie, Das Bückw&rtseinschneiden im 
Jftaum. Sitzungsberichte der Egl. Bayer. Akademie der Wissenschaften. München 
1908. S. 691—614. 
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Pig. 1». 




erhält. Die Bestimmung des Standpunkt-Chrondrisses Oq kommt also 
darauf hinaus, durch die Punkte ÄqB^CqDqEq fünf Strahlen eines 
Büschels so zu legen, daß sie miteinander die gleichen Doppelyerhältnisse 
bilden wie die entsprechenden Punkte Ä'B"C"D"E" in der Bildebene. 

Diese Aufgabe ist schon wieder- 
holt gelöst worden. 0^ ist der vierte 
Schnittpunkt zweier Kegelschnitte, deren 
drei andere Schnittpunkte bereits be- 
kannt sind. Der erste Kegelschnitt ist 
bestimmt durch die Punkte A^B^C^D^ 
und das Doppelverhältnis Oo(^jBo^o^o) 
= A^{Ä^B,C,D,) = (^Ä'B"C"iyy, der 
zweite Kegelschnitt ist bestimmt durch die Punkte A^B^C^Eq und 
das Doppelverhältnis 0^{Ä^B^C^E^) ^ Ä^(Ä^B^C^E^) ^ {Ä' B'' C' E"). 
F. Steiner^) hat die Aufgabe graphisch dadurch gelöst, daß er die 
zwei Kegelschnitte punktweise konstruierte. Kinkel^) und Mandl^) 
benützten zur Konstruktion des 
Punktes Oq die zerfallenen Kegel- 
schnitte des Kegelschnittbüschels 
mit den Grundpunkten äJB^Cq Oq ; 
der erstere konstruiert zuerst das 
gemeinsame Polardreieck des 
Büschels, der letztere die Punkt- 
Involution, welche von dem 
Kegelschnittbüschel auf der Ge- 
raden DqEq ausgeschnitten wird. 
Besonders einfach wird die Lo- 



ng. Ib. 



sung. 



wenn die drei Punkte 



A^BqCq auf einer Geraden liegen, 
weil dann die beiden Kegel- 
schnitte in zwei Geradenpaare 
ausarten. 

F. Steiner*) und Mandl») 




haben auch analytische Lösungen 



des Problems der fünf Punkte angegeben, die aber ihres Umfangs 
wegen sich zur wirklichen Berechnung wenig eignen. 

Ist der Grundriß des Standpunktes gefunden, so bekommt man in 

1) F. Steiner, Die Photographie im Dienste des Ingenieurs. Wien 1891/98. 
S. 24ff. 

2) WochenBchrift des Osterr. Ing. n. Arch. Vereins 1891. Nr. 82. 

8) J. Mandl, Über Verwertung von photographischen Anfhahznen aus dem 
Luftballon. Mitt. über Gegenst. d. Artill. u, Genie -Wesens 1898. 

22* 
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einfacher Weise auch die Höhe desselben, sowie die innere Orientierung 
der Photographie. 

Das Problem der fünf Punkte reicht zur Bestimmung des Stand- 
punkt-Grundrisses auch dann noch aus, wenn zwar die Bildebene nicht 
vertikal stand, dafSr aber der Fluchtpunkt N der Vertikalen auf der 
Photographie bekannt ist; in diesem Fall ist nämlich das Strahlenbüschel 
Oq(AqBqC^DoEq) projektiv zu dem Strahlenbüschel N(A' B' C 1/ E') in 
der Bildebene, dessen Doppelverhaltnisse wieder aus der Photographie 
entnommen werden können. 

Wenn von der Photographie keinerlei Orientierungselemente ge- 
geben sind, so kann, wie E. Wälsch^) gezeigt hat, der Standpunkt 
gefunden werden durch zweimalige Lösung des Problems der fünf 
Pimkte; notwendig ist dazu die Kenntnis der gegenseitigen Lage von 
sechs Punkten des Objektes und ihrer Bilder. Nachdem der Stand- 
punkt gefunden ist, bietet die Bestimmung der inneren Orientierung 
keine Schwierigkeiten mehr. Die analytische Durchführung dieser 
Aufgabe gliedert sich in folgende Abschnitte: 

1. Problem der fünf Punkte; 

2. Problem der sechs Punkte; 

3. Determination und Spezialfälle; 

4. Ausgleichung des Standpunktes; 

5. Bestimmung der inneren Orientierung; 

6. Ausgleichung der inneren Orientierung; 

7. Numerisches Beispiel. 

Das im 7. Abschnitt behandelte Zahlenbeispiel stützt sich auf 
eine Photographie-) des Vemagtferners, welche auf Veranlassung 
E. Richters im Jahre 1884 aufgenommen wurde, sowie auf die 
Karte') des Vemagtferners, welche auf Grund seiner Vermessung in 
den Jahren 1888/89 von Herrn Dr. S. Finsterwalder gezeichnet wurde. 

1. Problem der fiinf Punkte. 

Es sind 5 Punkte Ä, B, C, D, E gegeben; gesucht wird ein 
Punkt P von der Eigenschaft, daß die Strahlen PA, PB, PCy FD 
und PE gegebene Doppelverhältnisse P(CDEB) ^ K^ und P{CDEÄ] 
— jET, miteinander bilden. 

1) P. Steiner, Die Photographie im Dienste des Ingenieure. Wien 1891/93. 
S. 24flP. 

2) „1726. KesBelwandgpitze v. Plattei." Verlag von Wnrthle und Sohn, 
SttUburg. 

S) 8. Finsterwalder, Der Vernagtfemer. Wissenschaft!. Erg. -Hefte des 
\y M. 0. Alpenvereins. I. Band, 1. Heft. Graz 1897. 



Von Wilhelm Schecfele. 



341 



Bewegt man den Punkt P mit Beibehaltung der Doppelyerhältnisse 
so, daß zunächst nur 4 Strahlen des Büschels P durch ihre ent- 
sprechenden Punkte A^ B, C, D hindurchgehen, so beschreibt P offen- 
bar einen Kegelschnitt, der durch die Punkte Ä^ jB, C, D hindurchgeht. 
Zugleich ergibt sich hieraus, daß auch der fünfte Strahl immer durch 
einen festen Punkt G des gleichen Kegelschnitts gehen muß. Punkt P 
ist daher der zweite Schnittpunkt der Geraden GE mit dem genannten 
Kegelschnitt. 

Der Kegelschnitt kann aufgefaßt werden als Erzeugnis zweier 
projektiver Strahlenbüschel mit den Mittelpunkten A und B, Um die 
bilineare Beziehung, welche 
zwischen den Parametern 
entsprechender Strahlen 
beider Büschel bestehen 
muß, möglichst einfach zu 
gestalten, wählt man als 
Grundstrahlen des Büschels 
-1 die Geraden AC und AD 
mit den Gleichungen ü^=^0 
und Fi=0, und als Grund- 
strahlen des Büschels £ die 
Geraden BC und BD mit 
den Gleichungen i/j « 
und F, =» 0. Die Gerade AB hat dann als Gerade des Büschels A 
die Gleichung Ui — q^V^^^O und als Gerade des Büschels B die 
Gleichung Uf — ö^V^ ^ 0] dabei ist q^ = y- , worin die laufenden 
Koordinaten durch die Koordinaten des Punktes B ersetzt sind, und 
(f , » * y worin an Stelle der laufenden Koordinaten die Koordinaten 
des Punktes A getreten sind. Bedeuten l^ und i^ die Parameter der 
Geraden AG und BG, so ist nach bekannten Sätzen 

^ = A{CDGB) =- P{CDEB) = K^ 
^ = B{CDGA) - P(CDEA) = K^, 




und 



woraus k^ = (IijBli und X^ ^ ö^K^ folgt. Die bilineare Beziehung 
zwischen L und l^ hat die Gestalt A, = xA,; und daraus folgt x = ,-• 

Die Gleichung der Geraden GP hat die Form (U^ — ^iVi) 
— v{U2 — ^V^) ^ 0] V wird wieder aus dem Umstand bestimmt, daß 

die Gerade durch den Punkt E gehen soll; also wird v = \j}^ri~Vh: 
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Sind Ti und tr, = xt^ die Parameter, die zum Punkt P gehören» 
so müssen die Koordinaten von P den 3 Gleichungen genügen 

(I) iu,-i,r,)-viu,-x,r,)^o 

(II) u,- T,r,-o 

(Dl) f7, -xT,F,-0. 

Hieraus folgt durch geeignete Kombination 

- XiF, + »,F, + xvl^V^ - xvtiF, - 
oder 

d.h.: 

(IV) r, -xvF,-0 (Gerade DP;; 

und daraas mit Benfitzung der Gleichung (I): 

(V) Ui-vU,^0 (Gerade CP). 

Der Schnittpunkt der Geraden (lY) und (Y) ist der gesuchte Punkt P. 
Im einzelnen erhält man folgendes Formels3rstem: Gegeben sind 
die Koordinaten 

M<h<h) JiQ>M C{c,c,) D{d,d,) E{e,e,), 

sowie die Doppelverhältnisse K^ - P(CDEB) und K^ = P{CDEÄ), 
Man berechnet der Reihe nach 

(«*)=^ c-)-?^«"; c^^-tzi: (^'^)-^': (^'^)=^:-^ 

(a6)-(ac) (a6)-(bc) „ jr 3 - JT 

« = ^ «_('«-"') (l^*>)jzi«i - «•) [( «c)-X.( a«l)] 

i. («.-6.)(l-l.)-(ei-6.)[(6c)-l,(6<Ö] 

;>! und p^ sind die Koordinaten des gesuchten Punktes P, 

2. Problem der sechs Punkte. 

Gegeben sind sechs Punkte P^(i = 1, 2, 3, 4, 5, 6) im Raum, sowie 
ihre Bildpunkte, die kurz mit den Ziffern 1, 2, 3, 4, 5, 6 bezeichnet 
0i)in mögen. 

Denkt man sich den gesuchten Standpunkt mit dem Punkt P« 
verbunden und legt man durch diese Gerade und die übrigen 5 Punkte 
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Fig. 8. 



Ebenen, so wird dieses Ebenenbüschel yon irgend zwei Ebenen stets 
nacli projektiven Strahlenbüscbeln geschnitten. Wählt man als die eine 
Ebene die Bildebene, so ist das zugehörige Strahlenbüschel vollständig 
bekannt; es ist nämlich das Strahlenbüschel 4(1, 2, 3, 5, 6). Als zweite 
schneidende Ebene nimmt man zweckmäßig die Ebene P^P^P^] diese 
Ebene wird nach einem Strahlenbüschel geschnitten, dessen Mittel- 
punkt P unbekannt ist. Dag^en erhält man sofort für jeden Strahl des 
Büschels einen Punkt, wenn man von P^ aus alle übrigen Punkte auf 
die Ebene P^P^P^ zentral projiziert; die Punkte P^P^P^ gehen dabei 
in sich selbst über; die Zentralprojektionen der Punkte Pg und Pg sind 
D und E. Da nun die Doppelverhältnisse des Büschels P{P^P^P^DE) 
aus dem Büschel 4 (1, 2, 3, 5, 6) in der Bildebene entnommen werden 
können, so hängt 
die Bestimmung des 
Punktes P nur von 
der Lösung des Pro- 
blems derfünf Punkte 
in der Ebene PiPjPg 
ab. Die Gerade PP^ 
ist dann ein erster 
geometrischer Ort für 
den Standpunkt 0. 

In gleicher Weise 
denkt man sich den 
Punkt mit Pg ver- 
bunden und durch diese Gerade und die übrigen Punkte Ebenen gelegt. 
Der Schnitt dieses Ebenenbüschels mit der Bildebene ist das bekannte 
Strahlenbüschsel 5(1,2,3,4,6). Der Schnitt mit der Ebene PiP^Pj 
ist ein dazu projektives Strahlenbüschel ö(Pi, Pj, Pj, T>, JP); Punkt F 
ist der Schnittpunkt der Geraden P^P^ mit der Ebene P^P^P^. 
Punkt Q wird daher ebenfalls durch Lösen des Problems der fünf 
Punkte gefunden. Gerade QP^ ist ein zweiter geometrischer Ort für 
den. Standpunkt 0. 

Die Lage der Ebene P^P^P^ gegenüber dem Koordinatensystem 
wird am einfachsten bestimmt durch ihre Schnittgerade P^Pi3P23 mit 
der Grundrißebene und den Neigungswinkel € gegen die Grundrißebene. 
Löst man in der Ebene P^P^Pg zweimal das Problem der fünf Punkte 
und projiziert dann die ganze in der Ebene P^P^P^ gelegene Figur 
orthogonal auf die Grundrißebene, so bleiben die Doppelverhältnisse, 
die allein die Punkte P und Q bestimmen, unveiundert; man kann 
daher die Gh-undrisse der Punkte P und Q auch direkt in der Weise 
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finden, daß man die zweimalige Lösung des Problems der fOnf Pankte 
gleich im Grundriß vornimmt. Hat man die Grundrisse yon P und Q, 
so liefert der Schnittpunkt der Grundrisse von PP^ und QP^ auch den 
Grundriß des Standpunktes. Aus den Grundrissen und der bekannten 
Lage der Ebene P^P^P^ ergeben sich leicht die dritten Koordinaten 
von P und Q und schließlich auch die dritte Koordinate des Stand- 
punktes 0. 

Die ausführliche Rechnung führt zu folgendem Formelsystem: 
Gegeben sind die Objektpunkte 

-PiC^iyi^i); PÄ^$y9^t)y Psip^iVz^z), PA(^AyA^A)f AC^sys^s), -PsC^sys^«) 

und die Bildpunkte 

l(gi^i), 2(1«^.), 3(g,i?,), 4(i,rj,), bi^fi,), 6(|ei?6). 
Man berechnet der Reihe nach: 

^1» =* ^1 + (^2 ~ ^i) r^ y 9 ^18 °* ^1 + (^8 ~ ^i) ^ _ ; 9 



e, 



y« - yi + (y» - yO r-i-.- > y« = yi + (y» - yO 



s 



* 



Vn = »2 + (% - »2) ;-i-T- 

tg^ « yi» ~?ii = y» — yii _ yts ~yis . 

^1« ^1» *1S ^1 ^18 *18 

«< = (y< — yi») cos * — (««- «u) sin * (»-1,2, 3, 4, 5, 6). 



*1 *1 *8 



'*!" 1-1«, ' «l- l_i^ ' /l- 1-^1., • 



j _ V A — ^iiVs p «. y* — ^46y6 /• _ yß_-^56y6 

»2 1 __1 ' «1—1 ' ' « "" 1 — 1 

y<^'^' (-)-Si^ (»'O-H. ('«>-|-e:-S. m-^- 

.-»-r'i' <»^'-t-=s' («)-i'=-s (^'-r^-t- 

(46) - (48) . (42) - (48) ^, _ (66) -Jö8) . (62) -^68) 

^\ '" (46)'— (46) ' (42) - (45) ' ^* (66) — (46) ' (62) — (46) 

(46) - (48) . (41) -(43 ) ^, _ (6 6) -(68) ^ (61) - (68) 

*t "■ (46) - (46) • (41) - (46) ' ^* (56) - (46) ' (61) - (45) 



_:^ 
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(06) — (6c) 1 _ - JT r = * IT' v'— ^» 

**> (itÖ^''^' '4-<yj-ö-»» /lj-tf2Äg, X-j,- 

„ _ (f. - y.) (1 - ^1) - (e. - ».) [(«c ) - ^ (^«J)] 
(«. - .V,) (1 - 1,) - («i - «.) [(&«)- 1. (frrf)] ' 

,'= !^-^-!i;-!^-g- ^>g^^^ • Probe: v. - v'x'. 
(dp)=.(,i,) = («^^^, (,^)_(?4^), (03) = (^-^^). 

p = ^6 — ^4 -:(a?5 — «4)(^ ^ ^ y4 — yp — (J^4— ^6)(g^) 

_ ?6Zll^ = 5l-ZL?^i « _ Vß — 1^1 _ ^4 - «'l'j 

« 1 — ^ 1 — tf' ^o l~p 1 — tf 

s, « (g, - yj C08^ - (^i - iTi,) sin^, ^3 = S^tgf. 

O 1 — p 1 _ <y " 

^oVo^o ^^^ ^^ Koordinaten des Standpunktes 0. 

3. Determination und Spezialfälle. 

Die im yorigen Abschnitt angegebene Lösung der Aufgabe der 
sechs Punkte bedarf nach zwei Richtungen einer Ergänzung: Es ist 
einerseits noch zu untersuchen^ unter welchen Umständen die Bestim- 
mung des Standpunktes überhaupt anmöglich wird, und andererseits, 
wie die Lösung sich gestaltet, wenn die sechs gegebenen Punkte P^ 
eine besondere Lage im Räume haben. 

Die Bestimmung des Standpunktes ist im wesentlichen geleistet, 
sobald die Punkte P und Q (vgl. Fig. 3) in der Ebene PiPjP, gefunden 
sind. Die Lage des Punktes P auf seinem Kegelschnitt ist offenbar dann 
und nur dann unbestimmt, wenn der Punkt E mit dem Punkt G zu- 
sammenrällt ^) oder, was dasselbe ist, wenn P auf dem Kegelschnitt 



1) Analytisch zeigt sich das dadurch, daß v = - wird. 
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liegt, der durch die fünf Punkte ABCDE hindurchgeht. Im Raum 
entspricht das dem umstand, daß der Standpunkt auf dem Kegel 
zweiter Ordnung liegt, welcher den Kegelschnitt ABCDE vom Punkt 
P4 aus projiziert. Ähnliches gilt für den Punkt Q\ die Lage des 
Punktes Q auf dem zugehörigen Kegelschnitt wird dann unbestimmt^ 
wenn der Standpunkt auf dem Kegel liegt, der den Kegelschnitt 
ABCDF vom Punkt P5 aus projiziert. Nun ist aber aus der raum- 
lichen Anschauung ohne weiteres ersichtlich, daß die Punkte PQD 
unter allen Umständen in einer Geraden liegen müssen, was analytisch 
durch die Prohe vx = vx' gekennzeichnet ist. Daraus folgt, daß der 
Standpunkt selbst dann noch gefunden werden kann, wenn nor einer 
der Punkte P und Q auf seinem zugehörigen Kegelschnitt bestimmt 
ist. Unmöglich ist die Aufsuchung des Standpunktes nur dann, wenn 
er gleichzeitig auf den beiden Kegeln zweiter Ordnung P^{ABCDE) 
und P^{ABCDF) liegt. Diese zwei Kegel haben aber die Gerade 
P4P5 sowie diejenige Raumkurve dritter Ordnung gemeinsam, welche 
durch die Punkte P^P^P^P^P^P^ bestimmt ist. Der Fall, daß der 
Standpunkt auf der Geraden P4P5 liegt, ist praktisch bedeutungslos, 
da er ein Zusammenfallen der Bildpunkte 4 und 5 zur Folge hätte 
und überdies leicht vermieden werden könnte dadurch, daß man an 
Stelle von P^ und Pß zwei andere Punkte auszeichnet. Man gelangt 
zu dem Resultat: 

Die Bestimmung des Standpunktes aus sechs Objektpunkten und 
ihren Bildern ist dann und nur dann unmöglich, wenn der Standpunkt 
zufällig auf der Raumkurve dritter Ordnung liegt, welche durch die 
sechs Objektpunkte hindurchgeht. Die Raumkurve dritter Ordnung ist 
daher „gefahrlicher Ort" für den Standpunkt. 

Unter den Spezialfällen, welche durch eine besondere Lage der 
sechs gegebenen Punkte bedingt sind, ist zunächst der Fall zu be- 
sprechen, daß die sechs Punkte in einer Ebene liegen. Die Ebene der 
Punkte P^ und die Bildebene sind kollinear; die kollineare Beziehung 
ist aber bereits festgelegt durch die Zuordnung von vier Punkten der 
Objektebene und der Bildebene. Die Aufgabe, den Standpunkt zu 
suchen, kommt dann darauf hinaus, die zwei Ebenen in Perspektive 
Lage SU bringen; dies ist bekanntlich stets auf unendlich viele Arten 
möglich. Das Zentrum der Perspektivität (Standpunkt) liegt auf einem 
Kr^ia (Halbkreis), dessen Ebene sowohl auf der Bildebene als auch auf 
<fer Objektebene senkrecht steht. 

Widitiger ist der Fall, daß vier der gegebenen Punkte, nämlich 
^. ?*P, I\% in einer Ebene liegen, die beiden anderen P5 und P^ aber 
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außerhalb derselben. Mit Hilfe der kollinearen Beziehung zwischen 
der Ebene PiP^P^P^ und der Bildebene, die durch die vier Punkte 
gegeben ist, kann man leicht diejenigen Punkte P und Q berechnen, 
in denen die Sehstrahlen vom Standpunkt nach den Punkten P^ und Pg 
die Ebene P^P^P^P^, treffen. Der Schnittpunkt der Geraden PP^ und 
QPs ^^^ dann der gesuchte Standpunkt.^) Der gefährliche Ort für den 
Standpunkt besteht aus der Geraden P^P^ und dem Kegelschnitt; der 
durch die Punkte P^P^P^P^ und den Schnittpunkt der Geraden P^Pß 
mit der Ebene P^P^P^P^ bestimmt ist. 

Unter der- Annahme, daß die Punkte P^P^P^P^ in einer Horizontal- 
ebene » h liegen, bekommt man das nachstehende Formelsystem. 
Gegeben sind 

die Objektpunkte: P^ix^y^h), P^ix^y^h), P^{x^y^h\ P^(x^y^h), 
^5(^6^6^5)7 -PeC^eye^e); 
und die Bildpunkte: l(lii?i), 2(^^rii), S^ji?«), 4(1^1?^, b%%), Q{^%). 
Man berechnet: 

^^^)"i7=? (^^)=J-i' (^^)=f;-? (^^)=I3 (^^)=l^i! 

(23) = ^^ (24) = '«~|' (25)-^»=^'- (26) = 5^. 

IT = (^^)-W . (12) -(18) s" (") -(*-') • (12) - (1^) 
■"•i (16) - (U) • (12) - (U) -"-i = (16) - (U) • (12) - (U) 

^ (26) -(23) . (12) -(23) „, _ (26)^(28^ . (12) -(28) 
■^ " (25) — (24) • (12) — (24) » (26) — (24) ' "(12) — (24)' 

(o6).?^Lliy. (oc) = ?^-''' (ad) = ^*-^' (6c) = ?^=^ (&d)=.?^i?' 

"") /'/,«^ (ac) — p,X,(ad) , . (oc)-p,jri(od) 
(a6)-(«d) ^«^^ r-^~ ^"«^ i~Pr-^,~ 



_(«&)-(ac) 



(a6)-(6c) ., . ibe)-a,K,(bd) ,,. (6c)-«,ir,(6d) 

«« - (ii^^bd) ^^P) = 1 - »7]f ~ ^*«^ r- 7. [KJ- 

^«,(6p)^«,(ap)^-y^^ ^ a;i(6g) — g, (wg) -y, + y, 

i»! (6p)"- («P) *' (<'9y-(a9) 

A - yi + (oi')(Pi - «i) - y» + (*l>)(Pi - «») 

2» = yi + (««) («1 - «i) = y» + (*2)(«i - a:,). 



1) Aus dem Vonrasgehendeii enieht man leicht, daB der Standpunkt schon 
berechnet werden kann, wenn man aofier den vier in einer Ebene liegenden 
Punkten PiPfP^P^ nur noch einen Punkt aufierhalb dieser Ebene kennt; der 
Standpunkt iet der Schnittpunkt eines Kreises mit einer Geraden. 



348 I^ie Aufgabe der sechs Punkte in der Photogrammetrie. 

J/o == A + (% -JPi)(p5) = 3s + (^0 - «i)(«6) 



h + 



(^•-Ä)(yo — g.) 



ye — «8 

x^y^gQ sind die Koordinaten des Standpunktes. 

Endlich möge die Lösung auch noch angedeutet werden für den 
Fall, daß 3 Objektpunkte P^P^P^ in einer Geraden liegen. Man denkt 



Fig. 4. 




sich wie im allgemeinen Fall die Punkte P^ und Pg mit dem Stand- 
punkt verbunden und sucht zuerst die Schnittpunkte P und Q der 
Geraden P^O und P^O mit der Ebene P^P^P^P^. 
Man berechnet 
T. , ^ .^ ^ ^ ^ f^(JPiA^3^) = 4(l,2,3,5) 

Punkt G aus (PiP,P,G) = P{P,P,P,P,) = 4(1, 2, 3, 6), 
Punkt Ä aus {P,P,P,H) = Q{P,P,P,P,) = 5(1, 2, 3, 6). 
Dann bestimmen 

Gerade DF und PjG den Punkt P, 
Gerade DP und P^H den Punkt ^, 
Gerade PPt und ^P^ den Standpunkt 0. 
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Statt die ganze Rechnung in der Ebene P^^P^P^P^ auszuführen, löst 
man die Aufgabe zunächst im Grundriß^ worauf die dritten Koordinaten 
von P, Q und sich ohne Schwierigkeit ergeben. 

Die beiden Kegel, welche den gefährlichen Ort bestimmen , zer- 
fallen in die Ebenenpaare P^P^P^P^ P^P^Pe ™d ^i^a^sA? ^lA^ej 
der gefährliche Ort ist also die gemeinsame Ebene P^P^P^, 

4. Ausgleichung des Standpunktes. 

Aus dem Vorausgehenden ergibt sich, daß es stets möglich ist, 
durcli 6 allgemein gewählte Raumpunkte ein Strahlenböndel so zu legen, 
daß die Strahlen des Bündels gegebene Doppelverhältnises miteinander 
bilden.^) Sind mehr als 6 Punkte im Raum gegeben, so ist es im 
allgemeinen nicht mehr möglich, ein Strahlenbündel mit gegebenen 
Doppelverhältnissen genau durch die Punkte hindurchzulegen. Es ent- 
steht dann die Aufgabe, den aus 6 Punkten gefundenen Näherungsort 
des Bündelmittelpunkts mit Beibehaltung der Doppelverhältnisse so zu 
yerandem, daß ein möglichst genaues Einpassen des Strahlenbündels in 
den Haufen der Fixpunkte erzielt wird. Am zweckmäßigsten wird es 
in der Regel sein, die Summe der Quadrate der Abstände der Fixpunkte 
von den zugehörigen Strahlen zu einem Minimum zu machen. 

Vollkommen systematisch läßt sich diese Ausgleichung in folgender 
Weise durchführen: Damit die Doppelverhältnisse im Strahlenbündel 
dieselben werden wie in der Bildebene, sucht man das Strahlenbündel 
und die Bildebene kollinear aufeinander zu beziehen. Dazu sind 4 Strahlen 
und die zugehörigen Bildpunkte notwendig. Man verbindet also den 
Näherungsstandpunkt mit 4 Objektpünkten und schneidet dieses Bündel 
mit einer beliebigen Ebene, z. B. mit der Ebene rr = 0. Die Schnitt- 
punkte haben die Koordinaten Y^Z^, die entsprechenden Bildpunkte 
die Koordinaten i^r|^. Setzt man mm 

so lassen sich aus diesen 8 Gleichimgen die 8 Unbekannten a^^ be- 
rechnen. Sind die Koeffizienten a^^ gefunden, so kann man aus den 
Koordinaten %^r{^ aller übrigen zur Verfügung stehenden Bildpunkte 
die zugehörigen Y^Z^ berechnen. Verbindet man jetzt die in der 
Ebene :r = liegenden Punkte Y^ Z^ mit dem Näherungsstandpunkt, 
80 werden nur die zur Berechnung der a^^ verwendeten Strahlen durch 
ihre entsprechenden Fixpunkte hindurchgehen, die andern aber nicht. 

1) Voraassetzong ist dabei nur, daß die Doppel Verhältnisse aas einer wirklichen 
oder abgeleiteten Perspektive des räumlichen Punkthaafens entnommen werden. 
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Man hat nun sowohl die Koordinaten des Standpunktes als auch die 
Koeffizienten a^^ so zu yerändem, daß die Summe der Quadrate der 
Abstände der Fixpunkte von den zugehörigen Strahlen zu einem Mini- 
mum wird. 

An Stelle dieser etwas weitläufigen Ausgleichung mit 11 Un- 
bekannten wird im nachfolgenden Zahlenbeispiel von einer andern Ge- 
brauch gemacht, die insofern nicht mehr systematisch ist^ als 4 Strahlen 
des Bündels stets durch ihre entsprechenden Fixpunkte hindurchgehend 
angenommen werden. Dafür hat diese Methode den Vorteil^ daß sie 
nur 3 Unbekannte^ nämlich die Verschiebung des Standpunktes, enthält. 

Es seien 8, 99, (S, ® die Vektoren vom Näherungsstandpunkt 
nach 4 passend gewählten Objektpunkten, und 1, 2, 3, 4 die zugehörigen 
Bildpunkte. Man betrachtet nun die Vektoren 8 und 93 als Achsen 
zweier Ebenenbüschel, die zu den Strahlenbüscheln 1 (2, 3, 4, ...*'. . .) 
bezw. 2 (1, 3, 4, . . . i . . .) in der Bildebene projektiy sind. Da irgend 
ein Punkt i der Bildebene durch zwei Doppelverhältnisse ät^» 1(2,3, 4,t) 
und h'i » 2 (1, 3, 4, i) eindeutig bestimmt ist, so läßt sich aus k^ und 
Jc'i auch die Richtung ^^ des dem Bildpunkt i entsprechenden Strahles 
berechnen; man braucht nur diejenigen zwei Ebenen der Büschel % 
und 99 zum Schnitt zu bringen, welche mit den Ebenen 3193, 91 G, 9% 
bezw. 9391, 93 S, 992) die Doppelverhältnisse k^ bezw. k] bilden. 

Die Ebenen des Büschels % sind dargestellt durch die Biyektoren 
[8193], [8S], [813)]; der letzte Bivektor muß eine lineare Verbindung 
der beiden ersten sein, also 

[a93]-f A[ac]-(>[as)]. 

Ebenso im Büschel 93 

[938l] + A'[93(£]«p'[93S)]. 

Zur Bestimmung von k und A' braucht man nur mit ^ zu multi- 
plizieren; es wird dann: 

^ [3)6;«]'' ""[3)»®]' 

Die Ebenen 8^,. und 99 d| können in entsprechender Weise dargestellt 
^(^Tden durch 

[Sl93] + fi,[ae] und [93 «] + #*:• [93®]. 

^^ Parameter fi^ und iii sind bestimmt durch 

<r, = ^V , ^'. = *' ; d. h.: ^ = ^- , Hi^^' 
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Der Vektor g^ in der Schnittlinie der Ebenen Sg,. und 95^,. ist, abge- 
sehen von der Länge und dem Kichtungssinn dargestellt durch das 
Produkt [a8j[SB«J, d. h.: 



ras5 + ^taJBir»« + |sB(£], 



oder da bekanntlich [ÄSB] [»(£] « [8l»e]95 ist und es auf den Zahl- 
faktor [9[93(S] nicht ankommt: 



ÄA-±(,-,« + '^» + ^|;e). 



Die aus den Doppelverhältnissen der Bildpunkte berechneten Strahlen d, 
werden im allgemeinen nicht durch die entsprechenden Fixpunkte P, 
hindurchgehen. Verschiebt man den Standpunkt so, daß die Grund- 
strahlen 9iy 99, (S, ^ auch nach der Verschiebung noch durch die ent- 
sprechenden Objektpunkte P^^P^P^P^ gehen, und behält man außerdem 
die Doppelyerhältnisse k^ und Jci bei, so gehen die Vektoren ^^ in neue 
Vektoren ^2 über. Die Verschiebung des Standpunktes ist nun so zu 
wählen, daß die Summe der Quadrate der Abstände der P^ von den 
Strahlen d,- ein Minimum wird. 

Bezeichnet man die Veränderung des Standpunktes mit £, so gehen 
die Vektoren «, 95, (S, 5) über in 31 - X, 95 - 3E, (5 - 3E, 3)-3E; 
die Parameten X und A' werden zu A (1 + X | I) und A' (1 + 3£ | %'\ 

wobei cj- _ i ^ (« - ^)+ I ^JB _ I ® (?-^)±_l5® 

^, r3)(g-g) + i »s __ : ^(«_~ ») + m 

Endlich wird 

Sind 91^ die Vektoren vom Näherungsstandpunkt nach den über- 
zähligen Fixpunkten, und ^^ die senkrechten Abstände der Fixpunkte 
von den d), so wird 

oder mit Vernachlässigung von Gliedern IL Ordnung: 

Diese Fehlergleichung in Vektorform zerfällt in drei Fehler- 
gleichungen zwischen den Koordinaten. Stehen im ganzen n Objekt- 
punkte und ihre Bilder zur Verfügung, so erhält man also 3 (n — 4) 
Fehlergleichungen. Aus diesen sind in üblicher Weise die Normal- 
gleichungen zu bilden und aufzulösen. 
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5. Bestimmimg der inneren Orientierang. 

Nachdem man die Lage des Standpunktes 0' g^enüber dem Ob- 
jekt gefunden hat, ist die Bestimmung der inneren Orientierang ledig- 
lich ein Rückwärtseinschneiden im Raum. Es handelt sich nämlich 
um die Aufgabe: In der Bildebene ist eine Reihe von Punkten g^eben 
durch die Koordinaten in einem rechtwinkligen System i'j'; gesucht 
ist im Bildraum t'ji'f' ein Punkt M mit den Koordinaten SHD tob 
der Eigenschaft, daß das Strahlenbündel von M nach den Bildpnnkten 
kongruent wird zum Strahlenbündel vom Standpunkt 0' nach den 
Fixpunkten F^ im Objektraum ij[f. S und H sind die Koordinaten 
des Hauptpunktes Ä, D ist die . Bildweite. Zur Berechnung von SSJ^ 
ist die Kenntnis von 3 Punkten im Bildraum und den zugehörigen 

Flg. 5. 




Strahlen im Objektraum notwendig; die analytische Lösung führt auf 
eine Gleichung 4. Grades und ist daher ziemlich langwierig.*) Da nun 
zur Bestimmung des Standpunktes schon 6 Punkte notwendig waren 
und die Berechnung von SHD vorläufig nur die Bedeutung einer 
Nähenmgslösung hat, so erscheint es wohl gerechtfertigt, noch einen 
vierten Punkt in die Rechnung mit einzubeziehen. Die Aufgabe wird 
iiadurch zwar überbestimmt, die Lösung dafür aber eindeutig und er- 
heblich einfacher; sie läßt sich dann zurückführen auf ein zweimaliges 
Rückwärtseinschneiden in der Ebene.*) 

1) S. Finaterwalder und W. Scheufeie, Das Rückwartaeinschneiden im 
Kaum. Sitzungsberichte d. K. Bayer. Akademie der Wisfienschafben. München 
1908. S. 691—614. 

2) Zur graphischen Lösung bereits angewendet in S. Finsterwalder, Di« 
^metrischen Grundlagen usw. S. 31. 
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Es seien 01(12(18(14 die Richtungen von vier Strahlen im Objektraum 
ijif; am bequemsten nimmt man gleich die Einheitsvektoren der bei 
der Ausgleichung des Standpunktes benutzten Grundstrahlen 8' = 31 — X, 
8'«JB — X, (£' = e-X, 3)' = D — X. Man sucht dann zunächst 
die Richtung o^ der Geraden, in 
welcher sich die Ebenen o^Q^ und 
OgOs schneiden. Die den Einheits- 
Tektoren a^ entsprechenden Punkte 
in der Bildebene i'j' mögen wieder 
kurz mit 1, 2, 3, 4 bezeichnet 
werden, ihre Koordinaten mit i^%^ 
Dem Strahl o^ entspricht der 
Schnittpunkt Oi^^rj^ der Geraden 
(14) und (23). 

Jetzt denkt man sich den op- 
tischen Mittelpunkt M gefunden 
und legt die Ebenen Jf (014) und 
Jlf (023) in die Bildebene um. Die 
Umlegungen M' und M" können 
durch Rückwärtseinschneiden nach 
den bekannten Punkten 014 bezw. 
023 leicht bestimmt werden, da ja 

die Winkel d^^ bei M' und -Sf " aus dem Bündel der a^ entnommen werden 
können. Man braucht jedoch nicht die Koordinaten der Punkte ilf ' 
und Jf" selbst, sondern nur die Winkel tp und 9', 
welche die Gerade jJfO mit den Geraden Ol bezw. 
02 einschließt, sowie die Entfernungen r^r^r^ des 
Punktes M von den Bildpunkten 012. Man be- 
trachtet nunmehr das Dreikant, das gebildet wird 
von den Strahlen OJf, Ol und 02. Von diesem 
Dreikant kennt man die drei Seiten 9, q)' und 
if' — ifj wenn man mit ^ und ^' die Richtungen 
der Strahlen Ol und 02 bezeichnet. Infolgedessen 
lassen sich nach bekannten Formeln der sphärischen 
Trigonometrie sowohl die Richtung d' des Strahles 
Oä als auch die Neigung 2 ^^^ Geraden OM gegen die Bildebene 
berechnen. Daraus findet man dann leicht D, S, H. 

Man erhält folgendes Formelsystem: 

Gegeben sind die Einheitsvektoren a^ 0, Og a^ , sowie die Bild- 
punkte 

^i^%), 2(1,%), 3(S,,,), 4 (!,,,,). 

Zaitsohzift f. Mathematik u. Physik. 65. Band. 1907. Heft 4. 23 




Pig. «b. 




y^^ 
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Man berechnet der Reihe nach: 

008*10 = 01 Qo cos*2o == OjOo cos*i4-= 01,04; Probe: ^u = ± (*io ± *4o) 

C08*4o = Ö4K COS*3o='ft8;Oo <^0S *a8 = ^2 ' «3 ; *2S = ± (*20 ± *So) ' 

. ^ ^ 1 60 —£4 j Bi?:_*i4 _ ^0 — ^4 ; sin *i4 . 

tff 03' = ^'»^^ ^' ' — *^» = ! ^«^ ^-» I «"^ ^IS 

° li — 6s : sin *„ ^j — »J, I Bin S^^ 

tg^=^^;i|; tg^'==J;i^(o^(;.)<36oo). 

„ _ (S. - 8<.)8in(9 + *„) _ (I. - So)8 m(y' + J..) . , _ ^ ^ .„ „ . 
'^o ~ cos i(. Bin *„ ~ cos 1/. ' sin *„ ' M " '^o ''°''» "* ' 

(li — lo) «n (9 + *i<.) _ in, — 10) «in (qp' + *„) . ^ ^ ^. , 



sin tl> sin ^^^ sin 1^ ' sin ^,q 

cos qp cos 9' 



cos y = — - - — - - . - • 

^ cos (<©• — 1^) cos (1/)' — -O-) ' 

D^r^sinx] Ä= So + ^oCos;jrcoB^; H ^ rj^ + ro cos ;|r sin ^. 

S, H sind die Koordinaten des Hauptpunktes A] D ist die Bildwei^. 
Um die Einheitsvektoren i' und j' durch die ijl auszudrücken^ 
findet man sofort aus der räumlichen Anschauung: 

(Si - So) i' + (^1 - Vo) y = n Ol - ^oöo 



Polglich: 



i' (cotg ^ - cotg ^') = ^^ °^ "^^-^^^ - '«"•-" '^^"^ 



^0 ^1 -- ^0 



Die hieraus berechneten Vektoren i' und j' werden im allgemeinen 
weder genau rechtwinklig zueinander stehen , noch auch genau die 
Länge 1 haben; sie sind daher in geeigneter Weise zu verbessern. 
Schließlich erhält man auch f aus f = |i'j'; die Richtung der optischen 
Achse ist — V. 
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6. Ausgleiclinng der inneren Orientiemng. 

Verbindet man den Standpunkt 0' mit allen Objektpunkten P^, 
so erhält man ein Strahlenbündel, dessen Einheitsvektoren mit g,. be- 
zeichnet sein sollen. In gleicher Weise erhält man im Bildraum ein 
Strahlenbündel 1^^, wenn man vom optischen Mittelpunkt M aus die 
Strahlen nach den Bildpunkten / zieht. Diese beiden Strahlenbündel 
9, und ^j werden aber nicht vollständig kongruent sein. Man sucht 
nun eine bessere Übereinstimmung beider Bündel dadurch zu erzielen, 
daß man das Bündel ^^ sowohl durch eine kleine Verschiebung des 
Mittelpunktes M als auch durch eine kleine Drehung des ganzen 
Bündels verändert. Am besten nimmt man diese Veränderung so vor, 
daß die Summe der Quadrate der Abstände, welche die Endpunkte 
entsprechender Vektoren \)^ und g^ voneinander besitzen, möglichst 
klein wird. Dazu muß man sich allerdings erst die Mittelpunkte der 
beiden Bündel zur Deckung gebracht und die Vektoren g^ in das 
Koordinatensystem des Bildraumes i'ji'I' umgerechnet denken. 

Bezeichnet man den Vektor vom Anfangspunkt des Systems i'i'l' 
nach dem perspektivischen Zentrum M mit 9)1 und die Vektoren nach 
den Bildpunkten mit 93^, so ist 

9'-;»:-aR ~ r. rr ^ ^ r. I + r. ^ ' 

' t • • » t 

r,. ist die Entfernung des Punktes M vom Bildpunkte /. Erteilt man 
jetzt dem Punkt M eine kleine Verschiebung ^, so gehen die Vektoren 
% über in 

Wird dieses Bündel in seiner Gesamtheit der Drehung U unterworfen, 
80 resultiert das neue Bündel 

Der Unterschied der Vektoren g, und % ist daher 

• * 

Setzt man 

g)-r.i'+r,i'+r3f' und yx^u.v +ü,\' + u,v, 

83* 
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so erhält man aus der obenstehenden Fehlei^leichung in Vektorform 
drei Fehlergleichungen zwischen den Koordinaten, nämlich 

81'-- ^;[H'-r'n-l'-'^-'-^,"-^ ■'"-.' 'r" -l-.-''+(7.t«+,ir-H 

8 i--';''T^''7''+^H''T")']-?''T"l''+£'.-,'' -f'.^7''+»'i--';'' 

Auch das Eoeffizientenschema der Normalgleichungen läßt sich 
noch leicht allgemein anschreiben. Es wird: 

[««]"2;.[i-eT^i m-^h[^-^-^r] M=-2A[i-r/i^= 
w-^iH'-r^'] M=2[i-CT"n [^/i=z[^-(^^j- 

=22:[i-f7^fl:i'+'^9ir+>^9^f]- 
[''«]=-2'^-'-T'' [^n^-2"';^"'' i^n—^'-/-^- 
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7. Nümerisclies Beispiel. 

Die Koordinaten aller zur Reclinung benützten Punkte sind in 
der nachstehenden Tabelle zusammengestellt. Die Koordinaten der 
Bildpunkte sind bezogen auf ein willkürlich angenommenes recht- 
Tvinkliges System |, iy; die Koordinaten Xj y, z der zugehörigen Fix- 
punkte wurden der Originalkarte des Herrn Dr. S. Finsterwalder 
entnommen; hierbei sind die xr- Koordinaten bereits in bezug auf Erd- 
krümmung und mittlere Refraktion verbessert. Die Koordinaten der 
Objektpunkte sind in m^ die Koordinaten der Bildpunkte in mm ge- 
messen. 



1 


Objektpunkte 


Bildpunkte 
1 ^ 




1 '1 -'"i y " 


z 


lA 


6688,^ 


7627,2 1 3824,6 


23,05 65,76 


Hintergraslspitze; 


2 


4083,0 


9062,0 1 2407,0 


- 80,90-84,00 


Felsen am Bachufer; 


8 


7606,0 1 8987,0 | 3820,0 


- 117,55 64,75 


Felsgipfel sädl. d. Eesselwandsp. 


4A 


8808,9 


5704,1 8468,5 


64,70 1 46,40 


Schwarzwandspitze ; 


5 


. 7128,6 


6573,0 8849,8 


117,95 1 51,30 


Felsgipfel siidöstl. d. Hoch- 




1 




vemagtsp. 


6 


4125,5 1 9118,0 2468,0 


-112,10-52,80 


Fels auf d. rechten Seite des 


i : i 




Vernagtgrabens; 


7 : 4198,0 


9122,5 2612,0 


-117,25-24,80 


« \ 


8 : 4460,0 


8766,0 


2498,9 


- 6,40 ' - 21,50 


t» ' 


9 7690,0 


7557,6 


8881,7 


- 14,86! 49,90 


Felskuppe östl. vom Flucbtkogl; 


lOAl 7608,2 


8676,6 


3413,5 


- 96,20 61,16 


Kesselwandspitze ; 


11 4406,0:8869,0 


2496,9 


- 32,25 j- 22,60 


Fels auf d. rechten Seite des 




! 


1 


Yernagtgrabens; 


12 


4074,0 1 9120,0 l 2418,0 


-111,60 -83,40 


^^ 5 


18 1 7216,0 ! 8864,0 1 3187,1 


- 64,06 +46,00 


Felsgipfel nordöstl. d. Kessel- 










j 


wandspitze. 



Der Nähernngsstaiidpiinkt wurde bestimmt mit Hilfe der Punkte 
4, 5, 11, 10, 7, 3. Es ergab sich 

x^ - 3473,2 % = 9169,7 e^ = 2541,5. 

Für die Ausgleicliung des Standpunktes wurden die Punkte 1, 2, 3, 4 
als Grundpunkte angenommen; die Grundstrahlen des Bündels im Objekt- 
raum sind daher (Einheit = 1 km): 

Sr - 3,0600 i - 1,6425 j + 0,7830 ! 
33 = 0,6098 1 - 0,1077 i - 0,1345 ! 
© = 4,0318 i - 0,2327 \ + 0,7785 1 
% == 4,8357 i - 3,4656 j + 0,9220 1. 
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Die Aufgabe der aechs Punkte in der Photogmnunetrie. 



smo 



eeoo^ 




MaS<teb 1 : 60000. 
Äquidiituu 50 m. 

Die fibrigen 

- 4,6169 
4- 5,8177 

- 1,0865 

- 1,4903 
+ 0,0951 
+ 0,1114 

- 1,6816 
+ 0,0889 



+«0» 



-90» 



Punkte liefern die Fehlergleichungen 
X, + 0,9163 Xj + 14,9585 X, - 0,0051 = /i*) 
Xi + 2,1785 X, - 1 1,9897 X, - 57 = ff^ 
Xi + 0,0569X2+ 3,3545 Xg- 21=^" 
Xj- 1,0316 Xj- 0,4925 X,- 4 = /J«) 

X, + 0,2488 X,+ 0,2555 X,- 39=/J*' 
Xi + 0,0282 Xj+ 0,3439X3- 13 = ^«) 
X, - 1,3290 X, - 0,1333 X, - 1 - /i'> 

X, + 0,3642 Xj + 0,2194 X, - 17 = /X') 



Von WiLHKLM SCHBUFELK. 
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Horizont 




II 1 l 1. 

7 6 8 11 8 
12 








- 0,0450 Xi - 0,0651 A', + 


0,4906X3 + 


4 = 


= /TT) 


- 1,7953 Xi- 0,5464 X,+ 


0,4740X3- 


28 = 


=/■]»> 


+ 0,8708 X, + 0,1281 X, - 


0,8644 X3 - 


6(5 


=/)« 


+ 0,0050 X, + 0,1029 X, + 


0,4347 X, - 


23 


»/X8) 


- 8,2148 X, - 5,9962 X, + 10,3327 X, + 


49 = 


= /!'•' 


+ 2,7727 X, + 1,1018 X, - 


4,9866 Xj + 


115 = 


= C 


- 1,5871 X, - 1,1581 X, + 


2,0383 X,- 


14 


= /}'> 


- 9,2642 X'i - 9,3643 Xj + 


8,5894 X, + 


6 


= /!"> 


+ 1,0210X, + 1,0036 Xg - 


1,4569 X3 + 


33 


=c 


- 1,9277 Xj- 1,9209 X,+ 


1,8329 X, - 


7 = 


-fr 


- 1,8323 Xi- 0,8034 X,+ 


0,2765 Xg - 


13 


= /XU) 


+ 0,6627 X,+ 0,1800 Xj- 


0,5306 X, - 


40 


=C 


- 0,0091 Xj + 0,0514 Xj + 


0,4277 X3 - 


15 


=/r 


- 1,3357 X, - 0,8197 X, - 


0,8201 Xj - 


5 


=/i"> 


+ 0,0762 Xi + 0,1379 X, + 


0,3154 X3 - 


44 


= /T 


+ 0,2544 X, + 0,1042 X, + 


0,1904 X3 - 


13 


=^«)- 


8,1844 Xi 7,1871 X,+ 


7,3256 X, - 


8 


= /Xi») 


+ 1,9131 Xi + 0,6051 Xj - 


2,2636 X3 - 


53 


=/J"* 


- 1,4847 X, - 1,2956 X, + 


1,3853 X3 - 


19 


= /XI») 
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Das Koeffizientenschema der Normalgleichungen wird: 
+ 312,1771 +223,5660 -395,6168 -0,0160 
+ 194,9220 - 222,3436 - 0,0290 
+ 657,7580 -0,0202 

+ 0,00038326 

Hieraus ergeben sich für die Komponenten des Verschiebungsvektors 
X « Xii + X^l + XJ die Werte: 



Reduzierte Fehlerquadrat- 
summe - 0,00037170. 



Xi = + 0,00019 ± 0,00153 
Xj ^ + 0,00016 ± 0,00118 
Xj = + 0,00020 ± 0,00056 

Die Koordinaten des yerbesserten Standpunktes sind also: 

Xq = 3473,39 m + 1,53 m; x^ « 9169,86 m + 1,18 m; 

4- 2541,70 m + 0,56 m. 

Die übrig bleibenden Fehler vor und nach der Ausgleichung sind 
aus folgender Tabelle ersichtlich (Einheit 1 m). 





vor der Ausgleichung 


nach der Ansgleicbung 


f. 


f, f. 


f, \ f, ' f. 


5 


:-5,i 


- 5,7 - 2,1 


- 2,9 - 6,6T - 1,6 


6 


; -0,4 


- 3,9 ' - 1,3 


-0,9 - 3,8 -1,2 


7 


i -0,1 


- 1,7 +0,4 


- 0,6 - 1,6 : + 0,5 


8 1 


1 -2,8 


- 6,6 -2,3 


- 3,1 1 - 6,6 - 2,2 


9 


+ 4,9 


+ 11,5 - 1,4 


+ 4,5 + 11,2 - 1,5 


10 A 


; +0,6 


+ 3,3 I - 0,7 


- 0,9 + 3,4 ; - 1,0 


11 


!-l,3 


- 4,0 ' - 1,5 


- 1,7 1 - 4,0 1 - 1,4 


12 


i -0,5 


- 4,4 i - 1,3 


- 1,0 1 - 4,3 - 1,2 


13 , 


-0,8 


- 5,3 1 - 1,9 


- 2,0 - 5,3 1 - 2,1 



Zur angenäherten Bestimmung der inneren Orientierung wurden 

wieder die Punkte 1, 2, 3, 4 verwendet. Die Logarithmen der Kom- 
ponenten der Vektoren a^ sind 

a, 9,93424 9,66410 n 9,34220 

0, 9,98327 9,23108 n 9,32759 n 

0, 9,99136 8,75297 n 9,27703 

aj 9,90483 9,76018« 9,18502. 



Von WiLHSUC SCHEUFBLK. 
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Man erhalt schließlich für die innere Orientierung 

Ä = + 1,79 mm ; H = + 36,56 mm ; D => 314,37 mm; 
sowie die Transformationsformeln: 



I 



1 



f 



i' -0,40812 -0,91266 -0,02260 
i' 1-0,13692 +0,03671 +0,98990 
r 1-0,90261 +0,40709 -0,13994 

Die Ausgleichnng der inneren Orientierung ei^bt für die Normal- 
gleichni^en das folgende Koeffizientenschema; dabei wurde für die 
Koordinaten des Bildranmes 1 m als Einheit gewählt. 

111,8061 - 2,8251 -13,0746 +37,3996 -3,2316 -0,003956 

+ 115,3628 - 8,4674 - 37,3996 + 4,8593 - 0,166603 

+ 10,7649 + 3,2316 - 4,8593 - 0,021575 

+ 12,1800 - 0,3401 - 1,5277 + 0,052078 

+ 12,5772 -1,0159 -0,000859 

+ 1,2428 +0,002094 

+ 0,00055218 



ü, = + 0,02852 ± 0,00933; 
f7, - + 0,01401 ± 0,00834; 
üi 0,01033 ± 0,00153. 



Die Lösung ist 

r, 0,00426 ± 0,00274; 

Fj - + 0,01126 ± 0,00299; 
r, = + 0,00346 ± 0,00065; 

Reduzierte Fehlerquadratsumrae = 0,00006868. 

Die endgültigen Koordinaten des Hauptpunktes sind 

S' 2,47 mm ± 2,74 mm; H' - + 47,82 mm ± 2,99 mm; 

und die rerbesserte Bildweite ist 

D' - 31 7,83 mm ± 0,65 mm. 

Infolge der Drehung U gehen die Vektoren i', j', f über in 

3'-,i'+|Ui' S'-i'+iUj' «'=»!'+ IUI'. 

Nach geeigneter Reduktion bekommt man daher die Transformations- 
formeln: 



1 



I 



3' i - 0,39389 - 0,91863 i - 0,03064 
3' , - 0,16681 + 0,03866 , + 0,98522 
St' -0,90389 +0,39319 -0,16848 
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Die Richtungskosi- 
nu8 der optischen Achse 
sind: 

fto=+0,90389 ± 0,()0303 

/io— 0,39319±0,00777 

2^o=+0,16848±0,00933. 

Der Schnittpunkt 
der durch den verbesser- 
ten optischen Mittel- 
punkt in der Richtung t 
gezogenen Geraden mit 
der Bildebene 3 '3' ist 
der Nadir bezw Zenith 
des Bildes; die Koordi 
naten desselben sind: 

t^ = _ 60,27 mm; 

r^^ = + 1906,34 mm. 

Die Neigung des 
Horizontes gegen die 
I -Achse ist 

0,03110 ±0,00172 
= tg(lH6'53"±5'5r>"); 

die Koordinaten des 
Schnittpunktes des Ho- 
rizontes mit der Haupt- 
vertikalen endlich sind 

^f, = — 0,78 mm: 

r/,, = — 6,48 mm. 

Rechnet man das 
Bündel ^| in das System 
ijf um und vergleicht 
es dann mit dem Bün- 
del 9^, so erhält man 
folgende Tabelle: 
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Beitrag zur Theorie der sogenannten konischen Pendelnng 

der Geschosse. 

Von 6. V. Gleich in Frankfurt a. M. 

« 

Einleitung. 

Über die sogenannte konische Pendelung rotierender Langgeschosse 
ist zwar schon manches geschrieben worden, aber trotzdem wenig Zu- 
verlässiges bekannt. Es liegt dies vor allem daran, daß die anmittel- 
bare Beobachtung dieser Bewegung in den meisten Fällen sehr schwer, 
wo nicht unmöglich ist. Das einzige zahlenmäßig Zu^ngliche war 
bis jetzt im Grunde genommen die Wirkung der konischen Pendelung 
d. h. die Seitenabweichung, und um diese beiden Vorgänge in Ver- 
bindung zu bringen, mangelte es an der nötigen Entwicklung der 
Theorie. Daß diese in so auffälliger Weise zurückblieb, liegt wohl 
daran, daß dem Mathematiker und Physiker vom Fach der Gegenstand 
zu fem steht. Der Praktiker auf der anderen Seite ist befriedigt, wenn 
er die Seitenabweichung durch eine empirische Interpolationsformel 
dargestellt sieht: an ihrer theoretischen Begründung Uegt ihm wenig. 
Erst vor nicht allzulanger Zeit hat sich Herr Geh. Regierungsrat Pro- 
fessor Dr. C. Cranz im 3. und 4. Heft des 43. Jahrganges dieser Zeit- 
schrift des vorliegenden Gegenstandes eingehender angenommen. Diese 
Abhandlung war auch die Veranlassung für die nachfolgende Unter- 
suchung, die ursprünglich von den durch Professor Dr. Cranz ge- 
schaffenen Grundlagen ausging, sich aber dann doch von seinem Ver- 
fahren entfernte und schließlich zu ganz anderen Formeln gelangte. 

Den bisherigen Stand der gesamten Frage hat inzwischen Herr 
Profeaißor Cranz seinem Referat über Ballistik in der Enzyklopädie 
der mathematischen Wissenschaften (Bd. IV. 2 Nr. 18. 3h) übersichtlich 
skizziert, ohne jedoch auf eine Theorie näher .einzugehen. Als Erklärung 
der Seitenabweichungen des Geschosses zieht er in erster Linie die so- 
genannte „Kreiselwirkung", in zweiter Linie die „Polsterwirkung'' und 
die „Wirkung der mit dem Geschoß rotierenden Luft*' herbei. Er kommt 
aber selbst zu dem Schlüsse, daß die erste Wirkung bei weitem vor- 
herrschen müsse. Ich möchte glauben, daß die beiden anderen Er- 
klärungsweisen überhaupt nicht aufrecht erhalten werden können. Das 
Nachfolgende befaßt sich daher zunächst nur mit der „Kreiselwirkung'', 
zieht aber „die Wirkung der mit dem Geschoß rotierenden Luft" nachher 
in anderer Weise in Betracht. 
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Auf die vielfach recht oberflächlichen Theorien^ die anderwärts in 
der Literatur aufgestellt worden sind, glaube ich nicht besonders ein- 
gehen zu sollen. Die rein spekulativen Erklärungsweisen gehen meist 
von ganz willkürlichen^ unbewiesenen Voraussetzungen aus: ein so ver- 
wickeltes Problem läßt sich aber unmöglich ohne Rechnung durch 
bloße Schlüsse lösen. 

Zuverlässiger sind die bis jetzt gemachten Beobachtungen und 
zwar vor allem 1. die des Herrn Geh. Regierungsrats Professors 
Dr. Neesen^), wonach sich die Geschoßspitze zunächst hebt, dann nach 
rechts und abwärts wendet, 2. die des damaligen Hauptmanns jetzigen 
Oberstleutnants Heydenreich: ,,die Pendelungen beginnen klein und 
rasch und werden schließlich größer und langsamer: sie sind um so 
kleiner je stärker der Drall , dagegen ist die Seitenabweichung um so 
größer je stärker der Drall'^ Professor Granz^ dessen Untersuchungen 
die genannten Beobachtungen entnommen sind, findet hierin zunächst 
Widersprüche, die er aber in der weiteren Behandlung im wesentlichen 
beseitigt. Mit Recht hebt er vor allem hervor, daß zweierlei Arten 
von Geschoßpendelungen zu unterscheiden seien, nämlich die Präzessions- 
und die Nutationsbewegungen. Ganz ähnlich äußert sich z. B. auch 
E. Vallier S. 12 und 13 seiner 1895 erschienenen „Balistique exte- 
rieure^', indem er einer Präzession von längerer Periode eine Nutation 
von kürzerer Periode gegenüberstellt. Allein einen Zusammenhang mit 
der Seitenabweichung stellt Vallier analytisch nicht her, vielmehr sagt 
er S. 68: La Solution analytique du probleme de la derivation est 
d'une teile complication qu'elle ne semble pas pouvoir etre jamais mise 
sous une forme vraiment pratique. Er beschränkt sich darauf, eine 
Interpolationsformel von Majewsky anzuführen, ähnlich wie Professor 
Cranz eine solche von Helie auf S. 234 der Enzyklopädie gibt. 

Auch Professor Cranz hat es in den zu Anfang erwähnten 
Untersuchungen nicht unternommen, zur Darstellung der Seitenab- 
weichungen überzugehen. Ich bin fast geneigt zu bezweifeln, ob dies 
mit den dortigen Formeln überhaupt zu leisten ist. Denn es ist von 
vornherein wenig wahrscheinlich, daß z. B. beim Geschütz G/73 die 
Amplitude der Präzessionspendelungen bei 4500 m bereits etwa 41^ 
betragen soll, wie Professor Cranz angibt und selbst als ziemlich un- 
sicher bezeichnet. Träfe dies zu, so würde wohl auch auf weit kürzere 
Entfernungen jede Schußpräzision aufhören müssen. Nun kann auch 

1) Erst lange nacb Beendigmig dieser Studie kam mir ein kuner Aafsatc 
des Herrn Oberstleutnant Heydenreich, S. 576 der kriegstechnischen Zeitschrift 
1906, zur Hand, wonach in Bälde die Veröffentlichung weiterer photographiscber 
Messungen von Prof. Dr. Neesen zu erwarten ist. 
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die nachfolgende Untersuchung die Seitenabweichung selbst noch nicht 
scharf durch einen „wirklich praktischen Ausdruck^' darstellen, viel- 
mehr glaube ich in derselben gerade den Orund, warum dies nicht 
möglich ist, näher erläutert zu haben. Immerhin aber ist der Versuch 
gemacht, konische Pendelung und Seitenabweichung durch begründete 
Formeln in gegenseitige Beziehxmg zu bringen und dieser Versuch 
liefert fQr das Geschütz G/73 nahezu genaue Übereinstimmung mit den 
Beobachtungen, d. h. mit Daten, die lediglich aus der Schußtafel ab- 
geleitet sind. Ich muß es anderen überlassen, die Formel auch an 
weiteren Geschützen zu erproben, da mir hierzu nicht die nötige Zeit 
zur Verfügung steht. 

Die mehrfach erwähnte Abhandlung von Professor Cranz ver- 
zichtet grundsätzlich darauf, die analytischen Ausdrücke für die Be- 
wegung der Geschoßachse zu entwickeln. Die Heranziehung der grund- 
legenden Arbeiten von Klein und Sommerfeld steht mehr nur in 
einem losen Zusammenhang mit der eigentlichen Methode, welche die 
Erscheinung in Intervalle zerlegt und die Rechnung lediglich numerisch 
durchfuhrt. Es ist dies gewissermaßen ein Analogen zur Methode der 
„speziellen Störungen'^ in der Astronomie; allein in beiden Fällen ist 
das Verfahren nicht nur ungemein ermüdend, sondern vor allem muß 
es so immer ausgeschlossen bleiben, die Seitenabweichung aus der 
konischen Pendelung abzuleiten. 

Die Gründe, die dort zum rein numerischen oder graphischen Ver- 
fahren führten, sind einmal die Verwickeltheit der Luftwiderstands- 
funktion, deren Form man ja eigentlich immer noch nicht kennt, und 
zweitens der anscheinend noch schwerere Übelstand, daß sich der 
Einfluß der Qeschoßspitzenform auf den Luftwiderstand weder theoretisch 
noch praktisch bis jetzt streng g^nug ermitteln ließ. Es wird sich 
indes zeigen, daß man selbst mit den bisherigen oberflächlichen Kennt- 
nissen vom Luftwiderstand gegen geneigte Flächen der endgültigen 
Lösung des sehr verwickelten Problems auch rein analytisch näher 
kommen kaim. Die erste Schwierigkeit kommt weit weniger in Betracht, 
da man die xmbequeme Funktion durch einen sehr einfachen Kunst- 
griff eliminieren kann. 

1. Abschnitt. 

Bestimmung der Komponenten des Luftwiderstandes. 

Es ist zwar heute allgemein angenommen, daß der Luftwiderstand 
beim schiefen Auftreffen auf ebene Flächen sich keineswegs durch 
einen einfachen Ausdruck in Funktion des Auftreffwinkels darstellen 
läßt. Wie z. B. aus der Enzyklopädie der mathematischen Wissen- 
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Schäften (Band IV 2. Nr. 17. 3. Finsterwalder, Aerodynamik) zu 
ersehen ist^ sind eine große Anzahl empirischer oder theoretischer ab- 
geleiteter Formeln aufgestellt worden , die unter sich dnrchans nicht 
übereinstimmen. Außerdem (vgl. a. a. 0. S. 169) gilt es gegenwärtig 
allgemein für unzulässige den Widerstand eines beliebig gestalteten 
Körpers aus dem Widerstand des Flachenelements durch Summation 
Ober die Oberfläche zu ermitteln. Deshalb müßte man eigentlich, wie 
Prof Granz mit Recht henrorhebt, zur Bestimmung des Einflusses der 
Spitzenform auf Grund ausgedehnter Versuche lediglich empirische 
Daten zur Anwendung bringen. Allein solche gibt es für große Ge- 
schwindigkeiten nicht oder doch nicht in genügendem üm&ng. 
Prof. Cranz ging daher auf die Formel zurück , die Kummer (vgl 
Berliner Abhandlungen 1875 u. 1876) angestellt hat. Er interpoherte 
zwischen den für eine kegelförmige und halbkugelförmige Spitze Ton 
Kummer gegebenen Werten; ich halte dies doch nicht für ganz un- 
bedenklich und war vielmehr der Ansicht, der Wahrheit etwas näher 
kommen zu können, indem ich Ton vornherein die Rechnung für Ge- 
schosse mit Ogivalspitzen beliebiger Höhe durchführte. Unter Ogival- 
spitze ist der durch Umdrehung eines halben Kreissegments enstandeoe 
Rotationskörper zu verstehen. Es blieb dabei allerdings nichts anderes 
übrig; als die verpönte Summation über die Oberfläche auszuführen 
und eins der einfachen Widerstandsgesetze — nämlich das von 
Newton — zugrund zu legen. Die Rechnung ist zwar etwas ein- 
förmig, aber es erscheint aus einem bestimmten Grunde doch er- 
förderlich, etwas näher auf sie einzugehen. 

Wenn die Geschoßoberfläche der Gleichung 

(1) f{x, y,B) = 

genügt, dann sind nach bekannten Formeln die Richtungskosinus der 
Flächennormale 

{2} cos(w, a;)« t^- oos(n.y)= - V cosfn.z)^ -^^ 

wo 

Nennt man die Richtungscosinus der Flugbahntangente des Geschosses 
cos(t;, x)y cos(t?, y), cos(t', z) 

und (0 den Winkel zwischen der nach außen gezogenen Normal© der 
Geschoßoberfläche und der Bahntangente, so ist 

(3) cosG} = cos(w, x) • co8(t;, x) + cos(», y) • cos(t;, y) -f cos(w, z) • cofl(«'; f^* 
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Ist femer W der Wideratand, den die Flächeneinheit bei senkrechtem 
Anftreffen des Lnftstroms erleidet, so erhält ein Flächenelement dJ 
in Richtung der nach außen gezogenen Normale den Druck 

(4) w^- W'ip{(D)'dJ. 

Unter Zugrundlegung des Newtonschen Gesetzes ist hierbei 

(5) ^{f^) *= cos* 03. 

Zerlegt man den Druck nach den Koordinatenachsen, so folgt 

^^x "^ ~ Wq)((Q)dJ • cos (n, x) 

(6) ^'^ ^ Wq>{p)dJ • cos (n, y) 
w^^ — W(p((D)dJ • cos(», z). 

Durch Integration über die vom Lufkstrom getroffenen Teile der 
OeschoBoberfläche erhält man die Komponenten X, Y, Z des Gesamt- 
widerstandes. 

Legt man nun den Koordinatenanfang in die Mitte des Geschoß- 
bodens, die positive a;-Achse in die Geschoßachse, die positive F- Achse 
derart, daß die Flugbahntangente in die X IT-Ebene zwischen die beiden 
genannten Achsen fallt, endlich die jer-Achse senkrecht dazu nach auf- 
wärts, so wird 

(7) cos (t;, x) = cos a cos (v, y) = sin a cos (r, e) = 0, 

wenn man den Winkel zwischen der Bahntangente und der Geschoß- 
achse mit a ^bezeichnet. 
Damit wird (3) zu 

(8) cos Cd = («, x) • cos a + cos (n, y) • sin a. 

Die Komponente X des Gesamtwiderstandes fällt in die Geschoß- 
achse, die Komponente Z wird gleich Null, die Komponente Y endlich 
greift in einem Punkte der Geschoßachse an, der offenbar zugleich der 
Angriffspunkt der Residtanten des Oesamtwiderstandes ist. Er wird 
im allgemeinen nicht mit dem Schwerpunkt zusammenfallen. Bei den 
üblichen Langgeschossen liegt der Angriffspunkt meist zwischen Spitze 
und Schwerpunkt, es müßte denn im Geschoßinnem eine ganz abnorme 
Massenverteilung vorhanden sein. 

Nennt man also die Koordinate des Angriffspunktes g^, die des 
Schwerpunktes |q, so ist J^ > ^^ 

Für jedes einzelne Element der Geschoßoberfläche hat der zugehörige 
Angriffspunkt natürlich im allgemeinen eine besondere Lage. Voraus- 
gesetzt, man kennt für jedes Flächenelement die Lage des zugehörigen 
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Angriffispunkteg; mit anderen Worten: die a;-Koordinate des Angriffs- 
punktes f&r ein beliebiges Flächenelement sei 1^ so findet man die 
Koordinate |^ des Angriffspunktes der Resultanten durch die Gleieh- 
setzung der entsprechenden Drehmomente aus 

(9) Y-^„ = -W^q>ia,)äJ-cos{n,y)-i, 

was ohne weiteres aus der zweiten Gleichung (6) folgt. 

Da Geschosse Drehungskörper sind, ist die Einführung von Zylinder- 
koordinaten Torteilhaft. Man setzt: 

(10) y = (> • cos V' jer = p • sin V'; 

damit wird die Gleichung der Meridiankurve des Rotationskörpers in 
Cartesischen Koordinaten 

(11) 9 -Fix). 

OfiTenbar ist das Fischenelement 

(12) dJ=Q -dt ds^Q'dt- ydQ* + da^, 
und es wird die Gleichung (1) au 

(13) f~[F{x)Y-y*-z'- = 0. 

Durch partielle DifPerentiation und mit Hilfe von (2) und (10) 
folgt 

(14) cos (n, X) = ^J, cos («, y) cos ff-, cos («, e) sin * j/ 

I 

Mit Hilfe dieser Ausdrücke werden die Gleichungen (6) und (8) 7,u 

X wffw(a,)QdQdt 

(15) •%, 

Y^ + Wj f (p((D)QCOsi}dtl}dx, 

und weiterhin kommt 

/i£»\ rfp . , dx 

(Ib) cos (0 = cos « j . — sin « cos tl^ j~ j 

wie auch Professor Cranz in seinem Kompendium der Ballistik angitt. 

Es ist offenbar 

dx / 

== — sin (n, x\. 
ds \ y 

Denkt man sich in einem Punkt der Meridiankurve die Normale 
nach innen gezogen, so ist ihr Schnittpunkt mit der GeschoSacbse 
offenbar der Angriffspunkt des Widerstandes, der auf das im betrachteten 
Punkte der Meridiankurve gelegene Flächenelement wirkt. Die ^-Koor- 
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dinate dieses AngrifEspunktes ist^ wie aus einer elementar-geometrischen 
Betrachtung sofort folgt^ 

(17) S-=a:-pcotg(n, x). 
Hiermit wird die Formel (9) zu 

(18) r . g^ - !F = wffv>{G}){x - Q cotg (n, x))q cos ilfd^dx. 

Mit Hilfe von (lö) bestimmt sich hieraus sehr einfach i^, die 
Koordinate des Angriffspunktes des Gesamtwiderstandes. Indessen bedarf 
man dieser nicht unmittelbar; vielmehr benötigt man, wie weiter unten 
gezeigt wird, statt dessen die Größe 

(19) tr=«---«^)I = ^^^ 

^ ^ Bin a Bin a ' 

wo ^ die Koordinate des Geschoßschwerpunktes ist. Der Ausdruck ü 
ist offenbar das durch sina dividierte Drehmoment um die Z-Achse, 
das seine Entstehung dem umstand verdankt, daß der Winkel a zwischen 
Geschoßachse und Bahntangente nicht immer gleich Null bleibt, d. h. 
U ist die Ursache der konischen Pendelung. 

Bei der Auswertung der Integrale Y und "9 ist es nötig, genau 
auf die Vorzeichen zu achten. Da laut Voraussetzung |^ > ^, und da 
9 (cd) notwendig positiv ist, muß w^ (in Formel (6)) entgegengesetztes 
Zeichen haben, je nachdem cos ilf positiv oder negativ ist. Kommt 
man überein, w^ positiv anzusetzen, wenn es bestrebt ist, den Winkel 
a zu vergrößern, so muß man die bezüglich ^ genommenen Integrale 

zwischen ^der unteren Grenze ^ = — « '^^ ^®^ oberen ^ = + g- positiv 
ansetzen, dagegen negativ zwischen der unteren Grenze ^ "^^ + -^ ^^^ 
der oberen ^ « — -^- Ein Integrieren zwischen den Grenzen und 2;r, 

zu dem man leicht verleitet sein könnte, würde zu Irrtümern ftlhren. 
Die Integrationen (15) und (18) müssen nun über den tatsachlich 
vom Luftstrome getroffenen Teil der Geschoßoberfläche erstreckt werden. 
Man findet die Begrenzungskurve dieses Teiles offenbar dadurch, daß 
man parallel zur Flugbahntangente Tangentenebenen an die Geschoß- 
oberfläche legt oder was dasselbe besagt: die Punkte der Begrenzungs- 
kurve sind dadurch bestimmt, daß in ihnen die Flächennormale mit 
der Bahntangente einen rechten Winkel bildet, d. h. sie genügen der 

Bedingung 

cos (n, x) cos a + cos (n, y) sin a = 0, 

oder weil 

cos (n, y) =« sin (n, x) • cos i> 

Zeitschrift f. Mathematik u. Phjiik. 55. Band. 1907. Heft 4. 24 
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ist: auf der Begrenznngsknrve hat ^ den Wert if^, bestimmt durch 
(20) cos % = — cotg a ' cotg (n, x). 

In den Punkten, f&r die diese Gleichung keine reellen Werte f&r 
if liefert, trifft die Luft auf den gesamten Umfang des Geschosses auf. 
Dort ist daher unter Beachtung der obigen Bemerkung über die Vor- 
zeichen in bezug auf ^ rings herum zu integrieren. Dies ist der Fall 
für ß> €c, wenn der Winkel zwischen der Normale und der ^-Achse 
(s. Formel (11) und Fig. 1.) mit ß bezeichnet wird; es ist nämlich 



Fig. 1. 



<in,x) 



9 "• 




ON^h 
OA = S„. 



Andernfalls (bei ß Kcc) folgen die 
Integrationsgrenzen bezüglich ^ aus der 
Bedingungsgleichung (20). 

Bei den Geschossen mit Ogival- 
spitze eignet sich, wie aus der Fig. 1 
hervorgeht, der Winkel ß außerdem zu 
einer bequemen Eoordinatentransfor- 
mation an Stelle der in (II) Torkoin- 
menden Cartesischen Koordinaten q 
und X, 

Die Integrale Y und V entwickeln 
sich für den zylindrischen Teil des Ge- 
schosses, dessen Höhe h sei, ohne alle 
Unbequemlichkeit. Es ist dort 

cos (nyX) = 0, sin (n^x) = 1; 

aus (20) folgt 

cos % « 0, 



d. h. es ist bezüglich ^ stets nur von — y bis + y zu integrieren; 

an Stelle der Variabeln q tritt die Konstante r, wenn man das Kaliber 
mit 2r bezeichnet. 

So findet man hier sofort 

(21) Fcyi. - I Whr sin^a 

(22) ^PbyL^fTFAVsin««. 

Xcyi. wird wegen cos (n,a:) = gleich Null. 

Unbequemer ermitteln sich die auf die Spitze bezüglichen 
Integrale. Nennt man den Winkel an der Geschofispitze y und führt 



(24) 
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statt X und q die neue Variable ß ein^ so wird, wie man sich an 
Fig. 1 leicht überzeugt: 

a; = JB8in^ + Ä q^ B(cos ß — cos y) dx ^ B cos ßdß 

rfp = — JB sin ßdß 
(23) I cos (D » sin tt cos /3 (cos ^ + m) 

wenn u = cotg a • tgjS 

S'^ic — ()tg^=«Bco8ytgj8 + A. 
Damit wird 
Ysp « W^sin* a IPjT(cos ^ + m)* cos tdtlf • cos* ß (cos ß — cos y) dß 

?P5p = Ä-r5p + T7cosysin*al?'/Y(co8tf' + tt)*cos^d^ • cos'/J(cos 

Die lutegrationsgrenzen sind durch die Gleichung (20) bedingt; 
man muß bei der Spitze zwei Zonen unterscheiden^ eine obere, für die 
ß^ccy und eine untere, für die /J ^ a ist. In der oberen verschwindet 
das bezüglich ^ ausgeführte Integral: 

(25)j(co8^ + M)*cos^rf^=-sin^(l+M* + ucos^ — |sin*0) + M'^«/'(^), 

weil +«/a *Ä/2 

ffWd^-ff(t)dtl; 

-n/i + ä/» 

ZU bilden ist. 

In der unteren Zone sind die Integrationsgrenzen if^ und ij;^, wobei 

stets ^1 < — Y und ^, > + y ist. Setzt man tf =» ^, — y = — -5- — V'i, 

so wird cos ^' = — sin 6, also 

(25a) sin 6 ^ cotg a • tg /J =- m. 

Für die untere Zone ist also bezüglich i; zu nehmen: 

+ Ä/S a 

-nß 

Bezüglich ß ist in der unteren Zone natürlich Ton bis ß zu integrieren. 
Die Ausführung der Rechnung bietet keine weiteren Schwierig- 
keiten^ ist indessen etwas umständlich und würde hier zu viel Raum 
beanspruchen. Man findet bis einschließlich zur 5. Ordnung in sin a: 

(26) Ysp^WTP • [\a{\ + sin*«) + 1 ä • cos y • sin a — | cosy (6 + 2;r)sin»a 

+ I cos y (^^ + n) sin^ « — (i + y ^^^ v) sin a cos a 
+ (!J + f)«B'.co».-(5 + v)»n'«««««-2Cl-<»» )■)(» + $) ^'^ 

-2(|co,,-n)(s + lJ)™:-«-...| 

24* 
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und 

(27) ^^sp = h Ysp + WR^ cos y { -|- a • sin a cos a — I cos y • (1 — cos a) 

4- (f cos y - I) sin*a + (l + -^ sin*« - (y + 1) sin«« 
— |cosysin*aco8a~co8y(j** + yjBin*aco8a~2(l— co8y)(}5 + yV 

Sämtliche Integrale (24), (26) und (27) werden^ wie es ganz augen- 
scheinlich sein mufi, ffir a «= ebenfalls gleich Null. Dasselbe ist bei 

Sin a 

der Fall, denn es wird im ersten Glied von Ysp der Ausdruck (-.- -) 

gleich 1. Da man ohnehin in den auf die untere Zone der Spitze be- 
züglichen Integralen die Glieder 6ter Ordnung in a yemachlassigt hat, 
kann man obige Ausdrücke noch vereinfachen; indem man f&r a und 
cos a Reihenentwicklungen nach Potenzen von sin a einsetzt. 
Es wird 

(28) Y^Ycyi + Ysp-\WhT%m*a + WE^\{l^iiosr){\- ^^^^^ 

. +(lS5-3>~JJco8y + i9V«cosy)sin5a] 

(29) f/=|TrÄrg-|o)Bina + TO«{jZco8y[(^Jcosy-g)sin»« 
+ (^co8y--|-;S)8m^«] + (*--So)[(l--eo8y)(|--|)8in«« 

+ (iSJ-8'2^~86<508y + -^;rco8y)sin*a. 

Um W zu bestimmen ist es am einfachsten , die Komponente X fQr 
a ^0 zu ermitteln und den erhalteneu Ausdruck mit den empirischen 
Formeln für den Luftwiderstand zu vergleichen. 

Eine ganz analoge Rechnung, wie die bezüglich der Integrale Y 
und W liefert nämlich: 

(30) X«.o-Kl~co8y)(l + lco8y)r^3rTr. 

Nun gibt die Enzyklopädie der mathematischen Wissenschaften 
Band IV. 2 Nr. 18. (Cranz, Ballistik S. 195) abgesehen vom Koef- 
fizienten der Luftdichte^ der hier vernachlässigt wird, für X in kg pro 
Quadratmeter folgende Ausdrücke: 

X = r*3tY(tO 
/•(v) ==0,0 140 V« für t;= 50 bis t;«240m/8ec 

(^^^ /-(vi^ 0,00005834t;« „ t; = 240 „ v-295 „ 

/(t;) = 0,O<%709fS „ t;«295 „ i; = B75 „ usw. 



(33) 
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wobei dieselbe Spitzenform zugmnde gelegt ist, wie die, für welche 
hier die Rechnung durchgeführt wird. Es ist dabei v die Geschwindig- 
keit des Oeschosses; man hat daher zu setzen 

^"" ^(1 — C08 y)(l + i cos y)^ W ' 

Will man bei Y — Formel (28) — die seitliche Beschleunigung 

erhalten, so ist mit - zu multiplizieren, wobei g die Beschleunigung 

der Schwerkraft, p das Geschoßgewicht in kg ist. Analog ist zur 
Bestimmung des Drehmoments ü noch mit g zu multiplizieren (vgl. 
z. B. Kohlrausch, praktische Physik 9. Aufl. S. 541). 
Damit wird z. B. für die Granate C/73, bei welcher') 

jp = 7,5 kg r = 0,044 m cos y - 0,742 h =• 2,92 r 1^^ 2,25r 
ist, die BeschleuniguDg des Schwerpunkts senkrecht zur Geschoßachse: 
(32) Ws = r= ^r«(24,2 sin« a + 6,6 sin» a - 5,1 sin^ a) • f(v) 

= (0,0615 sin» a + 0,0 1 67 sin» a — 0,0129 sin«^ a) • f(v) 
und das Drehmoment: 

U^gf^ (19,1 sin a - 0,50 sin« a + 165,5 sin» a + 0,39 sin* « + 24,2 sin^ a) - /(t?) 
^- (0,63 sin a — 0,017 sin* a + 5,48 sin» a + 0,013 sin* a + 0,816 sin* a) • f{j)\ 

Hierbei ist A das TnLgheitsmoment um die „Querachse'' d. h. eine 
senkrecht zur Geschoßachse durch den Schwerpunkt gehende Achse, 
das etwa ^ 0,025 kg • m* beträgt. Da es durch Rechnung nicht genau 
zu ermitteln ist, sind die obigen Zahlen-Koeffizienten nur als rohe 
Annäherungen zu betrachten. Sie geben indes wenigstens einen Anhalt 
bezüglich dei* Größenordnung, um somit nochmals die Ergebnisse 
kurz zusammenfassen: die Widerstandskomponente seitlich zur Geschoß- 
achse Ws ist gegeben durch Formel (28), der Ausdruck 

sin a 

durch Formel (29). 

Beide Ausdrücke lassen sich konvergent nach den Potenzen von sin a 
entwickeln — (32) und (33) — , jedenfalls für kleinere Werte von a, 
die hier allein in Betracht kommen. Beide Ausdrück werden für a » 
ebenfalls gleich Null. Damit stehe ich allerdings im Gegensatze zu 
Herrn Professor Cranz; denn in der Tabelle III, die dieser seinen 



1) Mit Absicht ist ein ausrangiertes Geschütz EUgronde gelegt. 
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Untersuchongen beifügt, hat 17 für a » einen endlichen Wert; allein 
es scheint mir dies anf einem Versehen in den Enmm ersehen Formeln 
zu beruhen, die Professor Granz offenbar nicht selbst nachgeprüft hat. 
Wahrscheinlich ist dort nicht darauf geachtet worden, für welche 
Flächenelemente der Widerstand eine Vergrößerung, und für welche er 
eine Verkleinerung des Winkels a zur Folge hat. Aus diesem Grunde 
glaubte ich auf die Herleitung der Formeln näher eingehen zu müssen. 
Daß die ermittelten Koeffizienten bezüglich ihrer Genauigkeit nur einen 
sehr bedingten Wert haben, dessen bin auch ich mir wohl bewußt. 
Aber selbst bei „strengeren^' Widerstandsgesetzen, die man künftig 
finden könnte, müßten doch wohl in analoger Weise die Funktionen 
Ws und U sieh nach steigenden Potenzen Ton a oder sin a entwickeln 
lassen; speziell müßte 

(34) ^ = tp{(x) = a^a + a,a* + Oj«' H 

sein, und zwar käme auch hier kein von a freies Glied Tor. Es wird 
auch die Annahme berechtigt sein, daß für die in Betracht kommenden 
Werte von a die Reihe für ü stets konvergiert; für den allgemeinen 
Fall eines beliebigen Luftwiderstandsgesetzes läßt sich dies natürlich 
ohne weiteres nicht beweisen. Es wird sich aber später herausstellen, 
daß die Koeffizienten a^ in (34) gar nicht die Rolle spielen, die man 
ihnen theoretisch von vornherein zuschreiben muß, um sicher zu gehen. 

2. Abschnitt. 

Ableitung der Differentialgleichungen für die Bewegung der 
Geschoßachse. 

Bei der Ableitung der Differentialgleichungen folge ich im wesent- 
lichen Herrn Prof. Granz. Es kommen die bekannten Eulerschen 
Rotationsgleichungen zur Verwendung, wie sie mit Vorteil stets zur 
Bestimmung der Bewegung der Erdachse verwendet worden sind. Da- 
gegen hielt ich es für erforderlich und nützlich, mehrere kleine Ghrößen, 
die Prof. Cranz vernachlässigt, in den Formeln beizubehalten. Auch 
glaubte ich bei der Integration anders verfahren zu sollen und habe 
mich hier Poisson nicht angeschlossen. Der Grund war der, daß mir 
die Bedingungen der Achsenbewegung im Falle der Erdachse und im 
Falle der Geschoßachse doch allzu verschieden erschienen. 

Um die Eulerschen Formeln anzuwenden, seien wie allgemein 
üblich zwei Oartesische Koordinatensysteme eingeführt: 

1. das „feste'': Anfang in der Geschützmündung 0, positive x-Achse 
horizontal in der Schußrichtung d. h. Richtung der Seelenachse, posi- 
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tiye y-Achse horizontal nach links vom Schützen ans gesehen^ positive 
jir- Achse vertikal nach ohen, 

2. das mit dem Geschoß fest verbundene: a^^- Achse mit der Ge- 
schoßachse zusammenfallend, positiv im Sinne der Fortbewegung, y^- 
und Zj- Achse senkrecht dazu und zwar zeigt die positive j?^- Achse 
senkrecht nach oben, wenn die positive y^- Achse horizontal nach links 
verläuft; der Anfang liegt im Schwerpunkt S des Geschosses. 

Den Zusammenhang dieser Achsen mit den sogenannten Eul er- 
sehen Winkeln ^^ if, (p geben die nachstehenden Formeln^): 

cos (x, x^) = + cos »d" cos ^ 

cos (x, y^) = — sin ^ cos ^ sin 9) + sin ^ cos tp 

cos (x, j?j) = — sin -ö- cos ^ cos y — sin tf' ßin q> 

^8 (y, ipj = — cos ^ sinilf 

(35) ^ cos(y, y^) = + sin^ sin^ sin^) + costf' cos 9) 
cos (y, j?i) = + sin # sin ^ cos tp — cos ^ sin 9) 
cos(;^, iCi) = + sin^ 
cos (jer, yi) « + cos ^ sin 9? 
cos (5, jerj = + cos^ cos tp. 

Femer seien Ä, li, C die Trägheitsmomente des Geschosses um 
die Achsen Sy^, Sz^, Sx^ und p, g, r die Komponenten der Dreh- 
geschwindigkeit und zwar p positiv für die Drehung um die Achse 
Sy^ von SjPj nach Sx^, q positiv für die Drehung um Sz^ von Sx^ 
nach Sy^, r positiv für die Drehung um Sx^ von Sy^ nach Szy 

Weiterhin ist wiederum a der variable Winkel, den die Geschoß- 
achse jeweilig mit der Fortbewegungsrichtung d. h. der Bahntangente 
bildet und der in der gesamten Untersuchung eine Hauptrolle spielt. 

Der Angrififepunkt der Luftwiderstandsresultanten sei um (S^ — Iq) 
vom Schwerpunkt S entfernt. 

Im Abschnitt 1 sind die Komponenten dieser Resultanten parallel 
imd^ senkrecht zur Geschoßachse, sowie außerdem der Ausdruck 

sina 
eingehend entwickelt worden. 

Wenn Z, M, N die Momentsummen in bezug auf die Achsen 
8y^, Sz^f Sxi bedeuten, nämlich 

L ^ x^Z^ — ^j ^1 

(36) M-'y^X.-x^Y, 

1) Die Herleitung dieser und ähnlicher hier gebrauchter Ausdrücke findet 
sich in jedem Handbuch der analytischen Mechanik. 
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so folgen aus den bekannten Euler sehen Gleichungen: 

b'~ 



(37) 



dt 
,dr 



(C - A)r -p + M 



[C"f^^{Ä-B)p.q + N. 



die Differentialgleichungen für die Bewegung der Öeschoßachse; es 
handelt sich nur darum^ sie in eine geeignete Form zu bringen. 

Um die Momentsumme zu bilden^ hat man für die Koordinaten 
des Angriffspunkts einzusetzen: 

Bezeichnet man ferner den Winkel zwischen Ws und Sy^ ebenso wie 
in den Untersuchungen von Prof. Cranz mit ß, so ist X^^^WsCosß, 
Fj = Ws sin ß und damit 

L = a,--i,)Ws8mß, JJf=-(|,- So) TT^ cos/S, iV«0. 

Außerdem sind offenbar die Kosinus der Winkel zwischen der Bahn- 
tangente und den Koordinatenachsen des zweiten fest mit dem Geschoß 
verbundenen Systems =« cos a, =» sin a cos ß, «= sin « sin ß, Dag^en 
sind die Kosinus der Winkel zwischen der Bahntangente und den 
Achsen des ersten festen Koordinatensystems 



dx 

ds ' 



dy 
ds' 



dz 
ds' 



Folglich ist 



(38) 



sin acoBß= £ • cos (a:,yj + ~^| • cos {y^y^) + §^ • cos {z^y^) 
sin a sin /J = ^f • C08(a:, z^) + Jj • co8(y, z^) + ^^ • cos (ir,ir,). 



Da femer Ä = B ist^ nehmen die Eulerschen Drehgleichungen 
bzw. (37) die folgende, der Übersichtlichkeit wegen so geschriebene 
Form an: 



(39) 



(dp 
dt 


— aq 


= w 


p 


dq 
dt 


+ ap 


= w 


Q 


dr 
dt 


^0, 
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Hier bedeutet 
(40) 



a=* — 



C^A 



w = 



fo-io Ws ü 



f41) 



P - sin« Bin/J* ^ • cos(x, £rj + ^^ . cos(y, ^i) + ^ • (i08{g,g^) 
Q - sin« C0B/5-» 5^ . cos(a;,yO + J; • cos (y^y^) + j^ • cos (ir,yj. 



Aus der dritten Gleichung (39) folgt sofort r « Const., d. h. „die 
Komponente der Drehgeschwindigkeit um die Geschoßachse ist konstant/' 
Das dürfte allerdings schwerlich den Tatsachen entsprechen. £s ist 
yielmehr sicher nur ein Mangel der Theorie, welche die Lufkreibung 
nicht in Ansatz bringt. Denn wenn diese wohl an sich im eigent- 
lichen Sinne des Wortes sehr gering sein wird, so wird doch von dem 
mathematisch keineswegs glatten, d. h. einen genauen Drehungskörper 
bildenden Geschoß durch die Drehung ein Teil der umgebenden Lufk 
mitgefährt. Es muß also Energie aufgewendet werden und zwar auf 
Kosten der Drehung. Da indeß fast alle bisherigen Theorien mit 
r » Const. arbeiten, so behalten wir auch hier diese Annahme vorläufig 
bei, um erst später auf diese Frage zurückzukommen. 

Indem man die beiden ersten Gleichungen (39) mit sin q) und cos (p 
multipliziert, dann addiert und subtrahiert und schließlich die ebenfalls 
von Euler herrührenden Beziehungen 



(42) 



cosd 



d9 



dtp 
~dt 



p ' suig) — q ' cos qp 



— = — |) . cos q) + q- smq) 



benützt, werden sie zu 



di> 



p' COS 9? — g' sin 9? + a cos d' -^. = w{P cos 9? + Ö sin 9?) 



dO^ 



— p' sin 9? — g' cos 9? + a ,- = «?(-- P sin qp + ^ cos 9?). 



Bestimmt man aus (42) die Differentialquotienten ?>'= ^ ^i^d 2'==)i? 
und setzt diese sowie die Werte (41) in die vorstehenden Gleichungen, 
so folgt, weü nach einer weiteren Euler sehen Formel 



(42.) 



'Z-' + ^o'Ii 
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ist, mit Hilfe der Ausdrücke (35) 

d*d' ^ drb . ^ ^ /drb\* / . ^ dx 

— ^*i — y COS -ö« ^ — Sin d COS ^ (^l = tcl— sin d cos if-j 
+ sin d sin V' ^^ + cos d" ^j 

wo zur Abkürzung 

(43) y^r-a^^r 

gesetzt ist. 
Weil nun 

^dV d/ r.d^\ . ^dii)d9 

"^^ * dl'- - sir« ^-dt) - "° * w di 

isty kann man schreiben 

(44) - Bin «• sin ifr^J - cos dj^) 

. U'^" *S) - (y + "i" ^liT) ~di - »^ H '^^^ + '^ *§!) • 

Es wird sich zeigen, daß die Beibehaltung der kleinen Größe 

sind ^ , die Herr Professor Cranz vernachlässigt, weiterhin lohnt. 

Damit und mit der später Torgenommenen Eoordinatentransformation 
trennen sich beide Arbeiten. Man erreicht dadurch hier den Vorteil, 
daß man nicht weitere Vernachlässigungen yomehmen muß. Es ist 
z. B. wohl nicht unbedenklich, wenn man vor der Integration der 
Differentialgleichungen die Quadrate der allerdings nicht gtoien 
Winkel d und (p yemachlässigt, wie dies in den mehrfach erwähnten 
Untersuchungen geschieht; es wird dort außerdem der Winkel, den die 
Bahntangente mit der Horizontalen bildet, vemachlässigt; so daß die 
gesamte Theorie nur für sehr flache Bahnen gelten kann. Diese Be- 
schränkungen zu vermeiden ist der Hauptzweck der vorliegenden Studie. 
Es dürfte nicht überflüssig sein, ehe weiter gegangen wird, nach dem 
Vorgang von Professor Cranz die geometrische Darstellung von a, 9 
und if zu geben, weil sie die Vorstellung des Vorgangs wesentlich 
erleichtert. 

Die Gleichungen (44) sind die Bewegungsgleichungen der Geschoß- 
achse bezogen auf das erste im Kaume feste Koordinatensystem. Denkt 
man sich die Geschoßachse, sowie eine durch den Geschoßschwerpunkt 
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parallel zur festen Oar-Achse gelegte Gerade bis zum Schnitt mit einer 
um den Geschoß-Schwerpunkt mit dem Radius 1 beschriebenen Kugel- 
flache verlängert; so ergibt sich fQr das Auge des Schützen die neben- 
stehende geometrische Darstellung. 
Auf der erwähnten Kugelfläche 
sind X, Y, Z die Spuren der festen 
Koordinatenachsen ; T die Spur der 
Bahntangente, A die Spur der Ge- 
schoßachse. 

In den Formeln (44) sind -^ ^ 
~, , offenbar die Richtungskosinus 

der Bahntangente. Es sei nun o der 
Winkel; den die Bahntangente mit 
der Horizontalen bildet^), % der Winkel, den die durch • die Bahn- 
tangente gelegte Yertikalebene mit der rrir-£bene bildet, so ist nach 
bekannten Formeln: 





Fig. 2. 






AT^a 
AC^^ 
XC^ij, 
XB-^j; 

TB^ta. 












f 






Y 


-r 




c 



dx 



(45) -^ -=» cos (T,x) =» cos © • cos J 



ds 



cos (T,y) « — cos © sin f 



dz 



T- = cos {TyZ) = sin <o cos £. 



Obwohl nun die Gleichungen (44) unverkennbar bereits eine gewisse 
Symmetrie aufweisen, so ist doch wegen ihrer Verwickeltiieit deren 
unmittelbare Integpration nicht oder doch nicht ohne erhebliche Ver- 
nachlässigung zu leisten. 



3. Abschnitt. 

Integration der DifferentialgleiolLungen fflr die Bewegung der 

Geschoßaclise. 

Die Hauptschwierigkeit ^t sich bei den Gleichungen (44) dadurch 
beseitigen, daß man vom festen zu einem beweglichen Koordinaten- 
system übergeht. Durch Drehimg um die Winkel o und g verlegt 
man die neue x-Achse in die jeweilige Flugbahntangente. Allerdings 
kennt man die Lage des neuen Koordinatensystems im Verhältnis zum 
früheren vorläufig nicht oder doch nur genähert, weil die Theorie bis 
jetzt nur co, nicht aber g liefert. Aber dies ist vorläufig ganz belang- 



1) Natürlich nicht zu verwechseln mit dem ebenso bezeichneten Winkel im 
Abschnitt 1 and einer sp&ter auftretenden Variablen. 
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los; Yielmehr gewinnen dadurch; daß in bezng auf das neue Achsen- 
system jetzt 

fy^o, f =0 

ds ' ds 



(45a) 



dx ^ 



(46) 



wird, die neuen Drehungsgleichungen , in denen wir S statt Q' und t^ 
statt ^ schreiben^ ganz wesentlich an Einfachheit. Sie gehen nämUch 
über in: 

»ff- '- Offenbar hat man jetzt nebenstehende, 

der früheren entsprechende geometri- 
sche Darstellung; sowie die Beziehung 

(47) cos I • cos 17 » cos a. 

Die Symmetrie der Differentialglei- 
chungen ist nun vollends augenfällig 
- geworden. Eliminiert man aus ihnen 
zunächst w auf die bekannte Weise, 
so hat man 




ÄG^k. 



^7 



C 



siniy^ - sing • cosi)J^^(cos|^) - (y + sing^)^^(cosi? cos|) =0 

oder 

smg . co8i?^^^cos6^jj - smi?^-, - ßing^^/ • di^^^^ ^»5) 

= -y^-(c0S17C0s|). 

Man überzeugt sich leicht, daB man statt dessen schreiben kann 

(*^) dtb^^ ^di^^^ ^ ^^® ^^ "" ^^^ ^ ^^^ ^di^^^^ ^)] ^ ■" ^Tt^^^ ^ ^^* ^ 

Man hatte oben r « Const (3** Gleichung (39)) daher ist nach (43) 
auch y eine Eonstante oder wird wenigstens vorläufig, wie in alleo 
bisherigen Theorien, als solche behandelt. Man kann somit ohne 
weiteres integrieren und erhält 

(49) sin 6 37 (sin ^ cos |) — sin iy cos 6 ^^(sin |) == Const — y cos 1^ cos g . 

Da bei einer modernen Feuerwaffe das Geschoß ziemlich genau 
zentriert das Rohr verlassen dürfte, sind die Anfangswerte 1^ und i;^ 
von I und rj wenn nicht überhaupt gleich Null, so doch mindestens 
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so klein; daß man sie unbedenklich mit ihrem sinus vertauschen und 
ihren Cosinus » 1 setzen kann. Ist dann noch 

(50) (^l^p, uBd (^,g = ,„ . 

SO folgt aus (49) für ^ - 

(51) Const =• y + * wo * =- go^o - PoVo- 

Ich bin der Überzeugung; daß d eine so außerordentlich kleine 
Größe ist; daß man sie zu yemachlässigen hat; bei der straffen Führung 
der heutigen Geschosse kann i^ und rj^ unmöglich einen nennenswerten 
Betrag erreichen.^) Verschieden steht es mit p^ und g^. Es sind dies 
Winkelgeschwindigkeiten um eine zur Geschoßachse senkrechte Achse, 
die das Geschoß in dem Augenblick besitzt, wenn es das Rohr rer- 
laßt; Sie sind Folgen eines Stoßes; ein solcher ist aber zweifellos 
vorhanden. Das kann schon aus dem sogenannten Abgangsfehler ge- 
schlossen werden. Aus der Einrichtung der Lafette wird es außerdem 
wahrscheinlich; daß ein Stoß erfolgt; der das Geschoß um eine wage- 
rechte Achse (senkrecht zur Geschoßachse) zu drehen bestrebt ist. 
Wäre also in dem Moment des Yerlassens des Rohres die Sy^ -Achse 
horizontal; die 8 e^- Achse vertikal^); so würde es sich um eine Drehung 
um die 5y|- Achse handeln; d. h. es würde Pq einen nennenswerten Be- 
trag annehmen; wogegen dann q^ wohl geringfügig wäre. Selbst- 
verständlich müssen Pq und g^ klein gegen die Drehgeschwindigkeit 
sein, da sonst die Stabilität der Geschoßachse nicht gewahrt wäre. 

Aus (47) und (49) folgt nun: 

(52) sin 6 j-ÄBin rj cos |) — sin 17 cos g ^ sin § = y(l — cos a) + d. 

Es liegt nahC; eine neue Variable a einzuführen (die aber nicht 
mit (o in (45) verwechselt werden darf), indem man 

sin I = r cos o sin rj cos | =« r sin cd 
setzt; wobei man sofort sieht; daß 

r* =» sin* g + sin* rj cos* 5 =» 1 — cos* 6 cos* i] = sin* a 
also r » sin a wird. Damit wird (52) zu 

sin*«-^ = y(l — cosa) + d, 

1) Anden liegt es natürlich bei Geschützmodellen, die mit mangelhaften 
Hilfsmitteln konstruiert sind und die lediglich Versuchs- und Demonstrations- 
zwecken dienen. 

2) Dies festzusetzen bleibt jedermann unbenommen. 
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oder 

(^) dt ^ 1+cotä + im*"^ 



und 

Wemi nun d » ist, was man unbedenklich stets annehmen darf, so 
hat man die ein£ache Beziehung^) 

dm y y 



(55) 



dt 1 + C08 a ^ , a 

' 2 C08* 



Das heißt; die Winkelgeschwindigkeit des Radiusvektor der Ton der 
Gteschoßspitze auf der Kugelfläche vom Radius 1 beschriebenen Kurve 
ist abhängig Tom Winkel a, den die Geschoßachse mit der Bahntangente 

einschließt Für a = ist die Winkelgeschwindigkeit ^, mit wachsendem 

a nimmt sie zu. Sie kann höchstens = y werden; das ist jedoch 
praktisch unmöglich; denn in diesem Falle wäre a » 90^, mit anderen 

Worten, das Geschoß würde sich überschlagen. Da femer y = — r, wo 
ff die Winkelgeschwindigkeit der Geschoßdrehung, sehr groß ist, muB 
auch ^ bei den heutigen Geschützen und noch mehr den Handfeuer- 
waffen^) ziemlich groß sein. Es vollführt daher die GFeschoßachse sehr 
rasche konische Pendelungen, wie dies ja auch aus allen Beobachtungen 
hervorgeht. 

Hätte d einen von der Null verschiedenen Wert, so könnte a im 
Verlauf der ganzen Erscheinung niemals den Wert Null annehmen, da 
ja sonst nach (53) die Winkelgeschwindigkeit der Pendelung sprung- 
weise unendlich groß werden müßte. Für * ^ hätte man offenbar 
bei t^O 



^0 „^„ „ _ ^ 



sm (oft = -^ cos cDft = ^=- 







«o 



«0 = VU~+ vi 



womit 

* = «0(^0 <^08 cJo - Po 8Ü1 öo) 
würde. 

Für verschwindendes rj^ hat man für jeden Wert von ^ 

sin Oq = 0, 

1) Sie stimmt mit der Polargleichung einer Parabel der Form nach übereia. 

2) Natürlich nicht bei kleinen YersuchfimodeUen , die nnr geringe Anfangs- 
geschwindigkeiten verwenden. 
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d. h. f&r yersch windendes S hat man das Recht, den Anfangswert cdq 
von o gleich Null zu setzen. 

Während offenhar (49) das ^^Flächenintegral^' darstellt, gewinnt 

man ans den Gleichungen (48) durch Elimination von ly + sin^ -^~\ 

eine Gleichung, die dem integral der lehendigen Kraft'^ entspricht^ 
nämlich 

Nun ist w, wie im Abschnitt 1 dargelegt ist, nicht nur eine Funktion 
Ton Uy sondern auch eine solche der Fortbewegungsgeschwindigkeit t; 
des Geschosses, und da wir gewohnt sind, letztere als Funktion von 
t zu betrachten, implicite auch eine Funktion vgn t. Mithin schließt 
w streng genommen alle Verwicklungen des ballistischen Problems in 
sich. An eine strenge Integration von (56), worin w als verwickelte 
Funktion von t auftritt, ist gar nicht zu denken. Allein ähnlich wie 
in vielen Fällen der Astronomie tritt auch hier ein zuföUiger Umstand 
erleichternd ein. Da, wie oben ausgeführt, t.- sehr groß ist, mithin 
^ und 1] eine sehr kurze Periode hat, begeht man keinen sehr merk- 
lichen Fehler, wenn man die Schiebungsgeschwindigkeit v und damit 
den in w steckenden Faktor f(v) während eines solchen Umlaufes als 
konstant ansieht. Diese Anschauungsweise ist zunächst dann vöUig 
einwandfrei, wenn man nur die Gestalt der von der Geschoßspitze auf 
der Kugel vom Radius » 1 beschriebenen Kurve zu bestimmen sucht 
und von ihrer Ausdehnung vorläufig absieht. Indessen liegt auf der 
Hand, daß man sogar weitergehen darf. Die Kürze der Periode von 
^ und 1] im Vergleich zur Ausdehnung der gesamten Flugbahn gestattet, 
die im Verhältnis zu jener kurzen Umlaufsperiode sehr langsam ver- 
änderliche Schiebungsgeschwindigkeit statt als Funktion der unabhängigen 
Variabein als variabeln Parameter der Kurve ^) aufzufassen. Die wahre 
Bewegung der Geschoßspitze vollzieht sich dann auf einer stetig an- 
einander gereihten Kurvenschar. Die einzelne Kurve wird offenbar 
gefunden, indem man f(v) in dem Ausdrucke w als Konstante behandelt. 
Es ist dies allerdings keine völlig strenge Lösung des Problems; daß 
aber in der Tat die Annäherung so groß als wünschenswert ist, wird 
sich aus den später ermittelten Zahlen ergeben. 
In dem Ausdruck für 

w ^ ^ == qp(a) = a^a + «ä«** -\- • - - 

1) Die Theorie der Bäknlaren Planetenstörungen tut ja schließlich anch nichts 
anderes. 
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(ygL oben Formel (34)) behandelt man daher die Koeffizienten a^ bis auf 
weiteres als Konstanten^ obschon sie sämtlich den Faktor f(v) enthalten. 
Setzt man nun in Formel (56) die Ausdrücke 

sin g = sin a cos o 
und 

sin fi • cos S » sin a sin CD 

ein, so folgt nach einigen leichten Reduktionen 

und mit Hilfe Ton (54) geht dies, wenn man integriert, über in 
(58) (^)V C- yHg« I + 2jV(«)Bm«rf«. 

Es ist hier d » angenommen, wie ich es für der Wirklichkeit 
entsprechend halte; übrigens würde die Beibehaltung Ton d durchaus 
keine grundsätzlichen Schwierigkeiten bereiten, nur die Übersichtlichkeit 
der Formeln würde etwas darunter leiden. 

Zunächst folgt aus (58) zur Bestimmung der Integrationskonstante 



im-'^-^ 



man überzeugt sich leicht, daß hier die linke Seite gleich l^J + 9} ^^^f 

womit man 

(59) C-p'. + q» 

findet, und femer hat man 

da dccdm da y 

dt da dt da ^ , a ' 
2 cos* -- 
2 

somit wird (58) 

<60) dfo y ^« 



2C08«| "|/c-y«tg«| + 2y9(«)Bin«(l« 



Zur Ausführung dieser Quadratur ist man wegen der Beschaffenheit 
von (p(cc) auf Reihenentwicklungen angewiesen; man muß sich daher 
die Überzeugung yerschaffen, daß diese konvergieren. 

Es empfiehlt sich offenbar, 2 cos* ^ unter das Wurzelzeichen, dafür 
die Konstante C vor das Wurzelzeichen zu schaffen. 

Führt man dies aus und setzt, wobei Y^ ^^^ ^ ^^ ^^^ positiv 
angenommen werden, 

<61) If.k, 
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SO wird (60), wenn man das Integral unter dem Wurzelzeichen aus- 
fOhrt, zu: 

kam = — ; , wo 

±VW) 



(62) 






4. Abschnitt. 
ErmitÜüng der von der Gesolioßspitze besoliriebeiLen Enrve. 

2 
Wie mehrfach hervoj^ehobeo; ist -^ klein gegen 1. Für eine erste 

Annahenrng kann man daher in der Elammmer { } der Gleichung (62) 

die mit -^ multiplizierten Glieder gegen die Einheit yemachlassigen. 

In diesem Falle wird aus (62) 

da 



hdtD 



v^ 



8in"a 



Hierin liegt sofort eine Bedingung des Problems: sina^Ä;, da andern- 
falls die Wurzel imaginär würde; andererseits sieht man aber, daß eben 
unter dieser Bedingung die Reihenentwicklung (62) konyergieren muß. 
Durch die Transformation 

sin a » X; sin 9 
wird 

l/i i • • j COScprfqp 

1/ 1 — -ri sm*« == COS © , da^ — ^^— -- , 
r fc" ^' cosa ' 

mithin 

(63) doi- ^^ 



l/T— Ä;"Bin*9 



Man hat auf diese Weise ein elliptisches Integral erster Gattung 
erhalten« Integriert man zwischen den Grenzen Oq » und o und 
zwischen und <p, so hat man nach der üblichen Bezeichnung 



(64) 



m -= F(]Cy q>) oder 
9^ "- am CD folglich 

sina . j 

sm 9? =- — r— ■= sm am iD oder 



k 
ßin. a a-> Z; • sin am (D . 

Z«itMhrift f. Mathematik n, Physik. 65. Band. 1907. Hefl 4. S6 
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2 

Treibt man also die Annäherung nur soweit, daß man — , gegen 
die Einheit vemachlasBigty so hat die Polargleichung der gesuchten 
Kurre den vorstehenden ziemlich einfachen Ausdruck. 

Nun ist weiterhin auch der Modul Tc ziemlich klein, wenn nämlich 
C im Verhältnis zu y klein ist, worüber man allerdings vorläufig noch 
nichts Sicheres weiß, was man aber vermuten darf. Je kleiner aber h 
ist, desto mehr nähert sich der Amplitudensinus der Ereisfiinktion 
sinus: Die Reihenentwicklung beider sinus zeigt bekanntlich, daß die 
beiden Funktionen sich nur um Glieder unterscheiden, die mit k^ multi- 
pliziert sind. 

Die Gleichung (59) beweist, daß C ausschließlich vom Anfangsstoß 
(bei vorhandenem endlichen ö allerdings auch von diesem) abhängt; im 
allgemeinen dürfte auch dieser Anfangsstoß im Verhältnis zu y klein sein. 

Wenn man sich daher erlaubt, außerdem noch h^ ^-^ gegen die 

Einheit zu vernachlässigen, so geht die letzte Gleichung (64) über in 



(65) 



sm a » A; • sm (D » -'^- 



sm CD. 



Diese Gleichung ist dann die Polargleichung der gesuchten Kurve 
anter den vereinfachenden Voraussetzungen, die sich jedoch, wie man 



Fig. 4. 



Fig. 5. 





P gehört sowohl zu co, als auch xu oi|. 



später sehen wird, durchaus nicht sehr weit von der Wirklichkeit 



entfernen. Diese Kurve ist ein Kreis (Fig. 4) vom Radius h » 



«yc 



der die Bahntangente im Ursprung berührt und vom Schützen aus ge- 
sehen stets rechts der Bahntangente ^) verbleibt. Die Geschoßspitze P 

1) Die Beibehaltung der kleinen Größe d in den Formeln (63) und (64) — 
vgl. Bemerkung im Anschluß zu Formel (66) — hätte lediglich zur Folge, daß T 
um einen geringen Betrag in das Innere des Pendelungskreises fallen würde. 
Vgl. Fig. 6. 
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dnrchläuft diesen Kreis nicht gleichförmig, sondern wie Gleichung (45) 
zeigt ^) mit periodisch veränderlicher Geschwindigkeit. Diese Geschwindig- 
keit ist am kleinsten dann, wenn die Geschoßspitze gerade die Bahn- 
tangente passiert; sie nimmt hierauf zu, bis a während eines Umlaufes 
den größten Wert angenommen hat. Wenn o> jt wird, so erhält 
sin CD und damit sin a negative Werte, da ja k unter allen Umständen 
positiv ist, d. h. der Radius Vektor ist dann nach der entgegengesetzten 
Seite abzutragen. Mit anderen Worten: während co von bis 2;r 
zunimmt; beschreibt die Geschoßspitze zweimal den erwähnten Kreis 
rechts der Bahntangente, oder die Kurve, von der (65) die Polargleichung 
ist^ besteht streng genommen nicht* aus einem, sondern aus zwei über- 
fallenden Ej-eisen. Weil nun die „Pendelungen^^, besser wohl „konische 
Rotationen'^ stets auf der einen Seite der jeweiligen Bahntangente ver- 
laufen, so muß für die Translation des Geschoßschwerpunktes offenbar 
eine seitliche Komponente erzeugt werden, d. h. es muß im betrachteten 
Falle, wenn die Luftwiderstandsresultante vor dem Schwerpunkt an- 
greift und Rechtsdrall vorhanden ist, Rechtsabweichung stattfinden. 
Man könnte daran denken, jetzt schon^ die Größe dieser seitlichen 
Komponente auf Grund der vereinfachten Theorie zu bestimmen, aber 
man wird sich von vornherein sagen müssen, daß man wegen der Ver- 
nachlässigungen dann nicht entfernt erwarten darf, die Seitenabweichung 
zahlenmäßig auch nur einigermaßen darzustellen. Bemerkenswert ist, 
daß in dem vereinfachten Problem die von der Form der Geschoß- 
spitze abhängigen Koeffizienten a^ der Entwicklung von to ganz in 
Fortfall gekommen sind. Unter den vereinfachenden Voraussetzungen 
ist also die Spitzenform für die Pendelung^nd Seitenabweichung völlig 
belanglos. Man darf hieraus schon schließen, daß sie auch beim strengen 
Problem keine sehr erhebliche Rolle spielen wird; das wird sich später 
in der Tat herausstellen. Damit fällt ein Teil des Interesses, das man 
bisher mit Rücksicht auf konische Pendelung der Spitzenform und den 
verschiedenen Luftwiderstandsgesetzen z. B. von Newton, Lößl, 
Duchemin, Kirchhoff u. a. entgegenbringen zu müssen glaubte. 
Weiterhin folgt, daß unter denselben vereinfachenden Voraussetzungen, 
wenn y oder was auf dasselbe hinausläuft, die Geschoßdrehung konstant 
ist, nicht nur die durchschnittliche Winkelgeschwindigkeit, sondern 
auch die Amplitude der Pendelungen konstant bleiben müßte. Dies deckt 
sich nun nicht mit den Beobachtungen; vielmehi* spricht alles dafür, 
daß die Amplituden gegen das Ende der Geschoßbahn zunehmen, wenn 



1) Die Winkelgeschwindigkeit der Diehnng um M ist augenscheinlich doppelt 
80 groß als die bezüglich T. 

26* 
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auch sicher nicht so rapid wie Prof. Cranz annimmt: von 9' am An* 
fang bis 41^ am Ende der Bahn beim Geschütz C/73. 

Ehe auf diese Frage näher eingegangen wird; soll die strenge 
Gleichung (62) weiter untersucht werden. 

Mit Hilfe des binomischen Satzes, dessen Anwendung zweifellos 
erlaubt ist, wenn auch die Eonrergenz l&ngsam ausfällt, erhält man 
aus (62): 
(66) ä|J» 1 +^, at[6^ + i^a + 6,«« + • • •] 

wobei gesetzt ist 

"f C'\ M ~) "* - *5 -I- Mö« — "c" \ 72 ) 

Darch Integration folgt aas (66) 

wenn man hier auf der rechten Seite 6© "= 1> 6^ «. 6^ = . . . = setzt, 
so geht, wie es sein muß, diese Seite über in 

da , . /a\ 

:=i-Ä.arcBin(jf); 



(66a) 



M 



1 — — 
damit wird: 
(66b) CO « arc sin a: + «, 



wobei 



und 






(66c) s^^^(h, + h,x + h,x* + ---). 

In (66c) bedeuten, wie man sich leicht fiberzeagt, unter Berflck- 
sichtigung von (66 a): 

Ao-1 Ä, = -^o. Ä,--i(13+,5*« + 24t»a,) 

(67) k = _ _|^ (6 k\ + 15a, + 2 t»a,) 



Von G. y. Glbzch. 

Setzt man jetzt 

arc BiRX» z und « — tö fi/) 7 
so daß 

f(js) =» sin'c} (Äq 4-*! sin cd + /ig sin* © H ), 

dann wird (66 b) zu 

12 



®='^+Ä/'W- 



Da - - sehr klein ist, kann man hierauf die bekannte Umkehrungs- 
Formel von Lagrange anwenden, womit man findet 

^-aj + -/-(cö) + 27i2-. -^-~ +2.3.T2»- rfca' +••• 

oder 

k* 
0^(0 + — sin* (ö (1 + Aj sin + Äj sin* o H ) 

+ g^^jgj sin'^oj cos o [6 + 7 • 2 . Äi sin (D + 8(Äf + 2Ä,) sin*© + ...]+.. 

Dafür kann man schreiben 

^ = ö 1 1 + Tö *"^-- [1 -f Äi sin oj H h i • j2 sin* o cos 0(6 + 7 • 2 • ä^ sin (0 H ) H j| • 

Hieraus erhält man, wenn man bedenkt, daß 

sin» CO .•Fl ^ -8 /i-3i i\x 1 

-- - - sm» 0, [1 - ^73 sin« «D - (3.^;^ + ^ Bin* (0 J 

und indem man setzt 

(68) » =* 1 + 12 ^"^* o { 1 + Äj sin (ö H H T 12 ^^^ cö cos (ö (6 + 7 • 2 • Äi sin (D H — ) 

+ ...j.[l__i.^8in*ai-(3i^ + ^.\-.)sin*cD-...], 



(69) 



z «» arc sin x = «© 

^ = sin no 

, . 21/C . 

a =» ft • sm no = - - sm ncj, 



wobei man sich zu erinnern hat, daß YC bezw. k stets positiv ist und 
daß für n(o^ 7t sin wo negativ wird, also ein zweiter Umlauf der 
Geschoßspitze beginnt. 

Wie aus dem «Ausdruck (68) für n hervorgeht, ist dieses eine 
periodische Funktion von co, die bei jeder konischen Pendelung zwischen 
dem Wert 1 (für c? =» 0) und einem um ein geringes größeren Werte 
hin und herschwankt. Die Amplitude dieser Schwankungen hängt im 
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wesentlichen von V ab; Ton geringerem Einfluß sind die in den 
Koeffizienten h^ enthaltenen Koeffizienten a^ der ursprünglichen Enir 
Wicklung von Wy die f{v) enthalten und damit tatsächlich langsam ver- 
änderlich sind. Es ist also strenggenommen n eine ungemein ver- 
wickelte Funktion. 

Trotzdem ist die durch (69) dargestellte Karre entfernt nicht so 
verwickelt, als daß man sich nicht eine übersichtliche geometrische 
Darstellung schaffen könnte? Es liegt nämlich eine Hypotrochoide^) vor- 

Die Bewegung auf der durch 
«»• » a - * • sinno (0 < ai < 2x) 

definierten Kurve läßt sich ohne 
weiteres in zwei Bewegungen 
spalten, wie aus der Figur 6 
näher hervorgeht: 

Die Geschoßspitze P be- 
wegt sich mit einer Winkel- 
geschwindigkeit » -^ auf der 

Peripherie eines Kreises, dessen 
Mittelpunkt M sich mit der 
Winkelgeschwindigkeit 




(70) 



dt ^^ ^> dt 



um den Koordinatenanfang T 
(Spur der Flugbahntangente auf der Kugelfläche vom Radius 1) dreht 
Die Radien beider Ejreise sind einander gleich und gleich q. 

Die Figur ist für konstantes n < 1 gezeichnet.*) Aus der Be- 
trachtung des gleichschenkligen Dreiecks FHT folgt 



n 
2 



i- + o + Z - o 



n 
2' 



wenn f[Lr o » ebenfalls x » ist, was man ohne weiteres, wie in 
der Figur geschehen ist, willkürlich annehmen darf. Daraus folgt 



CO 



oder 

(71) 



dv ^/da dx\ 9 dca 



1) Vgl. z. B. Pascal, Repertorium der höheren Mathematik 11, S. 643. 

dt 

2) In Wirklichkeit ist jedoch wohl meist n> 1, also -^ negativ; s. unten. 
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und ferner: 

womit 

= 2p sin 2 und 



<72) 






Es sei noch einmal daran erinnert, daß; wie aus (68) und (70) hervor- 

gehty n nicht konstant ist; viehnehr wird ^; die Winkelgeschwindigkeit 

des Zentrums üf, eine periodische Funktion yon q, die zwischen Null 
und einem kleinen negativen Werte hin- und herschwankt. Die Ampli- 
tude dieser Schwankungen ist außerdem veränderlich. Es ist nämlich 
nach (68) und (70): 

dy k* { k* 

^=— YgSin'ojl-l-AiSinaj-fÄjsin^roH hii2®^*®^*®(^"^'"^ 

Integriert man diesen Ausdruck zwischen und 29r in hezug auf (Oy 
so erhalt man den Betrag jdXf um welchen % zunimmt; wenn o von 
bis 2 « wächst; also wenn die Oeschoßspitze zwei Pendelungsumläufe 
macht Die Ausführung der Rechnung ergibt 

^"" 6 l2" 2-8'2.4"^2.4.6U*-8» 8.46/ "^ 2T^^U- 8 ' 8.4-6 

\^V 2.4.0.7""2».3V'^*""'"'*«L2.4"'2.3'2.4T0'T- ••] 

I I, rl-3.5 1 1-3-6.7 -] \ 

"^ *L2.4.6 2.3'2.4-6.8"^" J"^ J 

Diese Doppelreihe konvergiert allerdings etwas langsam und hat den 
Übelstand; daß man sehr vieler Koeffizienten h^ (vgl. Formel (67)) be- 
nötigt; die recht umständlich aus (64) und (62) zu berechnen wären. 
Man müßte eine überaus große Zahl von Gliedern berechnen und erhielte 
doch kein scharfes Resultat; weil die in den h^ befindlichen a^ nicht 
genau genug bekannt sind. Bricht man daher mit %, die Reihe ab; 
so kann man nur eine ziemlich rohe Annäherung erwarten, nämlich 

(74a) ^;^ =, - *^ (0,33 - 0;04Ä« - 0;19a,t«), 

wobei nach (33) und (34) 

a, = -0,017/-(t;)--c.r(t;). 
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Bereehnet man mit Hilfe von (31) f{v) für t; = 200 und SOOm/sec, 
so hat man unter Berftcksichtigimg von (72), wenn c den Koeffizienten 
Ton f{v) im Ansdnick von o, bedeutet, in roher Aniuherung 

ftr r = SOOm/sec ^x =* - Q^OfiQ - 0,34^* + 888cq*) 
^^^^^ för t; - 200m/8ec ^x ^*(0,69 - 0,34^» + 2520c(>«), 

wobei c etwa gleich + 0,017 zu aetzen wäre, wenn das im Abschnitt 1 
angenommene Gesetz zutrifft 

Es f&hrt somit auch die gegenwartige Theorie auf eine Prazessions- 
und Nutationsbewegung. Die Bewegung der Gteschoßspitze um M ist 
die ,,Nutation% die weit langsamere und in entgegengesetzter Richtubg 
stattfindende Rotation Ton M um den Eoordinatenanfang oder die 
Bahntangente ist die ^^Piazession''. Die Amplituden q beider sind gleich.^) 
Während die Nutation annähernd ganz unabhängig Ton der Form der 
Geschoßspitze ist, indem nur die periodischen Schwankungen der Rotations- 
geschwindigkeit während eines einzelnen Umlaufes indirekt von allerdings 
Terschwindendem Einfluß sein können, hängt die Winkelgeschwindigkeit 
der Präzession in erster Linie .you der Amplitude q der Präzession und 
Nutation ab, dann aber auch Yon der Form der G^schoßspitze, weil 

im Ausdruck von ,^ bezw. ^1x ^^ Koeffizienten o^, o^ . . . auftreten^ 

die wesentlich Ton der Spitzenform bedingt sind. Die sehr geringe 
Winkelgeschwindigkeit der Präzession hat außerdem noch, wie bereits 
erwähnt, eine kurze Periode, indem sie während jeder Doppelnutation 
einmal durch den Wert geht. Da ihr Durchschnittswert wesentlich 
von Q abhängt, folgt ohne weiteres, daß, je größer q, d. h. je kleiner y 
und damit die Geschoßdrehung ist, desto größer und unregelmäßiger 
die Pendelungen werden müssen.') Je größer q ist, desto schneller 
verläuft die Präzession, während die Geschwindigkeit der Nutation fast 
unabhängig von q ist. Die Hauptrolle spielt die Eonstante C der 
Integration (58), die nach (59) Tom Anfangsstoß abhängt. Da man 
diesen nicht kennt, ist eine numerische Bestimmung der Geschoßpendelung 
aus den bisherigen Daten überhaupt unmöglich, und aus diesem Grunde 
kann ich auch die zahlenmäßigen Ergebnisse in den mehrfach angeführten 
Untersuchungen des Herrn Professor Granz nicht als genügend begründet 
ansehen. 



t) Ob man q oder 2 p als Amplitude betrachten will, ist Sache der Festsetzung. 
2) Es wird dies durch die Beobachtungen an den Versuchsmodellen bestätigt. 
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5. Abschnitt. 
ZosammenlLaiig von konisolier Pendelnng nnd Seitenabweiclinng. 

Um die Dauer einer Nutation zu bestimmen, kann man offenbar 
die Präzession Yemadüassigen.^) Wenn man sich erinnert, daß die 
Geschoßspitze zwei Nutationen ausführt, während (o Ton bis 27r 
zunimmt, so folgt aus den Gleichungen 

^"r+L« ™* « = 2p sin CD (vgl (72)) 

ohne weiteres die Dauer T einer Nutation oder, wie man in Rücksicht 
auf die yerhältnismäßige Langsamkeit der Prozession zu sagen berechtigt 
ist, einer „Geschoßpendelung schlechthin'^* 



1 
\T^-j\l + cos {2q sin o?)] doj. 



oder wenn man 



(75) 

setzt 
(76) 



e^,-^[l+cos(2,sina,)]dco^|[2-^-^l^^ 



r . 

Nimmt man weiterhin einen Augenblick an, es fände gar keine 
Präzession statt, d. h. es wäre ^ = 0, so befände man sich im Falle 

der yereinfachenden oben bereits 
gemachten Annahme, wonach 
die Nutationen andauernd ganz 
auf der rechten Seite der Bahn- 
tangente TOr sich gingen. Es 
ist ebenfalls bereits darauf hin- 
gewiesen worden, daß durch die 
Asymmetrie der Lage der Nu- 
tationskreise zur Bahntangente 
eine seitliche Beschleunigungs- 
komponente erzeugt werden muß, 
welche die Bewegung des Geschoßschwerpunktes beeinflußt. Die Kom- 
ponente ist offenbar eine periodische Funktion der Periode o und 




1) Die strenge Formel ist (71); indes spielt es hier offenbar keine Rollen 
wenn man n = 1 nimmt. 
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zwar muß sie, wie eine einfaclie geometrische Überlegung zeigt, im 
wesentlichen von der Größe PQ^^asma abhängen. (Fig. 7). 

Da nun die Periode dieses Ausdrucks sehr kurz ist, wird die 
Wirkung annähernd dieselbe, wie wenn die Oeschoßspitze in der Hori- 
zontalebene dauernd um einen Winkel u nach rechts gedreht wäre, 
der gleich dem Mittelwert von a • sin o ist Wenn man a • sin cd » f{() 
setzt, so ist jener Mittelwert 



i-rfr 



Führt man nun zur Bequemlichkeit cd statt t als Variable ein, so ist 



n/i 



2 C^ 

w = -y \ ~ Q sin* CD [1 -f cos (2(> sin id)] da 



= -4v / sin* CD [1 + cos (2p sin cd)] da. 



Nennt man das hier auftretende bestimmte Integral «7,, so findet man 
^^'^* [t * Ti (2p)« 1^ , (2p)* 18. 6 -] 

*^^^2L^~ 2!" 2.4"^ 4!' 246 * " J 

(77) 

l»-2,^;., (1-^-1^-...). 

Nun ist ohne weiteres k]ar, daß man der Präzession Rechnung 
tragen kann, indem man u ^och mit cos % multipliziert Denn wie 
aus der Figur 6 herrorgeht, muß die seitliche Komponente ab- 
nehmen, wenn % zunimmt; sie wird = 0, wenn % den Wert - oder 

— Y örreicht und wechselt ihr Zeichen, wenn %> -^ wircL Da nun 

bei unseren heutigen Geschützen der Fall, daß anfangs zwar Bechta- 
abweichuDg, dann aber im späteren Verlauf Linksabweichung stattfände, 
nicht eintritt, so darf man yon Yomherein yermuten, daß während der 
gesamten beobachteten Flugzeit die Präzession noch nicht eine Yiertels- 
drehung ausmacht. Nach der hier entwickelten Theorie ist dies aber 
auch deshalb wahrscheinlich, weil in den Gleichungen (74) u. ff. der 
Faktor k^ sehr klein sein dürfte. 

Man bat also den vollständigen Ausdruck 

(78) „« 2p ^co8z = «> 0082(1-^-1^ -•••). 

Da ferner nach den bisherigen Voraussetzungen q konstant sein 
müßte und q^ sowohl als c in (74b) kleine Größen sind, kann die 
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y eiunderlichkeit Yon f{v) in a^ keine sehr große Rolle spielen. Mau darf 
daher in erster AnnäheruDg den Koeffizienten von q^ im Ansdrack fQr 
die Winkelgeschwindigkeit der Prazession und unter der vorläufigen 
Voraussetzung y daB q konstant sei^ auch jene Winkelgeschwindigkeit 
selbst als konstant ansehen. 

Nach der Formel (32) ist die seitliche Beschleunigung des Ogiyal- 
spitzengeschosses 

Ws^^ r" (24^ sin« u + 6,6 sin» u - 5,1 sin» u) • f{v), 
was man auch schreiben kann 



(79) 



Ws 



^^r^xÄ^.O{u).m, 



mit * (w) = sin« w (1 + -4^ sin i« + -4, sin* u), 
^«7,7, ^1 = 0,273, J^«- 0,210. 



Bezieht man nim die Bewegung des Geschoßschwerpunkts auf das 
im Abschnitt 2 vor Formel (35) erwähnte feste Koordinatensystem, so 
ist klar, daB die auf die horizontale rry-Ebene -g^ g 

projizierte Geschoßbahn unter dem Einfluß 
obiger seitlicher Beschleunigung eine in be- 
zug auf den Schützen nach rechts gekrümmte 
Kurve sein muß (s. Figur 8). Der Winkel, 
den die Taugente dieser Kurve mit der Ox- 
Achse bildet, ist augenscheinlich der bereits 
in (45) aufgetretene Winkel g, da MN die 
Projektion der Bahntangente ist. Es sei 
femer SX^ die Projektion der Geschoßachse, 
von der wie oben yereinfachend angenommen 
wird, daß sie keine Nutationspendelung aus- 
fahrt, sondern an deren Stelle um den 
Mittelwert u nach rechts verdreht ist. Da 
Ws senkrecht zu SX^ wirkt, wirkt senk- 
recht zu MN (Bahntangente) eine Kom- 
ponente gleich Ws cos w, parallel zu MN 
eine Komponente gleich Ws sin u. Letztere addiert sich zu der ge- 
wöhnlichen Frontalkomponente, welche die Geschoßbewegung beeinflußt, 
ist also in den empirischen Widerstandsausdrücken des ballistischen 
Problems (vgl. (31)) bereits enthalten. Die Komponente Ws cos u läßt 
sich nun wieder nach den festen Koordinatenachsen zerlegen. Parallel 
zur OX- Achse gibt 'dies eine Komponente gleich TF« cos u sin {;; von 
ihr gilt dasselbe, was von Ws sin u gesagt ist. Dagegen beschäftigt 
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uns hier die Eomponenie parallel zur X-Achse = Wg cos u cos ^. 
Wenn x, y, B die Koordinaten des Geschoßschwerpnnkts sind, so ist 
offenbar 

(80) 5^ -= — TFs cosu cos S = — I r^nÄ^ *(ti) • f{y) cos u • cos f. 
Nnn ist nach einer allbekannten Formel der Ballistik 

_ = -^r«Ä./'(t;).co8(D, 

wo f(v) ebenfalls die in (31) angebene Bedeutung = 0,0140 1?' usw. 
hat, und o der Winkel ist, den die Bahntangente mit der Horizontal- 
ebene bildet. Es nehmen aber die üblichen Formeln auf die seitliche 
Krümmung der Flugbahn keine Rücksicht. Wie die Figur 8 zeigt 
laßt sie sich berücksichtigen, indem man die rechte Seite der letzten 
Gleichung noch mit cos £ multipliziert. Es ist also vollständig 

-^ « — — r*Ä • cos (D * cos S • f(y). 

Setzt man ^'"-jT ^^^ y'" df' ®^ folgt aus der letzten Gleichung 
und aus (80), womit man die unbequeme, weil der analytischen Form 
nach unbekannte Funktion f{v) eliminiert: 

cos CD ~ = ^ d>(u) cos u . 

Hier laßt sich die rechte Seite sehr leicht in Reihen nach steigenden 
Potenzen der kleinen Größe q entwickeln; man hat 

(81) B ^ cos (D g =. A^q' coß»x {1+Ä,g coßx(l - U^) 

- y co8«a;(l - |p*) + {At - J.i)p» cob'x + U*^ coB*z 

_ lo*— ^o* \ 

m 

und diese Reihe konvergiert sehr stark. 

Die Funktion B läßt sich mit ausreichender Genauigkeit aus der 
Schußtafel für jeden Punkt der Bahn numerisch ermitteln. Man be- 
rechnet aus der vorgeschriebenen Seitenverschiebung die Seitenab- 
weichung, wobei behufs Erzielung eines stetigen Verlaufs^) der Funk- 
tion graphisch zu interpolieren ist. Indem man in das erhaltene Dia- 
gramm für X und y die Flugzeiten nach der Schußtafel einträgt, lassen 

1) Die Schußtafel enthält bekanntlich nur die sogenannte Seiten venduebang 
d. h. die Winkel in y,^^, um welche man seitwärts am Ziel vorbeirichten maß, 
um die Seitenabweichung auszugleichen. 
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flieh ganz leicht die Differentialquotienten -^ = y und 37« = -j^ rech 



dx 



dt* 



dt 



nerisch und graphisch ermitteln. Endlich ist x'^»-^ ^v ' cosd, also 
-^ = ^(t? • coscd), was ebenfalls aus der Schußtafel unschwer zu be- 
rechnen und zu interpolieren ist. Aus cd, -jr ^uid -^ findet man so 



dt 



dt 



schließlich JB =- cos cd {-^ : -^j • 

Aus der Schußtafel des Feldgeschützes G/73 (Ghranate) ist auf diese 
Weise folgende kleine Tabelle ermittelt worden. 





Tabelle nach der Schoßtafel 


C/73: 




t = Flugzeit 
in Sekunden 


vcoaet 
na/gec 


d 

_t,.COB« 


y 

m 


dt' 


logB + lO 


4 


294 


- 1,8 


e>j 


r>u 


5 


281 


-13,0 


- 2,6 


-0,22 


8,2264 


6 


268 


-11,5 


- 3,8 


-0,24 


8,3177 


7 


258 


-10,5 


- 5,0 


-0,25 


8,3731 


8 


247 


- 9,6 


- 6,5 


-0,26 


8,4281 


9 


239 


- 8,7 i - 8,4 


-0,28 


8,6013 


10 


230 


- 8,1 


-10,6 


-0,29 


8,5450 


11 


223 


- 7,5 


-13,0 


-0,30 


8,5907 


12 


215 


- 7,0 


-15,8 


-0,31 


8,6310 


13 


209 


- 6,5 


-18,8 


-0,32 


8,6666 


14 


202 


- 6,1 


-22,2 


-0,32 


8,6989 


15 


197 


- 5,9 


-25,8 


-0,33 


8,7228 


16 


191 


- 5,6 


-29,8 


-0,33 


8,7403 


17 


186 


- 5,5 


-34,1 


-0,34 


8,7550 


18 


180 


- 5,4 


-38,8 


-0,35 


8,7697 


19 


175 


- 5,4 j -44,0 


-0,36 


8,7759 


20 


169 


- 5,3 1 


-49,3 


-0,36 


8,7765 



Bern.: Von einer Fortsetzung der Tabelle über f«20 hinans ist mit Rück- 
sicht auf die Unsicherheit der Daten Abstand genommen worden. Unter t «» 4 

sind die y su klein, um ^-f scharf genug zu geben. Das Beobachtungsmaterial 

erreicht überhaupt schwerlich die Genauigkeit vierstelliger Logarithmen. 

Wir haben oben fesi^estellt, daß in Beziehung auf die Veränder- 
lichkeit der Koeffizienten a^,a^,a^.., der Entwicklung (34) von g>{a) 
die Änderung von x nur sehr langsam erfolgen müßte. Wäre nun q 
konstant, was der Fall sein müßte, wenn die Geschwindigkeit der Oe- 
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Bchoßdrehung konstant bliebe^ so müßte auch B annähernd konstant 
sein. Schon ein flüchtiger Blick zeigt^ daß dies entfernt nicht zutrifft; 
damit besiAtigt sich die bereits zu Anfang aufgestellte Yermutong, daß 
die Geschoßdrehung nicht konstant sein Jcann. Man könnte nnn ein- 
wenden^ daß hiemit die Berechtigung der Integration der Differential- 
gleichimg (48) und hiermit auch das folgende hinfällig wird. Allein 
eine ähnliche Erwägung wie die nach Gleichung (56) angestellte zeigt^ daß 
das Verfahren eben so wie dort zwar nicht yoUig streng ist, aber sich der 
Wirklichkeit außerordentlich nähert d.h. es darf wiederum y als yariabler 
Parameter statt als Funktion der unabhängigen Yariabeln behandelt werden. 

Was nun die Abnahme der Geschwindigkeit anlangt, so dürfte es 
eine ganz glaubhafte Annahme sein, daß die Rauhigkeiten der Geschoß- 
oberfläche nach Art eines Schaufelrades arbeiten, d. h. daß man die 
üblichen Luftwiderstandsgesetze auf einen Punkt des Geschoßmantels 
anwenden darf. Dieser Vorgang ist etwas anderes, als die Lnftreibong 
an einer ganz glatten Oberfläche, deren Wirkung in der Tat gleich 
Null sein müßte. 

Wenn Vq die Anfangsgeschwindigkeit des Geschosses, S der Drall- 
winkel ist, so ist für ^ = die lineare Geschwindigkeit eines Punktes 
des Zylindermantels des Geschosses ^ v^ tg d. Bezeichnet man die 
Winkelgeschwindigkeit der Drehung mit r, das halbe Kaliber mit By 
so ist die Winkelgeschwindigkeit der Drehung für ^ = 0: 

(82) r^-^q'- 

Es erscheii^t nun gerechtfertigt anzunehmen, daß die Beschleuni- 
gung (Verzögerung) der linearen Geschwindigkeit eines Punktes der 
Geschoßoberfläche proportional dem Quadrat eben dieser Geschwindig- 
keit und nahezu unabhängig von der Fortbewegungsgeschwindigkeit 
des Geschosses ist; wenigstens würde der Vergleich der Wirkung der 
Rauhigkeiten mit der eines Schaufelrades hierzu führen und jedenfalls 
lohnt es, diese Hypothese^) zu prüfen. Die betrachtete lineare Ge- 
schwindigkeit gehört zu den kleinen, denn es ist z. B. für G/73 
v^j tg d = 442 • tg 3^,6 = rund 28 m/sec. Daher ist die Anwendung des 
Newtonschen quadratischen Gesetzes wohl berechtigt. 

Die jeweilige lineare Geschwindigkeit eines Punktes des Zylinder- 
mantels ist =» Jßr, somit ist, wenn h eine Eonstante bezeichnet, 

-^/ = -ÄiJV oder ~ = -~A-Rd^, 
dt r' ' 



1) Mehr soll und kann die Annahme nicht sein; eine Prüfung weiterei Hy- 
pothesen, z. B. -jj = ä<, + Äj r -j- Ä, r« hätte indes keine besondere Schwierigkeit 
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woraus durch Integration folgt 

- - ^ + hRt, 
Somit hat man 

(83) ^-T+Tt^ ^^ B^hBr,. 

c 

Nennt man i den bisher, z. B. in (43), mit -^ bezeichneten Quo- 
tienten aus dem Trägheitsmoment um die Rotationsachse und dem 
Trägheitsmoment um die Querachse (d. h. eine durch den Schwerpunkt 
senkrecht zur Rotationsachse gehende Achse), so daß nach (43) 
y a> ir ist, so ist oiSenbar auch 

(84) y-rTTi' 

und weil ^ 

VC 

(85) p-(.o(l+*0, 9o=-^- 

Nun gibt (74b) den Betrag, um den % während der Dauer von 
zwei Nutationen zunimmt; es ist also der Mittelwert von ^|, den man 
ganz analog wie ii — vgl. Formel (77) — unbedenklich verwenden darf 

(86) |f--J^(0,69-... + V;, 

wobei l Werte zwischen 43 und 15 hat, wenn die Fortrückungs- 
geschwindigkeit zwischen 300 und 200 m/sec. liegt. 

Da nun, wie später außerdem nachgewiesen wird, anzunehmen ist, 
daß Q sehr klein ist, begeht man keinen großen Fehler, wenn man in 

(86) die EQammer Z"— 0,69 — . . . -f- i^* als Konstante ansieht, deren 
Wert nach oberflächlicher Schätzung ungefähr zwischen 0,7 und 1,5 
liegen dürfte. 

Nach (76) ist mit Hilfe von (84) die Dauer einer Nutation 

(87) T-fß-9'----){l + et). 
Vernachlässigt man auch hier q^ in der Klammer, so wird 

(88) ^__z4|L±i5!__iy}(i + .o, 

und indem man integriert und wie oben^) festsetzt, daß für ^»0, 

X » sein soll, 

(89) X ^(t + ^sfi). 

1) Siehe Fig. 6. 
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Aus (81) folgt weiterhin als eine der wichtigsten Formeln fBr das 
ganze Problem: 

(90) YB^(f,}/% cosx . (1 + £<) jl - '^Q'+iAQ coBx 

6. Abschniti 
Bestimmung der Konstanten des PFoblems, Nnmerisohe Ergebnisse. 

Der Wert der Klammer { } in der Gleichung (90) ist wenig rer- 
schieden von 1; man begeht daher keinen großen Fehler, wenn man 
ihn vorläufig ^ 1 setzt. Es ist dann zu untersuchen, ob den Zahlen 
der obigen Tabelle durch 

genügt wird. 

Man kann dafür schreiben 



(91) 



yS - ff (1 + et) cos [U (1 + i st)] 



Man sucht jetzt analog wie bei einer Planetenbahnbestimmungy zunächst 
aus 3 Werten der Tabelle die Eonstanten 6, s, X zu bestimmen. Wenn 
man von den äußersten Werten der Tabelle absieht, denen im Hinblick 
auf die Extrapolation und Interpolation wohl größere Unsicherheiten 
im Vergleich zu den übrigen anhaften ^ so erscheinen die Werte für 
/ « 6, « 12^ » 18 besonders geeignet. 

Bezeichnet man die zugehörigen Werte von YB mit f^, fi^, fi^ 
und den Ausdruck 6(1 + et) für ^ » 6 mit x, für ^ » 12 mit y, so ist, 
wie man sich leicht überzeugt 

rr . cos xe -/i le == 6A (1 + 3b) Xi. - 12A (1 + 6a) 

y • cos x„ = /ia Xi8 ^ ISA (1 + 9£) 

(2y - x) cos x,8 = /i«; 
hieraus folgt ohne weiteres 



und 

^ ' cosa:» 2./;« ' cos;^^ 2/it 



Von G. V. Gleich. 
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Dies ist eine transzendente Gleichung ffir l (und e), die man nur durcli 
Yersuche lösen kann. Wenn man zunächst das in % enthaltene £ ver- 
nachlässigt, und Xs ^^^ ^ bezeichnet^ so wird 



(92) zu 



cosSjet 

C08 25 






cos ^z 

C08Z 






Die Losung dieser Näherungsgleichung ist z » 13^; damit wird 
mit Hilfe der Ausdrücke für x und y 

A =. 2«,1 tf - 0,07 € = 0,2. 

Damit konnte man in der Tat schon die Zahlen der Tabelle einiger- 
maßen darstellen, wobei man außerdem berücksichtigen muß, daß in 
der aus der Schußtafel abgeleiteten Tabelle jedenMb die 4. Dezimale 
in YB ganz unsicher ist. Es handelt sich aber vor allem darum, dar- 
zulegen, daß die Gleichimg (90) oder die daraus abgeleitete vereinfachte 
Gleichung (90 a) die Zahlen der Tabelle darstellt. Mit Hilfe des ersten 
Näherungswertes für a kann man die Gleichung (92) nach A durch 
Versuche auflösen. Als Eontrolle ergibt sich, daß man durch die 
Gleichungen für x und y schließlich s übereinstimmend mit dem 
Ausgangswert e finden muß. Auf diese Weise ergibt sich endlich, daß 
die Werte 

|tf- 0,0735 

(93) k =» 0^,7380 - 0« 44' 17 " 

«« 0,1625 

nebst der Gleichung (90a) den Werten der Tabelle für ^ « 6, t^ 12, 
t^lS genügen. Die Darstellung der übrigen Werte dieser Tabelle 
zeigt die nachstehende Zusammenstellung. 



VB 



<^ II I aus der 
S. I Schufitafel 



yW I Diffe- 
berechnet 1 renz 



5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 



0,130 
0,144 
0,154 
0,164 
0,178 
0,187 
0,197 
0,207 



0,133 
0,144 
0,155 
0,167 
0,177 
0,187 
0,198 
0,207 



-3 

±0 
-1 
-3 

+ 1 
±0 
-1 
±0 



2 



aoa der 
SchuBtafel 



13 

14 

15- 

16 

17 

18 

19 

20 



0,215 
0,224 
0,230 
0,235 
0,239 
0,243 
0,244 
0,244 



YB 

berechnet 



ZaltMhrUt f. Maihanutik n. Ph7(ik. U.B»nd. 1907. Hafl 4. 



0,217 

0,224 
0,230 
0,235 
0,240 
0,243 
0,244 
0,243 

26 



Diffe- 
renz 



-2 

±0 
±0 
±0 

- 1 

±0 
±0 

+ 1 



402 Beitrag zur Theorie der gogenannten koniBchen Pendelmig der Geschoese. 

In Anbetracht des ziemlich verwickelten Verlaufes der Funktion YB 
wird man die erhaltene Übereinstimmung als recht befriedigend be- 
zeichnen dürfen. 

Nun könnte man daran denken^ nach der Methode der kleinsten 
Quadrate, beziehungsweise durch Aufstellung Ton Eorrektionsgleichungen 
eine schärfere .Übereinstimmung mit sämtlichen auf 4 Dezimalen an- 
gesetzten Tabellenwerten herbeizuführen. Dabei würde es sich emp- 
fehlen, auf die vollständige Gleichung (90) zurückzugehen. Es würde 
genügen, wenn man die Koeffizienten innerhalb der Klammer als 
konstant ansetzte d. h. mit der wohl erlaubten Vernachlässigung von 
Q^ schriebe: 

(94) j/B - tf . cos X • (1 + f {0,99972 - 0,000045 fi 

+ 0,00362 (1 + et) cot x - 0,00019 (1 + bI)^ cos 2%] 

1^U(1 + \b{) 



und A, £, 6 hieraus so bestimmte, daß sie sich den Tabellenwerten 
genau anschließen. Ich glaubte, auf die Ausführung der etwas um- 
ständlichen Rechnung verzichten zu sollen, um so mehr, als die Daten 
der Schußtafel hierzu nicht genau genügt) sein dürften. 

Ehe genauere Unterlagen zur Verfügung stehen, sollen deshalb 
die weiteren zahlenmäßigen Folgerungen aus (93) gezogen werden. 

Aus (91) folgt 



Po 



VÄ. 



und da A^ nach (79) gleich 7,7 ist, wird auf Grund dieses Wertes, der 
natürlich alles weitere beeinflußt : 

Po - 0,02649 - 10,518, 

d. h. die Anfangsamplitude der Nutation beträgt 1^ 31'. Über die 

Zuverlässigkeit dieses Wertes ist allerdings schwer zu urteilen, da sie 

wesentlich von der Genauigkeit des Koeffizienten A^ abhängt. Aus 

(85) folgt nun, daß z. B. nach 20 Sekunden Flugzeit die Amplitude 

den Wert 

(,«,-60,450 

annimmt. Diese Werte sind wesentlich andere, als die vod Herrn 
Professor Granz ermittelten und wie ich glaube an und für sich wahr- 
scheinlicher. 

1) Ganz abgesehen von den etwas lohen Angaben über Seitenverschiebung, 
sind ja auch die Werte filr v nnd cos eo mehr oder minder Inierpolationsprodnkte. 
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Die Winkelgeschwindigkeit der Oeschoßdrelmng ist för ^ = nach 
(82) ro = 632, d. h. das Geschoß macht ^ = rund 100 Umdrehungen 
in der Sekunde. Nach 20 Sekunden Flugzeit dagegen macht es^) nur 
noch 2«fi4-2^o.oi626V "" ^^*/« Umdrehungen in der Sekunde. Ganz 
ähnlich verhält es sich mit der Geschwindigkeit der Pendelungen 
(Nutationen). Nach der unmittelbar vor (84) stehenden Beziehung ist 
y =» ir. Da i annähernd » 0,24 ist, folgt hieraus 

r, = 150. 

Die Dauer einer Nutationspendelung wird somit nach (87) für t^O 
Tq ^ 0,042 sec, für ^ = 20 r,^, = 0,177 sec. Dies entspricht einer 
Umlaufzahl von 24 resp. 5,6. 

Was die „Präzession'' anlangt, so hat die Hei*anziehung der 
Schußtafel die oben aufgestellte Behauptung, daß innerhalb der erreich- 
baren Schußweiten entfernt keine volle Umdrehung stattfindet, durchaus 
bestätigt. Es wächst von ^ « bis ^ =- 20 sec der Winkel % von 
bis - 38^75. 

Es müßte sich femer nach (91) ergeben, daß 

ist. 

Es ist oben schon bemerkt worden, daß die Reihe für JT — vgl. 
S. 399 und Formel (74) — zu langsam konvergiert, als daß man ihren 
Wert bequem imd genau berechnen könnte. Auf Grund einer rohen 
Abschätzung war die Vermutung aufgestellt worden, es möchte ihr Wert 
von 1 nicht allzu sehr verschieden sein. 

Die Einsetzung von y^ Qq A ergibt nun in der Tat 

Jir«l,53, 

worin ich in erster Linie eine Bestätigung der entwickelten Theorie 
erblicke. 

Endlich muß auch noch auf die erstmals in (58) auftretende 
Int^rationskonstante eingegangen werden. Sie wird C =• (^oPo)* ^ ^5,8 
und damit "j/C rund = 4; YC aber stellt die Winkelgeschwindigkeit 
dar, die das Geschoß um eine Querachse infolge des „Anfangsstoßes'' 
erhielt. Das obige Resultat würde bedeuten: der Anfangsstoß ist derart, 
daß er dem Geschoß eine Umdrehungsgeschwindigkeit von 0,6 Um- 

1) Ob diese theoretische Vorhersage der WirkUchkeit entspricht, dürften die 
leider noch nicht bekannten Versnche des Prof. Dr. Neesen in nicht allznlanger 
Zeit entscheiden. 

26 • 
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drehungen in der Sekunde um eine Querachse geben würde. Dieser 
Betrag ist durchaus wahrscheinlich. 

Die Eonstante C hat, wie dargelegt, einschneidende Bedeutung in 
der ganzen Theorie; es dürfte aber ziemlich ausgeschlossen sein, sie a 
priori zu bestimmen, ohne die beobachteten Seitenabweichungen heran- 
zuziehen. Damit werden wohl alle Spekulationen hinfallig, die darauf 
abzielen, die Größe oder Geschwindigkeiten der konischem Pendelungen 
unabhängig von den beobachteten Seitenabweichungen zu berechnen, 
solange man die Pendelungen selbst nicht genau beobachten kann. 

ScbUeßlich erübrigt noch die Frage, wie man umgekehrt die 
Seitenabweichungen aus A, £, 6 unmittelbar berechnen kann. Am 
einfachsten ist es jedenfalls, wenn man, wie hier geschehen, zunächst 
die Funktion B berechnet, wozu die Gleichung (90) zu verwenden ist. 
Hiermit findet man vermöge mechanischer Quadraturen (oder graphischer 
Integration) die Seitenabweichungen, falls man noch nicht damit be- 
friedigt ist, daß das aus der Pendelungstheorie errechnete B mit dem 
aus der Schußtafel ermittelten übereinstimmt. 

Die unmittelbare Integration von (80) hätte zwar für das quadra- 
tische Luftwiderstandsgesetz keine großen Schwierigkeiten, dagegen 
müßten für eine Integration nach Art Siaccis neue ballistische Funk- 
tionen berechnet werden. 

Die genauere Ermittlung des Verlaufes der konischen Pendelung 
dürfte nun auch von Wert sein für die Erforschung des sogenannten 
Formkoeffizienten der Ballistik, der gewöhnlich mit i bezeichnet wird. 
Vielleicht wird es mit der Zeit möglich, ihm auf diesem Wege eine 
analytisch begründete Form zu geben, während er bis jetzt nur ein 
Interpolationsfaktor ist. Es würde zu weit fähren, auf diese Frage 
näher einzugehen. Vielmehr seien hier die Ergebnisse nochmals kurz 
zusammengefaßt : 

Sofort nach dem Verlassen der Mündung beginnt die Geschoßspitze 
Kreise zu beschreiben, die anfangs ganz rechts der Bahntangente liegen. 
Die Umdrehungsgeschwindigkeit während der einzelnen Umdrehung ist 
nicht ganz konstant, sondern periodisch leicht (um 0,17 bis 3,3^/0^)^) 
veränderlich; sie nimmt außerdem stetig wie die Geschoßrotation ab. 
Der Radius des Pendelungskreises ist fast ausschließlich (insofern d in 
Formel (51) zu vernachlässigen ist) vom Anfangsstoß, der Drehge- 
schwindigkeit und den Trägheitsmomenten des Geschosses abhängig; 
dieser Radius vergrößert sich im Verhältnis, wie die Pendelungsge- 



1) Vgl. (68). ffier sind die Werte für (7/73 für t = und ( = 20 zugrunde 
gelegt. 
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schwindigkeit abnimmt. Das sind die von Granz und anderen nach 
der analogen Erscheinung bei der Bewegung der Erdachse mit Nutsr 
tionen bezeichneten Umdrehungen; sie allein sind der unmittelbaren 
Beobachtung unter Umstanden zugänglich. Der Mittelpunkt des Nu- 
tationskreises^ der zu Beginn rechts in derselben Höhe mit der Bahn- 
tangente lag, beschreibt um letztere mit periodisch und stetig nach ziemlich 
Ferwickeltein Gesetze veränderlicher Geschwindigkeit eine sich erweiternde 
Spirale in entgegengesetzter Richtung. Diese Bewegung ist aber so 
langsam, daß sie auf die weitesten Schußentfernungen noch keine halbe 
Umdrehung beträgi Dies ist der Grund, weshalb die Nutationen 
dauernd fast ganz auf der einen Seite der Bahntangente verlaufen und 
weshalb man nur Abweichungen nach einer Seite hat. Es ist also 
nicht die Präzessionskurve „unsymmetrisch bezüglich der Bahntangente'^ 
(Prof. Cranz a. a. 0.), sondern wir können eben nur einen Bruchteil 
eines Umlaufes von ihr beobachten. Wäre die Flugbahn länger, so 
würde die Präzessionskurve allmählich eine volle Umdrehung um die 
Bahntangente umfassen. 

Die numerischen Angaben bezüglich der Granate (7/73 können 
nur als Annäherungen betrachtet werden, vor allem wegen der Miß- 
lichkeit einer genauen Bestimmung des Eoeffizieiiten A^ (hier = 7,7) 
und der Schwierigkeit genauer Ermittlung der Trägheitsmomente durch 
Rechnung. 

Für C/73 ist der Verlauf der Erscheinung in vergrößertem Maß- 
stabe (etwa 2:1) nachstehend abgebildet. 

Nach dem Vorstehenden wäre es daher nicht richtig, daß die 
Periode der Nutationsbögen vom Anfangsstoß unabhängig ist (Cranz 
a. a. 0.), dagegen stimme ich der dortigen Formel VI (Cranz a. a. 0.) 
für die Amplituden der Nutationsbögen bis zu einem gewissen Grade 
zu, während ich allerdings die Gültigkeit der übrigen Formeln be- 
zweifeln muß. Herr Professor Cranz wollte ja selbst die Lösung nur 
für den Fall gelten lassen, wo man den Winkel zwischen Bahntangente 
und Horizontale vernachlässigen kann. Die vorstehenden Entwickelungen 
dagegen sind unabhängig von dieser Beschränkung und für Flach- und 
Steilfeuer gleichmäßig verwendbar. Auch die Heydenreichsche Beo- 
bachtung: „bei Steigerung der Anfangsgeschwindigkeit von 180 m auf 
500 m steigerte sich die Zahl der Pendelungen von 2 auf 4 bis b^, 
wird nach dem Vorstehenden fast ganz streng dargestellt, denn es ist 
nach (87) und (82) 

Hieraus folgt: Wenn bei v^ =180 °/sec 2 Pendelungen stattfinden, 
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müssen bei v^ = 500 "Vsec ö^ö stattfinden^ oder wenn es bei t?^ = 500 
4,5 sind, so finden bei v^ » 180 1,62 statt. Das liegt sicher innerhalb 
der Beobachtnngsfehler. 

Daß die Seitenabweichungen mit der Zunahme der Anfangsge- 
schwindigkeiten und mit der Verlängerung der Geschosse abnehmen 
(Beobachtung von Dähne), liegt daran, daß Qj der wesentliche Faktor 

für die Seitenabweichung mit wachsendem y^, das proportional t^^ ist, 

C 
und mit abnehmendem i ^ -jy das für längere Geschosse abnimmt, 

kleiner wird. 

Flg. 9. 




Die 5 ausgezeichneten Kreise sind die Nutationskreise far # =» , «»5 sec, 
» lOsec, = 16sec, «= 20Bec, die gestrichelte Kurve M^M^^ ist die Präzessionskurve 
Ton < SS bis < = 20 sec, deren weitere Fortsetzung durch die Punkte M^^ jf,« 3f,,, 
gegeben ist. Für den Punkt P ist rP= a, P3f,o = P, < NTM^^ = x? f^r die 
Seitenabweichung ist TN bestimmend. Da die Entfernung der Greschoßspitze vom 
Schwerpunkt bei C/73 rund lS2mm beträgt hat man für 

t = sec , p = 3,6 mm , jr = 0°, 



t = ö 
«= 10 
t -= 16 
« = 20 



Q=- 6,8 
P= 9,2 
Q = 12,0 
p = 14,9 



X- 5^2, 

X = 24^6, 
% = 88^7. 



Es müßte demnach von etwa f =» 33 sec an die Seitenabweichung wieder ab- 
nehmen, noch später ^0 und negativ werden, wenn die Flugbahn soweit reichte.') 



1) Die letzten Zahlen der Schußtafel für 6300 bis 6600 m sind bezüglich 
der Seiten Verschiebung wohl lediglich extrapoliert. 
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Daß die Seitenabweichung bei Steilfeuer unter sonst gleichen Um- 
standen größer ist, als bei Flachfeuer, sieht man auf den ersten Blick 
am Auftreten von cos © in der Formel (81), wo o den Winkel zwischen 
der Bahntangente und der Horizontalebene bedeutet. 

Es erscheint erwünscht, hier noch mit einigen Worten das 
Lößische Luftwiderstandsgesetz zu berticksichtigen. Dieses nimmt an 
Stelle der Formel (5) an, daß 

(95) 9((d)='Cosc9 

ist (cd Winkel zwischen Normale der Geschoßoberfläche und Bahn- 
tangente). 

Damit wird das erste und am meisten betrachtliche Glied im 
Ausdruck fär die seitliche Beschleunigung (28), deren umständliche 
Herleitnng im einzelnen hier nicht mehr durchgeführt werden soll, 
zu 

Whr sin «, statt y Whr sin* a 
und (32) wird 

(96) Ws^Y^ |-r« . ^(24,2 sin « + ..•) • fiv). 

Damit wird (79) 

Ws^fr^^Ä^0iu)f(v) 

0(u) = sin m(1 H — •) 

Hieraus folgt statt (81) 

(97) 5=cosaig = J^(>cosx{l + --)=A(>o(l+^Ocosar.{l + ...;, 

und es bliebe nun zu untersuchen, ob die Schußtafelangaben sich durch 
die vorstehende Gleichung darstellen lassen. Ich habe diesen Versuch 
nicht durchgeftlhrt, da es kaum anzunehmen ist, daß B, das nach (90) 
genähert die Form 

hat, auch durch 

<1, cos jr,(l + B^i) 

darstellbar würe. Denn wenn auch in der ersten Formel sl nur 
= 0,16...«= 0,026 ist, so wird doch «J^« z.B. far ^ - 20 zu 12, 
während 2^^^ erst den Wert 6,5 hat; mithin tritt das Glied mit fl 
stark in die Erscheinung. Lößls Gesetz fährt hier nicht zu einem 
Gliede mit ^'; ich glaube also, daß die Erscheinungen der konischen 
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Pendelungen mindesteiiB nicht zn gunsten yon LöBl sprechen ^ wenn 
damit allerdings aach nicht bewiesen werden kann^ daß das Newtonsche 
Gesetz genau der Wirklichkeit entspricht. Wenn es dereinst vergönnt 
sein dürfte, hier einto tieferen Einblick in das Wesen der Dinge zu 
gewinnen, so wird' der Weg yermntlich über die kinetische Theorie 
der Gase führen. Allerdings darf man nicht yergessen, daß gerade 
die Gesetze und Theorien für die Praxis frachtbarer sind, die nur 
Annäherungen darstellen, aber eben deshalb, weil sie solche sind, das 
Wesentliche und Charakteristische der meist yerwickelten Vorzüge 
klarer in die Erscheinung treten lassen. Die yerhältnismäßig grobe 
Annäherung, welche die Eeplerschen Gesetze für die Planetenbewegung 
bilden, sagt unserer Anschauung mehr, als wenn wir imstande wären, 
für die Integrale des Dreikörperproblems strenge geschlossene Funk- 
tionen aufzustellen. Wenn es daher erlaubt ist, Kleines mit Großem 
zu yergleichen, so glaube ich, es dürfte die yorstehende auf Annähe- 
rungen beruhende Theorie der konischen Pendelung für die Erkennt- 
nis dieses yerwickelten Vorgangs beinahe mehr leisten, als eine yöllig 
strenge, mit den bisherigen Mitteln der Analysis wohl kaum zu be- 
wältigende Integration der Differentialgleichungen für die Bewegung 
der Geschoßachse. 



Über die Bewegung eines starren Körpers dnrch Abschroten. 

Von Friedrich Schür in Karlsrohe. 

Bekanntlich kann man sich jede Bewegung eines starren Körpers 
dadurch entstanden denken, daß eine geradlinige Fläche, ein bewegliches 
Axoid, auf einer anderen geradlinigen Flache, dem festen Axoide, zu- 
gleich abrollt und abgleitet oder, wie man nach Beuleaux zu sagen 
pflegt, abschrotet. Am voUsiändigsten ist dies Problem wohl yon 
Antomari in dessen Th^se^) behandelt worden. Indessen ist die 
Frage in dieser umfänglichen Abhandlung, yon der ich übrigens erst 
nachträglich Kenntnis erhielt, mit so yielen andern Fragen yerquickt 
worden, daß eine Orientierung nicht ganz leicht ist und im besonderen 
die analytische Darstellung der Bewegung, die durch zwei geeignet 



1} Antomari, Application de la m^tkode cinämatique ä Tetade des pro- 
priät^B des snifaces r^gl^es, Paris 1894. Wegen der sonstigen Literatur s. Ency- 
klopädie der Math. Wiss. Bd. lY, 1, S. 283 ff. Yergl. auch die Behandlung bei 
Heun, Lehrbuch der Mechanik, Leipzig, Göschen, 1906, S. 249 ff. 
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gewählte Axoide hervorgerufen wird^ nicht deutlich genug zum Aus- 
drucke kommt. Es dürfte daher die folgende Behandlung des Problems 
nicht ohne Nutzen sein und fOr manche Zwecke eine erwünschte Er- 
gänzung der obigen Abhandlung bilden, zumal nichts vorausgesetzt wird 
als die Eigenschaften der orthogonalen Substitution. 

I. 

Sind XTZ die Koordinaten eines Punktes im festen Räume 
xye diejenigen desselben Punktes im beweglichen Körper, so ist eine 
Drehung desselben um den festen Anfangspunkt dargestellt durch die 
Formeln: 



(I) 



T^^xg^ + yg^ + eg^, (II) 

[Z-'xhi + yh, + zhi, 



x~Xf,+ Yg, + Zh„ 
y - X/i + Yg, + Z\, 



^^ f\9 9i7 \ ^^^' ^ Funktionen einer veränderlichen Gboße' t die 
bekannten Bedingungen^) einer orthogonalen Substitution zu erfüllen 
haben. Dann ergeben sich die Komponenten der Geschwindigkeit des 
Punktes XYZ in der Form: 

+ z(v;+v;+v;), nsw., 

wo durch die Striche die Differentiation nach t bezeichnet werden 
möge. Setzt man daher: 

Pa> = gX + g,h', + g,h'^ (h^g^ + h^g'^ + h,g',), 

(2) Qo='hJ[ + h,f', + h,n--(frK + f,K+fA), 

Ra> = f,g\ + U^^ + Ug\ = - {g^f^ + g^f\ + g^f\), 

wo 0.» = (1^)' = o,,a; + g,}i, + ^,a;)» + • • 

so nehmen die Gleichungen (1) die Form an: 

OH) ^f-(«2Z-Är)a,, -^f = (1?X-P^«, ^ = (Pr-«X)e,, 

Bodaß PQJS die Bichtungskosintis der Momentanadise und (o die so- 
genannte WinkdgeschwindigkeU bedeuten. 



1) S. z. B. Scbur, Lehrbuch der analyt. Geometrie, Leipzig, 1898, S. 144. 
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Durch Anwendung dieser Formeln auf die Punkte /", ^^ ä, usw. 
ergibt sich das Formelsystem: 

/; -{QK- Rg,)a>, g\ = {Rf, - Ph,)to, h\ = {Pg, - QQa>- 
(IV) r, - (<?A, - Rg,)m, g\ = {Bf^ - PÄ,)<d, ä; - (P^, - g/i)a,; 

r, - {(iK - R9i)<», 9, = (lif, - PÄ,)«D, ä; = (Pg, - QQc. 
Hieraus folgt: 

sodaß wir das dem System (2) analoge Formelsystem: 

i>« - /ir, + 9,9, + KK-- (f,n + 9t^i + KK), 

(3; qco = /ir, + 9^^, + *,*; = - (fj[ + g,g[ + h,h',), 

»•« - ftf'i + 9t9\ + *,*;-- (fif's + 9i9t + KK) 

für die Richtungskosinus pqr der Momentanachäe im beweglichen 
Körper erhalten. 

Ist nunmehr die aüfemeime Betcetftimg des starren Körpers in der 
Form: ,X ^ L + xf,+yf, + sf„ 

(.V) r = Jf + xg^ + yft + £ft , 

g^;(»b«>n, »ad bestimmt man x, g, g aus den Gleichungen: 

(A) L' + xf\ H- y/-; -f- «/•; = sP, usw., 

^.^ ^, _ *'.*' die sogenannte Sdiiebungsgeschtcindigkeit ist, so erhalten wir 

f ir di* ^ntppechenden X, Y, Z im festen Systeme die Gleichungen: 

pP=. i' + (<?(Z- N) - mr- M))a, 
^^^v lsQ''M' + (R(X-D-P(Z-N))a,, 

UB = N' + (P, r - Jlf ) - Q(X - i))a>. 

. :,,.,«» f,Nl}yt: 

s = Pi' + ()Jlf ' + BiS^'. 

l,V>, y^W^ohungen (VI) genügt daher z. B. der Punkt ABC, wenn 

sV; 4 - /. + ^ ((?JV' - TiJIf), -B-Jf+i(BL'-PJS-), 

C = N+l^{PM'-QL'). 

■ ; ,y\^,r-m-B(.B-M))'=L'+P(QM' + BN')-L'(Q'+B')^ 
P{PL' + Qilf' -(- ÄJV) = Ps, usw. 
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Es sind daher alle Lösungen der Gleichungen (VI) enthalten in der 
Form: 

(8) X-^Ä + uP, Y^B + uQ, Z^G + uR, 

wenn u ein yeranderlicher Parameter ist. Jeder Punkt der durch diese 
drei Gleichungen dargestellten Geraden besitzt demnach den Gleichungen 
(4) und (VF) zufolge eine in die Gerade selbst fallende Geschwindigkeit, 
diese Gerade ist folglich die sogenannte mamei/Uane Schraijibenachse 
unserer Bewegung. Zugleich sieht man, daß die Gleichungen (8), wenn 
man darin u und t oder tp als veränderlich ansieht , das feste Axoid 
oder den Ort dieser Schraubenachsen im festen Systeme darstellen. 

Bedeuten nunmehr a, 6, c; p, g, r die entsprechenden Größen für 
den bewegten Körper, so gelten für jedes t oder 9 die Gleichungen: 

(9) P-pfi+qU + rf^. HBw., 
und 

(10) ^ « i + a/; + fe/i + cf^, usw. 

Im besonderen erhalten wir die Gleichungen des beweglichen Axoids 
oder des Ortes der momentanen Schraubenachsen innerhalb des bewegten 
Körpers in Beziehung auf das feste System in der Form: 

(11) X^Ä^+uP,, Y==B,+uQ„ Z=^C, + uR,, 
wo: 

(12) A, = Lo + a/; + br, + cn, usw. 
und: 

(13) P.-pfl + qn + rfl usw., 

wenn der Index einer bestimmten Lage des bewegten Körpers oder 
einem Werte t = t^ oder 9 = qp® entspricht. Dann ist natürlich: 
Al^A^, usw. und PJ«=P®, usw. Da femer infolge der Gleichungen (9), 
(in) und (1) oder auch infolge von Gleichungen, die dem Systeme (IV) 
analog sind, die Gleichungen: 

(14) pf\ + qr, + rfl ^ 0, usw. 
bestehen, so ist: 

(15) P' = p'/i + «?, + //•„ usw. 

also auch: (P')» = (P',)», ubw., d. h. die der Schratibmachse {A^Bf>Cf>; 
I^Q^W) auf dem festen und dem hewieglichen Axoide benachbarten 
Geraden haben gleiche Richtung. Weiter folgt aus: 

(16) A' = L' + a'f, + b'f, + r'/i + af[ + bf, + cf, , usw., 
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und aus den Gleichungen (4), daß: 

(17) Ä' = af, + Vf, + c'/i + sP, usw. 
Es ist daher: 

(18) (Ay = {A\y + ^P\ usw. 

Obwohl man hiemach eigentlich nicht sagen kann, daß die beiden 
benachbarten Geraden zusammenfallen, so haben die beiden Axoide 
doch in allen Punkten der gemeinsamen Schratibenachse die Tangential' 
ebene gemein. Denn deren Stellungskosinus k, fi, v bestimmen sich aus 
den Gleichungen: 

(19) kP + iiQ + vR^O, 

(20) X{Ä + uP') + il[B' + uQ') + v{C' + uR') = 0. 

Von diesen beiden Gleichungen ist aber die erste sicher für beide 
Axoide dieselbe und die zweite auf Grund der ersten nach dem Obigen 
ebenfalls. 

Ebenso läßt sich leicht erkennen, daß der sogenannte Verteüungs- 
Parameter ^ = j- /w*" heide Axoide derselbe ist, wo de der kürzeste Ab- 
stand zweier benachbarter Schraubenachsen und dö ihr Winkel ist. 
Denkt man sich daher statt der Zeit t die Veränderliche 6 eingeführt 
auf Grund der Gleichung: 

w 60'-(S*+(S)'+(S*. 

so sind die Richtungskosinus des kürzesten Abstands: 

(22) A^QK ^RQ\ B^ RP' -PR\ r=PQ'- QP', 

wo, wie im Folgenden immer, die Differentiation na/Ji der Veränder- 
liehen 6 durch Striche bezeichnet werden mag. Sind femer u = v und 
u » t? die Abstände der Endpunkte dieses kürzesten Abstands yon 
den Anfangspunkten (Ay B, C) und (A + dA, B + dB, C+dC) der 
Schraubenachse und der ihr benachbarten, so gelten die Gleichungen: 

(23) A + dA + v{P + dP) = A + vP + deA, usw., 
oder: 

(24) A'=^wP- vP' + kA, usw., 

wenn - y - = w gesetzt wird. Hieraus folgt: 

( w = PA' + QB' + RC, 
(VII) - V = P'A' + qB' + R'C, 

Ti = AA' + BB' + rC. 
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Hiemach ergibt sich zuerst aus den Oleichungen (15), daß 6 ^ 6^ ist; 
femer aber aus (18), daß Jfi ^ Jt^ und v® «= vj. Die beiden Axoide 
haben daher fikr jede gemeinsame Schraubenachse den sogenannten Strik- 
tionspunkt und den Verieilungsparameter gemein. Was dagegen die 

Funktion w betriflPfc^ so folgt nur m?® = ii;^ + (j~) ? ^i® i^* ^^ ^^ ^*^^ 
für jede gemeinsame Achse dieselbe, wenn kein Gleiten stattfindet. 

IL 

Denken wir uns nunmehr das feste Axoid in der Form (8) gegeben, 
so hmn 'zunächst das bewegliche Axoid aus den den Gleichungen (24) 
analogen Gleichungen: 

(25) j- = lü^p — vp+ka, usw., 

durch Quadraturen bestimmt werden. Hierbei sind p, q, r solche im 
übrigen willkürliche Punktionen von tf, daß p^ + q^ + r^ ^p' + g' + / «= 1 
ist, d. h. der Richtkegd des beweglichen Axoids kann noch beliebig an- 
genommen werden und seine Kanten können denen des Richtkegels des 
festen Axoids so zugeordnet werden^ daß entsprechende Kanten mit 
je einer beliebig zu wählenden Anfangskante gleiche Kegelmäntel ein- 
schließen. Während femer auch w^ als eine beliebige Funktion yon 6 
angenommen werden kann, sind die Funktionen t; und k durch das 
feste Axoid gegeben. Da aber ABC auch irgend ein Punkt der 
betreffenden Schraubenachse sein kann^ so könnte man auch t; =» 
setzen, also die Striktionslinien der beiden Axoide als ihre Leitlinien 
annehmen. Durch die Funktion w^ ist offenbar das Verhältnis der 
Schiebungs- zur Drehungsgeschwindigkeit gegeben. 

Wollen wir nunmehr die diesen beiden Axoiden entsprechenden 
Bewegungsformeln aufstellen, so gehen wir yon der folgenden Über- 
legung aus. Irgend ein Punkt xyz, der mit dem beweglichen Axoide 
yerbunden ist, hat in einem Systeme »S^S, dessen Anfangspunkt cd 
mit dem Striktionspunkte abc zusammen^Ult und dessen Achsen (og, 
(ari,(ol die Richtungskosinus j}gr, v'q^' j ^ßy besitzen, die Koordinaten: 



(26) 



i = {x - a) p + (y - b) q + (e - c) r, 
r)^{x-a)p' + {y-b)q' + ie- c) r' , 
t--(x- a) u + (y-b)ß + {z-c) y. 



Denken wir uns nun das bewegliche Axoid in die Lage gebracht, bei 
der das obige System nach ABC, PQR, P'Q'R', ABF zu Hegen 
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kommt, so hat dieser selbe Punkt im ursprünglichen Systeme die 
Koordinaten: 

x^A + iP + fjr + iA, 

(27) h^B + iQ + fiQ' + tB, 

Z^C+iR + rjR' + tr, 

sodaß wir die gesuchten Bewegungsformeln aus den Formeln (V) er- 
halten , wenn wir darin setzen: 



(VIII) 
und: 



1=^ A-af^-bf^-cf^, 

N ^ C — ah^ — bh^ — c\j 



fi-Pp + J"p' + Aa, f,^Pq+P'q'+Aß, f^^Pr + Tr+Ay, 

(^)l9i- Qp+ Q'p + Ba, g,^ Qq+ Q'q' + Bß, g, = Qr+ Q'r' + By, 

Jh^Rp + R'p + ray h^^Rq+R'q' + rß, h^^ Rr + R'/ + Ty, 

Hierbei ist aber darauf zu achten ^ daß wir einerseits jede Seite der 
Erzeugenden PQR mit jeder Seite der Erzeugenden pqr und andrer- 
seits auch jede Seite der Normale P'Q'R' mit jeder Seite der Normale 
p'q'r' zur Deckung bringen können. Diese Bemerkung ist wichtig, 
weil sonst bei kongruenten Axoiden der Widerspruch entstände, daß 
sie überhaupt keine Bewegung definieren könnten. Eine solche Frage 
drängt sich auf, wenn wir aus obigen Formeln wieder die momentanen 
Schraubenacbsen zu bestimmen suchen. Wir brauchen hierzu einige 
aus der Eurvenlehre wohl bekannte Identiiäten. Setzen wir: 

(28) ccp" + ßq" + yr" = ä, 
80 folgt aus dem Systeme: 

lPP" + qq" + rr" =-1, 

(29) Uy + q'q" + r'r" - 0, 

\ap" + ßq"-VYr" "9 
das System: 

(30) p"^ttS-p, q-'-ßS-q, r" ~ yS - q, 

und aus dem Systeme: 

pa' +qß' +rY' =0, 

(30) jjV + g'/J' + ry»-*, 

Ua' + jS/J' + yy' = 
das System: 

(31) «' p'S, ß' = ~q'd, y' r'ä. 
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Bedenken wir daher, daß 

a; = R'p + Rp" + R''p' + R'p" + r « + r«', usw. 

so folgt (s. GL (2)): 

(32) g,h\ + g^h\ + g,K, = QW + Q'R + Q'R' - QTS + BV 

- QK + RB8 

-Q'R+ QTJ-Pd 
- Q'R - R'BJ = P(z/ - d), usw. 

Femer wird (s. Gl. (4j): 

(33) L' + af, + &r, + cf, = ^' - a'A - fe'/i - c'f, = 

^' — Pw^ — Ak^ P(w — Wj), usw. 

Wir kommen also in der Tat zu der ursprünglichen Schraubenachse 

du 
d6' 



zurück und finden erstens wie oben, daß w — w^^» ^, und zweitens, 



daß die Winkelgeschwindigkeit -? = ^ — rf ist. In dem Vorstehenden 

glauben wir alle Formeln gegeben zu haben, um spezielle Aufgaben, 
die sich hieran knüpfen, zu lösen, halten aber ein Eingehen auf solche 
Aufgaben hier nicht für nötig. 

Karlsruhe, den 9. November 1906. 



Bemerkung zn den Sommerfeldschen AnsfiUirmigen „über die 
Enicksicherheit der Stege von Walzwerkprofllen'' (Znsatz). 

Von A. TiMPE in Danzig. 

Im EinyerBl»ndnis mit Herrn Prof. Sommerfeld möchte ich noch 
nachholen, darauf hinzuweisen, daß sich der von mir (diese Zeitschrift 
Bd. 55, Fußnote S. 151, 152) bemerkte Vorzeichenfehler in seinem Be- 
ding^gsschema (diese Zeitschrift Bd. 54, S. 320) leicht dadurch korri- 
gieren laßt, daß man die dort in Gleichung (5) gegebene Definition 
Yon f(ff) folgendermaßen abändert: 

f(f/) - - ©in A(y - Ä) + Ay Cof A(y - Ä) + ©in Ay - A(y - h) (Kof Ay. 

Ich pflichte Herrn Sommerfeld gern darin bei, daß seine Lösung, 
sofern auf eine möglichst übersichtliche geschlossene analytische Dar- 
stellung gesehen wird, den Vorzug verdient. 
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BtlcherscliaiL 

Werkmeister P. Graphische Taohymetertafel für alte Kreisteüimg. 

Entworfen für Entfemongen von 5 bis 500 m lind für Höhenunterschiede 
von 0,1 bis 70 m. Mit einem Vorwort von Dr. E. Hammer, Professor 
a. d. Kgl. Technischen Hochschule in Stuttgart Verlag von Konrad 
Wittwer in Stuttgart 1906. Preis JL 4.60. 
Die hauptsächlich von d'Ocagne ausgebildete Methode der flucht- 
rechten Punkte zur Herstellung von Rechentafeln (abaques a alignement) 
wird neuerdings vielfach namentlich in der Geodäsie imd Astronomie an- 
gewendet. Nach dieser Methode sind in vorliegender Tafel die gebrauch- 
lichen Grundgleichungen für tachymetrische Messung: 

(1) c=--Bco8*a 

(2) Ä = |£sin2a 

dargestellt. Hierin bedeuten: "E eine Bechnungshüfsgröße vom Betrag C'\''k'\ 
{wo c und Ä; von der Femrohrkonstruktion abhängige Eonstanten, l der 
zwischen den Distanzfäden abgelesene Lattenabschnitt sind); a den Höhen- 
winkel der Zielung nach einem bestimmten Teilstrich an der vertikal auf- 
gestellten Latte; e die gesuchte Horizontaldistanz zwischen Latte und üm- 
drehungsachse des Instruments; h den gesu.chten Höhenunterschied zwischen 
Eippachse und jenem Teilstrich. 

Die für den Bureaugebrauch bestimmte Tafel (Format 35 X 25 cm) 
gibt auf S. 1 die aus Gleichung (l) folgende Reduktion von E auf e: 

E— e = E sin* « . 

Die folgenden 12 Seiten sind der Gleichung (2) gewidmet, wobei die je- 
weiligen Grenzen von E und a den Bedürfnissen der Praxis entsprechen. 
Die Träger der 3 Punktreihen sind einander parallel; verbindet man je 2, 
zusammengehörigen Werten von E und a entsprechende Punkte (auf den 
beiden äußeren Skalen) durch eine gerade Linie (was mittels einer auf Zell- 
hom eingerissenen roten Linie geschieht), so liest man am Schnittpunkt der 
mittleren Skala mit jener Geraden den gesuchten Wert von {E — e) bezw. 
h ab. Für ein Instrument mit bestimmten Eonstanten läßt sich die Tafel 
leicht dahin erändem, daß man statt mit dem Argument £, sogleich mit 
dem Lattenabschnitt / eingeht. Der Maßstab der Skalen ist so gewählt, 
daß bis zu Höhenunterschieden von 10 m fast überall eine Genauigkeit von 
1cm erreicht wird, an den übrigen Stellen der Tafel wird das dem sicher 
erhalten. 
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Die anfs sorgfältigste gezeichnete Tafel hat vor den meisten sonstigen 
graphischen Tachymetertafeln den Vorzug, wegen ihrer schönen, ühersicht- 
lichen Anordnung das Auge nicht zu ermüden und wegen der genügend 
weit gehenden Ausdehnung der Argumente E und a {E bis 500 m) den 
Höhenunterschied stets unmittelbar zu liefern, so daß eine Zerlegung von 
E nur ganz ausnahmsweise nötig wird. Eommafehler, denen man bei den 
gebräuchlichen Bechenschiebem ausgesetzt ist, sind ausgeschlossen. Nach 
einiger Übung macht das Auffinden der gewünschten Argumente in der 
Tafel keine Schwierigkeit. Es dürfte sich empfehlen, bei einer Neuauflage 
die Tafel in zwei Teile zu zerlegen, den einen mit cm-Genauigkeit in h 
{E bis etwa 120) zur Berechnung der Wechselpunkte von Waldzügen sowie 
des Horizonts von Feldstandpunkten, den andern mit dm -Genauigkeit in h 
für die Zwecke der gewöhnlichen topographischen Tachymetrie. Der jeweils 
zu benützende Teil der Tafel würde dadurch weniger umfangreich und das 
Eingehen in die Tafel etwas bequemer. 

Stuttgart, Dezember 1906. Dipl. Ing. A. Eoerer. 



Dr. Otto Fischer. Theoretisohe Grundlagen für eine Mechanik der 

lebenden Körper. Mit speziellen Anwendungen auf den Menschen, 

sowie auf einige Bewegungsvorgänge an Maschinen. In möglichst 

elementarer und anschaulicher Weise dargestellt. Mit 67 in den Text 

gedruckten Figuren und 4 Tafeln. Leipzig und Berlin 1906, B. G. Teubner. 

Preis: geb. JL 14. — . 

Das vorliegende Werk enthält eine zusammenfassende Darstellung der 

ausgedehnten Untersuchungen, welche der Verfasser zum Teil noch (bis 

1895) gemeinsam mit W. Braune über die Bewegung des menschlichen 

Körpers angestellt hat. Der 1. allgemeine Teil behandelt die Kinetik der 

Gelenksysteme, deren Grundsätze fast ganz neu entwickelt werden mußten, 

da es sich hier um Systeme mit mehreren Graden der Bewegungsfreiheit 

handelt, während früher z. B. in der Kinetik der Maschinengetriebe fast nur 

zwangläufige Systeme untersucht worden sind. Der zweite Teil enthält 

eine lange Beihe von Anwendungen auf die Bewegung des menschlichen 

Körpers und dessen Gleichgewichtszustand. 

Das Buch ist in erster Linie den Medizinern, insbesondere den Physio- 
logen und Anatomen gewidmet. Damit sind die Schwierigkeiten charak- 
terisiert, mit denen der Verfasser zu kämpfen hatte. In der Tat ist Abschn. 
1 — 8 des 1. Teils recht geeignet dem nicht fachmännisch gebildeten Leser 
die wichtigsten Begriffe der Eonetik nahezubringen. 

Sind auch (Abschn. 6) die Lagrange sehen Differentialgleichungen (zweiter 
Art) herangezogen, so wird der Leser durch eine zweite elementare Her- 
leitung der Bewegungsgleichungen (Abschn. 8) wieder vollauf befriedigt. 
Daß auch von Vektoren und ihrer Addition Gebrauch gemacht ist, dürfte 
für Nichtmathematiker das Verständnis eher fördern als hemmen. 

Für den Mathematiker ist von besonderem Interesse die für die Kinetik 
der Gelenksysteme grundlegende und durchaus wesentliche Theorie von den 
„Hauptpunkten*^ welche die Längsachsen der Gelenkglieder in je zwei 
„Hauptstrecken**, zerlegen. Ihre wichtigste Eigenschaft ist die, daß der 
Vektor von irgend einem Gelenk bis zum Schwerpunkt des ganzen Systems 

Z«lt«ohrift f. MAtheiuAtik u. Phjsik. 55. Band. 1907. Haft 4. 27 
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sich aujs den Hauptstrecken zusammensetzen läßt, and zwar ist von den 
beiden einem Glied zugehörigen Hauptstrecken je eine zu verwenden. Durch 
die Hauptstrecke läßt sich aber auch die lebendige Kraft einfach ausdrucken 
und deshalb gewinnen auch die Bewegungsgleichungen durch ihre Ver- 
wendung an Einfachheit und gestatten eine für das Verständnis recht 
wichtige Interpretation. Da auch in der technischen Mechanik die Theorie 
von den Hauptpunkten wichtige Vorteile bietet, sind anhangsweise (Abschn. 
21 und 22) einige Anwendungen auf Beweguogsvorgänge an Maschinen 
behandelt. Vgl. diese Zeitschrift Bd. 47 (1902) 0. Fischer: Über die redu- 
zierten Systeme und die Hauptpunkte der Glieder eines Gelenkmechanismus 
und ihre Bedeutung für die technische Mechanik. In dem 1904 erschienenen 
Artikel des Verfassers in der Enzyklopädie der mathematischen Wissen- 
schaften IV, 8 sind hier bloß die Abschnitte 9, 14 und 15 zu vergleichen. 

Vom Inhalt des Teils IIA des vorliegenden Buches gibt der Artikel 
der Enzyklopädie eine gedrängte Übersicht. 

Zu den Gleichgewichtsproblemen (Abschn. 17; Enz. 12) sei bemerkt: 

Der Schwerpunkt einer zweigliedrigen Extremität liegt immer (S. 247 
u. 248) in einer Geraden mit dem Gelenkpunkt, in welchem die Extremität 
mit dem Körper verbunden ist, und einem Punkt auf der Längsachse des 
Endgliedes, welchen der Verfasser „Richtpunkt^^ dieses Endglieds genannt 
hat. Ich habe in dieser Zeitschrift Bd. 54. S. 325 gezeigt, daß diese Punkte 
eine wesentlich weiter reichende Bedeutung besitzen, da beim dreigliedrigen 
Gelenksysteme der Schwerpunkt stets auf der Verbindungslinie der beiden 
Richtpunkte der Endglieder liegt und dieselbe im Verhältnis der Haupt- 
strecken des Mittelglieds teilt. In dem S. 187 (Vgl. Taf. I) beschriebenen 
Gelenkmechanismus könnte man daher mit einigen Pantographen weniger 
auskommen. 

Von den andern behandelten Problemen sei außer den Anfangsbewegungen, 
welche in Abschn. 18 ausführlich behandelt sind, besonders hingewiesen auf 
den Abschnitt 19, in welchem die Bewegungsgleichungen integriert werden 
für den Fall der Kontraktion eines eingelenkigen Muskels und wo der 
bemerkenswerte Satz abgeleitet wird, daß in jeder Bewegungsphase das 
Verhältnis der Winkelgeschwindigkeiten und das Verhältnis der Winkel- 
beschleunigungen beider Gelenkglieder gleichen Wert besitzen. 

Stuttgart. E. Stübler. 

U. Poincar6« Le9on8 de m^oanique oöleste professöes k la Sor- 
bonne. Tome I. Theorie generale des perturbations planetaires. VI u. 
367 S. 8^. Paris 1905, Gauthier-Vülars. — Tome IL 1" partie. 
D^veloppement de la fonction perturbatrice. 167 S. Paris 1907. 
In den Jahren 1892 — 1898 erschien Poincares großes Werk „Les 
methodes nouvelles de la mecanique celeste^^ in welchem der Verf. die 
höchste analytische Strenge der von ihm ausgearbeiteten Methoden anstrebt 
und insbesondere der Konvergenz der in der Störungstheorie auftretenden 
Reihen seine Aufmerksamkeit angedeihen läßt. Für den Anfönger ist dieses 
bahnbrechende, neue Pfade erschließende Werk Poincar^ nicht bestimmt. 
Anders hier: das vorliegende Buch soll der Art seiner Entstehung nach 
den Leser ohne bedeutende Vorkenntnisse in die neueren Anschauungsweisen 
der Hinunelsmechanik einführen; die Darstellung sucht allenthalben aufk 
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kürzeste ziim Ziel zu gelangen, Terzichtet damit freilich auch auf die inte- 
ressanten Ausblicke, die sich mehrfach auf dem Wege der klassischen Himmels- 
mechanik darbieten. 

Der erste Band behandelt die allgemeine Theorie der Planetenstörungen. 
Dem einleitenden Kapitel, Prinzipien der Dynamik in gedrängter Form, 
schließen sich die Grundlagen des Problems der drei Körper an. Durch 
EinAihrung fiktiver Planeten, denen man folgeweise leicht übersehbare Be- 
dingungen auferlegt, gelingt es, die Darstellung bequemer zu gestalten, 
und es konmien ebenso einfache wie bemerkenswerte Sätze zum Vorschein, 
die die Beziehung zwischen den fingierten und den wirklichen Körpern ver- 
mitteln. Auf die Untersuchung der elliptischen (Keplerschen) Bewegung 
wird im Hinblick auf den weiteren Lehrgang die Hamilton-Jacobische partielle 
Differentialgleichung angewandt, und danach ist es dann nicht mehr um- 
ständlich, die Bedeutung der von Lagrange entwickelten Prinzipien der 
Mechanik für das Sonnensystem zu diskutieren. Leicht beweisbar ist jetzt 
die zeitlich beschränkte Konstanz der großen Achsen der Planetenbahnen, 
die zwar kleinen periodisch verlaufenden Schwankungen, aber keinen säku- 
laren Störungen unterliegen. 

Eine große Bedeutung kommt weiter dem sog. „Probleme restreint" zu, 
auf dessen genäherte Verwirklichung wir bei den kleinen Planeten stoßen. 
Die gestörte Masse (kleiner Planet) sei Null, der störende Körper (Jupiter) 
bewege sich in ungestörter kreisförmiger Bahn um den Hauptkörper des 
Systems (Sonne) und die Bahnebene des kleinen Planeten falle mit jener 
des Jupiter zusammen. Es tritt dann der Fall ein, daß alle säkularen 
Störungsglieder verschwinden, und dieses Ergebnis bleibt natürlich auch 
bestehen, wenn ich das probleme restreint noch weiter dahin spezialisiere, 
daß der kleine Planet sich an einer Stelle befinden soll, in der seine Umlaufs- 
zeit in einem rationalen (conmiensurabeln) Verhältnis zu jener des Jupiter 
steht. So gelangt man zu den periodischen Lösungen des Dreikörper- 
problems, bei denen die gegenseitigen Abstände der drei Körper (Sonne, 
Jupiter, kleiner Planet) periodische Funktionen der Zeit werden. Seltsamer 
Weise hat aber die Natur die Voraussetzung des Auftretens periodischer 
Lösungen nicht verwirklicht: in dem sonst so reich besetzten Planetoidengürtel 
zwischen Mars und Jupiter treffen wir an den Konunensurabilitätsstellen mit 
der Umlaufezeit des Jupiter noch nicht befriedigend aufgeklärte Lücken. 

Wendet man sich nun der allgemeinen Theorie der säkularen Störungen 
zu, so dürfen die bisher festgehaltenen Vereinfachungen nicht weiter auf- 
recht bleiben; vielmehr sind jetzt die Variationsgrenzen aller Bahnelemente, 
auch der Exzentrizität und der Neigung zu diskutieren. Lagrange und 
Laplace zeigten schon unter Mitnahme der zweiten Potenzen, daß Neigung 
imd Exzentrizität stets klein bleiben; sie erschlossen daraus die Stabilität 
unseres Sonnensystems. Es ergibt sich weiter, daß auch die Berücksichtigung 
höherer Potenzen an diesem Resultat nichts ändert: Neigung und Exzentrizität 
bleibt klein, das Sonnensystem für sehr lange Zeiträume stabil. Allerdings 
existiert eine Stelle zwischen Sonne und Jupiter, an der ein kleiner Planet, 
unter der Wirkung von Jupiter und Saturn, sehr große Neigungen erreichen 
könnte. — Hatte Lagrange gezeigt, daß bei Vernachlässigung der Quadrate 
der Massen die großen Achsen der Planetenbahnen keine säkularen Glieder 
enthielten, also invariabel seien, so dehnte Pols so n dieses Resultat aus 

27* 
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und bewies unter Berücksichtigung der Quadrate der Ma<(sen, aber mit 
Vernachlässigung ihrer Kuben, daß die großen Achsen zwar gemischt sä- 
kulare Terme enthalten, rein säkulare indes nach wie vor nicht auftreten. 
Noch allgemeiner gestaltet Poincare dieses Theorem von Poisson, indem 
er zeigt, daß in der Entwickelung keine rein säkularen Glieder vom Range 
Eins auftreten. Für jene Planeten, die den Kommensurabilitätsstellen (Lücken) 
ziemlich nahe liegen, erweist sich die von Delaunay angegebene Methode 
von Nutzen. Poincare wendet sie auf den kleinen Planeten (108) Hecuba 
an, der unter allen dem Typus Yj am nächsten kommt, d. h. jener Stelle, an 
der eine ümlaufszeit von genau der Hälfte jener des Jupiter stattfinden 
müßte. In solchen Fällen erscheinen Glieder von sehr langen Perioden, 
die Jahrhunderte und in gewissen kleineren Termen Zehntausende von Jahren 
übersteigen. — 

Der erste Teil des zweiten Bandes ist der Entwicklung der Störungs- 
funktion gewidmet. Man versteht darunter eine periodische Funktion der 
mittleren Längen des störenden und gestörten Körpers, die sich nach dem 
Vielfachen dieser Winkelgrößen in eine Fouriersche Reihe entwickeln läßt. 
In der Diskussion werden drei Spezialfälle unterschieden: 1) Neigungen, 
und Exzentrizitäten sind Null, 2) die Exzentrizitäten sind Null, 3) die 
Neigungen sind Null. Hierzu tritt noch der Fall der Mondbahn, wo das 
VerhälÜLis der großen Bahnachsen des gestörten (Mond) zum störenden Körper 
(Sonne) sehr klein ist, die Entwicklung nach Potenzen dieses Verhältnisses 
daher besondere Vorteile darbietet Von einschneidender Wichtigkeit ist 
die Frage nach der Konvergenz der in der Störungsfunktion auftretenden 
Reihen. Eine abschließende Beantwortung ist zur Zeit noch nicht möglich. 
Wohl lassen sich eine Anzahl interessanter Beziehungen zwischen den 
Koeffizienten der nach verschiedenen Argumenten entwickelten Störungs* 
funktion angeben: durchweg aber wird man sich in praxi über den all- 
gemeinen Verlauf der Koeffizienten durch deren numerische Berechnung zu 
orientieren suchen; bequeme Methoden hierfür, die verschiedenen Fällen an- 
gepaßt sind, haben Hansen, Jacobi, Cauchy und Poincare aus- 
gearbeitet. — 

Die Planetenentdeckungen im verflossenen und laufenden Jahre, die bis 
jetzt schon drei Planeten in genau oder sehr nahe derselben Entfernung wie 
Jupiter zum Vorschein brachten, verleihen den himmelsmechanischen Unter- 
suchungen einen neuen Reiz: Spezialfälle des Dreikörperproblems, die bisher 
nur ein theoretisches Interesse beanspruchten, scheinen hier der Ver- 
wirklichung nahe gerückt. Zu der erschöpfenden Aufklärung der noch er- 
wachsenden Schwierigkeiten aber weisen die Arbeiten von Ojld^n, 
Poincare und Charlier den Weg. 

Straßburg i. E. Wirtz. 
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sphere. P.A. 18. 384. 

Luftdrack. 

2076. J. Holm, On the lelations 
between the diumal charges of tempe- 
rature and atmospheric pressure. J.S. 
M.S. (3) 22. 

2077. C. H. Wind. Graphische Ta- 
bellen zur Bestimmung des Lnftdruck- 
gradienten. M.V.N.M.I. 1906. Nr. 2. 

2078. Ä. Anderkö. Über den verti- 
kalen Gradienten des Luftdruckes. M. Z. 
22. 547. 

207». P. Czermak. Zur Abnahme 
des Luftdruckes mit der Höhe. Z.P. 
19. 228. 

2080. J. W. Sandström. On the con- 
struction of isobaric Charts for high 
levels in the Earths atmosphere and 
their djnamic significance. T.P.S. (2) 
21. 31. 

Siehe auch 58; 2084; 2132; 2170. 

Dynamische Meteorologie. 

2081. /. Schubert. Der Zustand u. 
die Strömungen der Atmosphäre. B. P. A. 
1. 147. 

2082. G. V. Friesetihof. Die Luft- 
druckgebilde der unteren und der oberen 
Atmosphäre und ihr Zusammenhang. 
M.Z. 28. 209. 

2088. W. M. The snrface trajectories 
of moving air. N. 74. 162 

Siehe auch 1990; 2080. 

Luftbewegnng. 

2084. E. H. Sowie. The relation 
between storm movement and pressure 
distribution. M.W.R. 34. 61. 

2085. F. W. Proctor. Vertical air 
currents. M.W.B. 34. 78. 

2085 a. H. H. Clayton. The lifting 

Sower of ascending currents of air. 
[.W.R. 38. 390. 



2086. TT. Krebs. Barometrische Ans- 
^eichsbewegung in der Erdatmoephäre. 
V.D.P.G. 7. 14; 377. 

2087. G. Greitn. Über die allgemeine 
Zirkulation der Atmosphäre. Q. Z. 10. 
39 

2088. G. Berti, Applicazione del 
teorema di Camot alla circolazione nell* 
atmosfera. ß.M.S.M.1. (2) 22. 69. 

2089. P. GarrigoU'Latgrange. Sur les 
mouvements g^nerauz de Tatmosphte 
dans les diverses saisons. A.S.M.F. 
54. 96. 

2090. H. Hergesell Sur les vents 
locaux du voisinage des iles Canaries. 
CR. 142. 1360. 

Siehe auch 2081; 2132. 



Zyklonen. 

2091. E. van der Linden. La djna- 
mique des cyclones et des anticyclones 
d'apr^s John Aitken. C.T.B. 1903. 841. 

2092. A. J. Monne, Courant ascen- 
dant tourbillonaire. R.N. 1906. 25. 

2098. M. Margules. Über die Energie 
der Stürme. J.Z.M.E. (2) 40. 1. 

2094. S. Tetsu Tamura. Doctor Mar- 
gules on the energy of storms. M.W.B. 
38. 519. 

2095. N.N. La teoria idrotermo- 
dinamica dei turbini atmosferici rispetto 
al problema delle yariazioni della tem- 
peratura nella atmosfera. B.M.S.M.I. 
(2) 24. Nr. 4—6. 

2096. H. Helm Clayton. Various 
researches on the temperatuie in cyclones 
and anticyclones in temperate latitudes. 
B.P.A. 1. 97. 

2097. De C. Word. Temperatures 
in cyclones and anticyclones. S. (2) 
28. 274. 

Siehe auch 2134. 



Meteorologische Optik. 

2098. C. H. Claudy. Some curious 
things about light. A.I. 8. Nr. 7. 

2099. H. E. Lau. Sur la dispersion 
atmosphärique. B A. 23. 823. 

2100. W. W. Payne. The colour of 
the sky. P.A. 14. 5. 

2101. K. Exner. Das optische Ver- 
mögen der Atmosphäre. M.Z. 28. 10. 

2102. A. Kolmovskij. Vency okolo 
solnca (Sonnenringe). M.M P. 1903. 405. 

2108. /. M. Pemter. Erklärung des 
fälschlich weißer Regenbogen benannten 
Bouguerschen Halos. S.A.W. 114. 917. 

2104. R. C. C. UppincoU. The green 
flash. Q.J.M.8. 82. 282. 
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2105. B. Holm. Über die abnorm 
kleine Sonnenstrahl ang in den Jahren 
1902—08. A.M.A.F. 2. Nr. 4. 

Siehe anch 2074. 

Refraktion. 

2106. H. Andoyer. Snr la th^orie de 
la r^fraction. B.A. 22. 404. 

2107. E. Grofimann n. L. Courvoisier. 
üntersncbnngen über die astronomische 
Refraktion. V.S.H. 3. 

2108. A, Bemparad. Sulla teoria 
della refrazione astronomica. M.S.S.I. 
34. 191; 217; 233. 

2109. Amaud. Memoire snr la r^- 
fraction astronomique. Courbnre de la 
trajectoire Inminense dans Tair. M.A. 
Ly. (3) 8. 163. 

2110. P. PiezeUi. Intomo al calcolo 
della rifrazione astronomica senza spe- | 
ciali ipotesi sul modo di variare tem- 
peratura dell* aria coir altezza. B.A. 
L.R. (6) 16. A.73; N.C.P. (6) 10. 407. 

2111. G. Tichov. Le changement de 
la Position des ^toiles en admettant la 
r^fraction de la Inmi^re dans le Systeme 
solaire. A.P.B. (6) 22. Nr. 2. 

2112. G. A. Hül. An untried method 
of determining the constant of refraction. 
P.A. 13. 417. 

2118. L. de BaU. On the influence of 
yaponr pressure on refraction. M N. A. S. 
66. 760. 

2114. 0, Bergstrand. Znr Theorie 
der DiflFerentialrefraktion. A.N.K. 172. 
19 — L de Ball 167. 

2115. A. Larenzen. Nene Beispiele 
terrestrischer Refraktion. P. 14. 137. 

2116. ü. Barhieri. Ricerche snlla 
rifrazione terrestre esegoite a Lecce nel 
1902. M.S.It. (3) 13. 46. 

Regenbogen. 

2117. W. Le Conte Stevens. Theory 
of the rainbow. M.W.R. 1006. Nr. 4. ' 

2118. D. Hammer. Airy's theory of ' 
the rainbow J.F.I. 166. 336. 

2119. K. Aichi and T. Tanakadate. 
On the theory of the rainbow due to a ' 
circular source of light. P.T.M. 2. 417. i 

2120. /. M. Pernter. Zur Theorie | 
des von einer kreisförmigen Lichtquelle ' 
erzeugten Regenbogens. S.A.W. 114. 786. | 

2121. L. Besson. The circumhorizontal i 
arc. M.W.R. 30. 486. , 

Lufttemperatur. 

2122. F. M. Exner. Über Druck und | 
Temperatur bewegter Luft. A.A.W. 
20. 380. 



2128. K. Angstram. Üher die An- 
wendung der elelärischen Eompensations- 
methode zur Bestimmung der nächtlichen 
Ausstrahlung. N.A,Ü. (4) 1. Nr. 2. 
Siehe auch 132; 2076; 2170. 

Insolation. 

2124. F. Hopfner. Über die Größe 
der solaren Wärmemengen, welche in 
gegebenen Zeiten beliebigen Breiten der 
Erde zugestrahlt werden. M.Z. 23. 886. 

2125. F. Hopfner. Die Verteilung der 
solaren Wärmestrahlung auf der Erde. 
S.A.W. 114. 1316. 

2126. F. Hopfner. Die tägliche solare 
Wärmestrahlung auf einer in beliebiger 
Breite fest gegebenen Flächeneinheit. 
M.Z. 23. 396. 

2127. S. Zöllner. Graphische Dar< 
Stellung der täglichen Bestrahlung der 
Erde durch die Sonne in verschiedenen 
Monaten und Breiten. M.Z. 23. 92. 

2128. L. Steiner.- Graphische Methode 
zur Bestimmung der Insolationsmenge. 
M.Z. 23. 294. 

Siehe auch 1909. 

Thermodynamik der Atmosphäre. 

2129. F. H. Bigelow. Studies on the 
thermodynamicd of the atmosphere. 
M.W.R. 34, 9; 74. 

2180. F. H. Bigelow. Application of 
the thermodynamic formulae to the 
nonadiabatic atmosphere. M.W.R. 34. 
110. 

2181. F. M. Exner. Über Druck und 
Temperatur bewegter Luft. S.A.W. 114. 
1271. 

2182. B. Bärnstein. Über die Ver- 
teilung Ton Luftdruck und Wind unter 
Einwirkung von örtlicher Erwärmung. 
M.Z. 22. 663. 

2188. M. Margules, Über die Ände- 
rung des vertikalen Temperaturgefälles 
durch Zusammendrückung oder Aus- 
breitung einer Lufbmasse. M.Z. 23. 241. 

2184. Dechevrens. La teoria idro- 
termodinamica dei turbini atmosferici 
rispetto al problema delle variazioni 
della temperatura neir atmosfera. B.M. 
S.M.L 1904. Nr. 7—9; 1906. Nr. 12; 
1906. Nr. 1. 

Lnftfeuehtlgkelt. 

2185. /. B. Sutton. Comparison be- 
tween Glaishers factors and Ferrels 
psycbrometric formula. Q.J.M.S. 32.36. 

2186. J. BaU. A rapid method of 
finding the elastic force of aqueous 
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Tftpour and the relative humidity from 
diybulb and wetbnlb thermometer read- 
ings. Q.J.M.S. 82. 47. 

Siehe auch 2088; 2096—97; 2110. 

Nebel. 

2187. C. Barua. Die Eigenschaften 
von Kondecsationäkernen und ihre athmo- 
Bphärische Verteilung. P.Z. 6. 718 

Niederschlllge. 

2188. E. Brückner. L'origine de la 
pluie. C.T.B. 1902. 510; 665. 

2189. A. Defant Gesetzmäßigkeiten 
in der Verteilung der verschiedenen 
Tropfengrößen bei Regenfällen. 
S.A.VV^. 114. 686. 

2140. Ä. Defant. Die Gesetzmäßig- 
keiten in der Verteilung der verschiedenen 
Tropfengrößen bei Land- und Gewitter- 
regen. D.V.N. 77. 141. 

Siehe auch 3336. 

Hagel. 

Siehe 2168. 

Luftelektrizität. 

2141. E. Guarini. Sur l'^lectricit^ 
atmosph^rique. B.S.B.A. 11. 13. 

2142. G. C. Simpson. Atmospheric 
electricity. M.W.B. 34. 16. 

2148. 0. Naire. Atmosphärische 
Elektrizität. P. 17. 629; 646. 

2144. E. Biecke. Neuere Anschau- 
ungen der Elektrizitätslehre mit be- 
sonderer Beziehung auf Probleme der 
Luftelektrizität. A.Gr. (3) 9. 1; 246. 

2146. H, Gerdien. Der Elektrizitäts- 
haushalt der Erde und der unteren 
Schichten der Atmosphäre. P.Z. 6. 
647. — H. Ebert 828. 

2146. S. Lemström. Ob elektri6eskich 
tokach vozducha. (Die elektrischen 
Ströme der Luft.) J.R.P.C.G. 34. 307. 

2147. H. Ebert. Über die Aufrecht- 
erhaltung des normalen Erdfeldes. P.Z. 
6. 824. 

2148. D. A. La^inov. Ob elektriceskom 
pole atmosferj. (Über das elektrische 
Feld der Atmosphere.) J.R.P.C.G. 34. 17. 

2149. P. Langevin. Sur les ions de 
Patmosphere. B.S.F.P. 1906. 79. 

2160. L. L. Hendren. The rate of 
recombination of ions in air. P.R. 21. 
314. 

2151. A, Gockel. Über den lonen- 
gehalt der Atmosphäre. M.Z. 23. 63; 389. 



2162. J. Elster u. JJ. Geüel. Über 
die naturliche Radioaktivität d»T Atmo- 
sphäre u. der Erde. J.P.R. 19. 36. 

2158. A. Ocdhialini. Die Dielektrizi- 
tätskonstante der Luft in ihrer Be- 
ziehung zu ihrer Dichte. P.Z. 6. 669. 

2154. H. Gerdien. Demonstration 
eines Apparates zur absoluten Messung 
der elektrischen Leitfähigkeit der Luft. 
P.Z. 6. 800. 

2166. H. Schering. Der Elster-Geitel- 
sche Zerstreuungsapparat und ein Ver- 
such quantitativer absoluter Zerstreuungs- 
messung. A.P.L. (4) 20. 176. 

2156. N. A. Hesehus. Atmoafemoe 
elektri6estvo i vlnanie na nego pyli. 
(Atmosphärische Elektrizität und der 
Einfluß des Staubes auf dieselbe.) J.R. 
P.C.G. 34. 677. 

2157. a T. B. Wilson. On the mea- 
surement of the Earth-Air current and 
on the origin of atmospheric electri- 
city. P.C. P.S. 13. 363. 

Siehe auch 863; 1261; 1361; 14«0— 81; 
2689. 

Gewitter. 

2158. E. Durand Greville. La loi 
des grains et des orages. B. S. B. A. 11. 4. 

Polarlichter. 

2159. Negro. Sull'altezza dell* aurora 
polare. B.M.S.M.L (2) 24. Nr. 1—3. 

2160. F. KousneUow. Determination 
de la hauteur des rayons d^aurores 
bor^ales. A.P.B. (6) 21. 141. 

Siehe auch 2046. 

Klimatologie. 

2161. S. Arrhenius. Die vermutliche 
Ursache der Elimaschwankungen. M. N. I. 
1. Nr. 2. 

Synoptische Meteorologie« 

2162. 8. Hanzlik. Relations between 
velocities of progression of lows and 
the areas of rising and falling pressure 
accompanying them. MW. R. 1906. Nr. 5. 

i 

Kosmische Geophysik. 

' 2168. 0. Meißner. Einfluß des Mondes 
auf die Erdbebenhäufigkeit. H.E.B. 18. 
278 

2164. E. W. Mawnder. The solar 
origin of terrestrial mMietism. A.J.C. 
21. 101; P.A. 13. 69. — T.H.S.Shearman. 
P.A. 13. 226. 
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2165. E. W. Maunder, The solar 
origin of terrestrial magnetic distur- 
bances. S. (2) 23. 886; P.A. 14. 228. 

2166. E. W. Maunder. Origine solare 
delle pertarbazioni del magnetismo ter- 
restre. M.S.S.I. 34. 87. 

2167. Ä. Schuster. San spois and 
magnetic storms. M.N.A.S. 66. 186. 

2168. F. W, Dyson, Magnetic storms 
and the solar rotation. 0. 28. 176. 

Kosmische Meteorologie. 

2169. Jochimsen. Der Mond und das 
Wetter. W.B. 22. 223. 

2170. F. Bigelaw. Synchronisme entre 
les variations des protab^rances solaires 
et les variations de la pression et de 
la tempärature ä la sorface de la terre. 
A.S.M.F. 63. 289. 

2171. B. Merecki. Wplyw zmiennej 
dzialalnoäci slonca na niookresove mchy 
atbmosfery ziemskiej (Der Einfluß der 
yer&nderlichen Sonnentätigkeit auf die 
nichtperiodiscben Bewegungen der Erd- 
atmosphäre). T.W. 16. 283. 

Meteoroiogisclie Beobaelitungskunde. 

2172. R. de Saussure. Vorschlag zu 
einem europäischen meteorologischen 
Zentralbureau. P.Z. 6. 862. 

Siehe auch 2123. 

Mathematisclie Chemie. 

2178. H. de J. CahaUero. Le calcul 
et les ^quations chimiques. M.yR.M. 
22. 119. 

2174. R. de Bodriguez. Projet pour 
Tenseignement objectif deti ibrmules et 
^quations chimiques. M.yR.M. 23. 67. 

2175. M. Bodenstein. Reaktions- 
geschwindigkeit und freie Energie. Z.P.C. 
49. 61. 

2176. E. Brunner. Zum Thema: Re- 
aktionsgeschwindigkeit und freie Energie. 
61. 106; 66. 635. 

2177. W. A. Nemst. Theorie der 
Reaktionsgeschwindigkeit in heterogenen 
Systemen. Z.P.C. 47. 62. 

2178. /. N. Brönsted. Studien zur 
chemischen Affinitöt I. Z.P.C. 65. 371. 

2179. B. Luther, Räumliche Fort- 
pflanzung chemischer Reaktionen. Z.E. 
12. 696. 

2180. E, Briner. Recherchen sur 
quelques ^quilibres chimiques. J.C.P. 
4. 267. 

2181. M. Bodenstein. Heterogene 
katalytische Reaktionen. I. Z.P.C. 46. 
726; 49. 41. 



2182. M. Bodenstein und F. Ohlnier. 
Heterogene katalytische Reaktionen. 
Z.P.C. 63. 166. 

2188. A. Titoff. Beiträge zur Kennt- 
nis der negativen Katalyse im homo- 
genen System. Z.P.C. 46. 641. 

2184. H. Lunden. über Katalyse 
von Äthylazetat durch Salpetersäure bei 
Gegenwart von Alkalinitraten. Z.P.C. 
49. 189. 

2185. E. Stern. Die chemische Ki- 
netik der Benzoinsynthese (Cyanionen- 
katalyse). Z.P.C. 60. 613. 

2186. F. Kaufler. Zur Kinetik der 
Folgereaktionen. Z.P.C. 66. 502. 

2187. C. L. Jungius. Theoretische 
Betrachtungen über Reaktionen, welche 
in zwei oder mehreren aufeinander- 
folgenden Phasen verlaufen. Z.P.C. 49. 
368. — A. Mittasch, 60. 613. 

2188. E. Brunner. Theoretisches 
über Reaktionen, die in mehreren Stufen 
verlaufen. Z.P.C. 62. 89. 

2189. J.Plotnikov. Reaktionsgeschwin- 
digkeiten bei tiefen Temperaturen. Z.P.C. 
63. 604. 

2190. B. Luther und N. Schilow. Zur 
Systematik und Theorie gekoppelter 
Oxydations-ReduktionsTorgänge. Z. P. C. 
46. 777. 

2191. G. N. Lewis. Hydratation in 
Lösungen. Z.P.C. 62. 224. 

2192. /. W. Brühl und H. Schröder. 
Über Salzbildungen in Lösungen. Z.P.C. 
61. 1; 613. 

2198. A. J. J. Vandevelde et C. E. 
Wasteeh. Recherches sur la Substitution 
mätallique. B.A.B. 1906. 461. 

2194. T. Ericson-Aureti und M\ Pal- 
maer. Über die Auflösung von Metallen, 
n. Z.P.C. 46. 182. 

2196. W. T. Cooke. Versuche über 
das chemische Verhalten von Argon und 
Helium. Z.P.C. 66. 637. 

2196. B. Luther und F. H. Mac 
Dougall. Die Reaktion zwischen Chlor- 
säure und Salzsäure. Z.P.C. 66. 477. 

2197. W. Bray. Beiträge zur Kennt- 
nis der Kalogensauerstoffverbindungen. 
Z.P.C. 64. 463; 669; 731. 

2198. A. Slator. Chemische Dynamik 
der Einwirkung von Cl auf Benzol unter 
den Einfluß verschiedener Katalysatoren 
und des Lichtes. Z.P.C. 46. 613. 

2199. J.Sand. Die Stärke der HOCl. 
Z.P.C. 48. 610. 

2200. /. Sand. Bildung und Zer- 
setzung der Chlorsäure. Z.P.C. 60. 466. 

2201. /. H. Walton jr. Die Jodionen- 
katalyse des H,0,. Z.P.C. 47. 186. — 
G. Bredig 48. 368. 
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2202. J, Brode. Die Oxydation des 
Jodions zn HypoJodid als ZwiBcbenstofe 
einiger Reaktionen. Z.P.C. 49. 808. 

2208. Berthelot Sor lea ^quilibres 
chimiques constat^s dans Taction de 
plusieun basee xnises simoltan^mont en 
pr^sence de Tacide pbosphoiiqne. A.C.P. 
(8) 8. 289. 

2204. G. Tschermak. Darstellung von 
Kieselsäuren durcb Zersetzung der na- 
türlichen Silikate. Z.P.C. 68. 349. 

2206. A. Smits und C. K. Wolff. 
Über die Zersetzungsgeschwindigkeit 
des Eohlenoxyds. Z.P.C. 45. 199. 

2206. H. Martinsen, Beiträge zur 
Reaktionskinetik der Nitrierung. Z.P.C. 

50. 385. 

2207. M. Ä. Hunter. Zerfallgeschwin- 
digkeit des N,0. Z.P.C 53. 441. 

2208. ir. ReincUrs. Das chemische 
Gleichgewicht zwischen Silberamalgamen 
und einer Lösung von Silber- und Queck- 
silbemitrat. Z.P.C. 54. 609. 

2209. H. F. Sill Über das Gleich- 
gewicht zwischen einer Stickstoffbase 
und organischen Säuren in verschiedenen 
Lösungamitteln. Z.P.C. 51. 577. 

2210. E. Brunner. Theorie der Auf- 
lösungsgeschwindigkeit des As. Z.P.C. 

51. 494. 

2211. G. N. Lewis. Zersetzung von 
Ag,0 durch Autokatalyse. Z.P.C. 52. 
810. 

2212. W. a Bray. On the use of 
the differential equation in calculating 
the results of kinetic measurements ; 
the reaction between arsenic acid and 
potasdium iodide near the equilibrium. 
J.P.C. 9. 578. 

2218. E. Baur und H. L. Voerman. 
Über Fe,, N und CrN. Z.P.C. 52. 467. 

2214. F. A. H. Schreinemakers. Die 
Alkalichromate. Z.P.C. 56. 71. 

2215. R. Ahegg und A. J. Cox. Chro- 
mat, Bichromat und Chromsäure. Z.P.C. 
48. 725. 

2216. S. Bugarszky. Über die Ein- 
wirkung von Br auf Azetaldehyd in 
wässeriger Lösung. Z.P.C. 48. 63. 

2217. R. Vondrdcek. Über den Ein- 
fluß der Metalle auf die Hydrolyse des 
Rohrzuckers. Z.P.C. 50. 560. 

2218. C. L. Jungius. Über die üm- 
lagerung zwischen einigen isomeren 
Glukosederivaten und die Mutarotation 
der Zuckerarten. Z.P.C. 52. 1)7. — 
a Tanret 53. 692. 

221». E. Reinhach und 0. Weher. 
Über Einwirkung anorganischer Sub- 
stanzen auf die Drehung von Lävulose 
und Glukose. Z.P.C. 51. 473. 



2220. J. W. MeUor und X. BradOtaw. 

Die Kinetik der Zuckerinversion. Z.P.C. 
48. 858. 

2221. F. Hetiri. Theoretifiche und 
experimentelle Untersuchungen über die 
Wirkung der Enzyme, der Toxine und 
Antitoxine und der Agglutinine. Z.P.C. 
51. 19. 

2222. H. F. Barendret^t. Enzym- 
wirkung. Z.P.C. 49. 456; 64. 867. 

2228. A, W. Visser. Reaktions- 
geschwindigkeit und chemisches Gleich- 
gewicht in homogenen Systemen und 
deron Anwendung auf Enzymwirkungen. 
Z.P.C. 62. 267. 

Siehe auch 23. 

Physikalische Chemie. 

2224. E. Abel Wege und Ziele der 
exakten Forschung in der physikalischen 
Chemie. Ö.C.Z. (2) 8. 517. 

2225. /. Schröder. Zwei Demon- 
strationsapparate für Vorlesungen über 
physikalische Chemie. Z.A. E. 1. 427. 

2226. /. Walker. The determination 
of avidity by the Polarimetrie method 
Z.P.C. 46. 30. 

2227. E. Briner. fitude des öquili- 
libres hätärog^nes sous des pressions 
vanables. CR. 142. 1214. 

2228. F. Dreyer. Über die Kristalli- 
sationsgeschwindigkeit binärer Schmel- 
zen. Z.P.C. 48. 467. 

2229. M. Wilderman. On the in- 
fluence of non-electrolytes and electro- 
lytes upon the degree of dissooiation. 
Z.P.C. 46. 43. 

2280. R. Drucker. Messungen und 
Berechnungen von Gleichgewichten stark 
dissoziierter Säuren. Z.P.C. 49. 563. 

2281. B. Euler. Zur Theorie kata- 
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2283. K. Drucker. Studien an wäsa- 
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Z.P.C. 62. 641. 
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emiedrigung. Z.P.C. 49. 803. 

2*^86. J. Koppel. Die Bildungs- und 
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salze. Z.P.C. 52. 886. 

2286. H. Jahn. Über die Ernied- 
rigung des Gefrierpunktes in den ver- 
diinnten Auflösungen stark dissoziierter 
Elektrolyte. Z.P.C. 50. 129. 

2237. M. Bodenstein und A. Geiger. 
Die Dissoziation von BrH und CIH. 
Z.P.C. 49. 70. 

2288. A. R. W. Aten. Untersuchungen 
über das System S— Cl. Z.P.C. 64. 66. 
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2239. H. Goldschmidt nnd H. Larsen, 
Über die kataJytische Wirkung yon 
Metallchloriden. Z.P.C. 48. 424. 

2240. W. Knopp. Über die Löslich- 
keitabeeinfluBsung YonH und Stickozydul 
in wäßrigen Lösungen verschieden dis- 
«oziierter Stoffe. Z.P.C. 48. ii7. 

2241. H. Goldsckmidt und K. Inge- 
brechtsen. Über die Reduktion yon 
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Z.P.C. 4S. 236. 

2242« M. Trautz. Zur physikalischen 
Chemie des Bleikammerprozesses. Z.P.C. 
47. 613. 

2248. E. Baur, Systeme aus Kiesel- 
säure und Flußsäure. Z.P.C. 48. 483. 

2244. Jß. Abegg. Über äie Löslich- 
leitsverhältnisse einiger schwerlösliger 
Ag-salze. Z.P.C. 46. 1. 

2245. B. Luther, Die Hydrolyse des 
Quecksilberchlorids. Z.P.C. 47. 107. 

2246. H. M. Goodwin and B. D. 
Maüey, On the physical properties of 
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2247. S. Tijmstra. Leitfähigkeits- 
bestimmungen an Lösungen von Na in 
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holen. Z.P.C. 49. 346. 

2248. C. E. Fawsitt. Physikalisch- 
chemische Untersuchungen in der Amid- 
gruppe. Z.P.C. 48. 686. 

2249. C. S, Hudson. Über die Hydrat- 
bildung des Milchzuckers in Lösung. 
Z.P.C. 60. 273. 

2250. P. Waldenund M. Centnersztoer. 
Über die Molekulargrößen einiger Salze 
in Pyridin. Z.P.C. 66. 321. 
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Chemie der Agglutinine. Z.P.C. 46. 
416. 

2252. F. Auerbach. Der Zustand des 
H,S in Mineralquellen. Z.P.C. 49. 217. 

2258. P. Saurel On indifferent points. 
J.P.C. 9. 666. 

Siehe auch 2766. 

Phasenlehre. 

2254. S. Sana. Note on Gibb*s phase 
rule. P.T.M. 2. 391. 

2255. B. Wegscheider. Nachtrag zu 
meinen Mitteilungen: Zur Kenntnis der 
Phasenregel. Z.P.C. 62. 171. 

2256. A. Byk. Zu den Ableitungen 
der Phasenregel. Z.P.C. 66. 260. 
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lehre. Z.P.C. 49. 162. 



2259. N. N. Schiller. Die Unstetig- 
keit der Ableitung des Drucks nach der 
Temperatur als wesentliche Bedingung 
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2260. N. SchiUer. Die Bedeutung der 
Unstetigkeit der 1. Derivierten des 
Druckes nach der Temperatur bei der 
Feststellung der Phasenregel. Z.P.C. 
64. 461. 

2261. W. D. Bancroft. CrystaUi- 
zation in binary Systems. Z.P.C. 46. 87. 

2262. A. Byk. Zu den Ausnahmen 
von der Phasenregel, besonders bei 
optisch- aktiven Körpern. Z.P.C. 46 466; 
47. 228; 49. 233. — B. Wegscheider 
697; 47. 740; 60. 367. 

2263. /. J. van Laar. Die Gleichung 
einer idealen eutektischen Kurve in 
einem temären System und ihre Be- 
nutzung zur Berechnung eines eventuellen 
Umwaudlungspunktes zweier Isomeren 
neben Lösung. Z.P.C. 66. 64. 

2264. H. W. Bakhuis-Boozeboom und 
A. H M. Aten. Gleichgewichte zwischen 
festen und flüssigen Phasen in temären 
Systemen, welche pseudobinär sind mit 
Anwendung zur Erklärung anormaler 
Schmalz- und Lösungserscheinungen. 
Z P.C. 63. 449. 

2265. H. W. BcMuiS'Boozeboom. 
De verschillende takken der driepha- 
selijn voor vast, vloeibaar, damp in bi- 
naire stelsels waarin een verbinding 
voorkomt. C.A.A. 14. 374; 601. 

2266. J. D. van der Waals. La forme 
des sections de la surface de Saturation 
par des plans perpendiculaires ä Taxe 
des X dans le cas oü eziste entre deuz 
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A.N. (2) 10. 483. 

2267. /. B. van der Waals. De 
(T-xVevenwichten van vaste en fluide 
phasen bij veranderlijke waarden van 
den druk. C.A.A. 14. 183. 

2268. /. /. van Laar. Over het ver- 
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2269. /. V. Narbutt. Die Schmelz-, 
Siede- und Dampf kurven (760 mm Druck) 
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anthren. Z.P.C. 63. 697. 

2270. G.Preuner. Das Gleichgewicht 
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stoff und Wasserdampf. Z.P.C. 47. 386. 
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2271. J. V. Zawidzky und M. CefUner- 
sewer. Über retrograde Mischung und 
Entmischung. A.P.L. (4) 19. 426. 

2272. R. Wegscheider, Zum Begriff 
der unabhängigen Bestandteile II. Z. 
P.C. 46. 496; 49. 229. — /. /. van der 
Laar 47. 228. 

Siehe auch 660; 869; 1299; 2187. 

Photochemie. 

2278. B. Luther. Aufgaben der Photo- 
chemie. Z.W.P. 3. 267. 

2278 a. G. Ciamician und P. Silber, 
Chemische Lichtwirkungen. C.B. 88. 
ä818. 

2274. i?. Luther und F. Weigert. 
Über umkehrbare photochemische Re- 
aktionen im homogenen System An- 
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297; 53. 385. 
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2276. F. Weigert, über umkehrbare 
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89. 489; 502; 640. 

2279. M. Trautz. Studien über 
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2280. H. Weise. Solarisatiom in Brom- 
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641. 
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2286. J. M. Eder. Über die Natur 
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Siehe auch 183; 1033; 1038; 2198; 2218 
bis 2219; 2612. 

Thermochemie. 

2286. J. H. van't Hoff. Die Thermo- 
chemie. Ö.C.Z. (2) 9. 63. 
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2298. M. Beinganum. Über die 
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Z.P.C. 48. 697. 

2294. G. Geffekefi. Beitrage zur 
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Z.P.C. 49. 267. 
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the dissociation of gases around higbly 
heated wives. S. (2) 24. 203. 

2298. E.Begener. Über die chemische 
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Methoden. Z.P.C. 61. 667. 
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und Bildunflswärme flüchtiger orga- 
nischer Verbindungen. Z.P.C. 62. 343. 
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genannten explosiven Sb. Z.P.C. 62. 
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sung von Yerbrennnngswärmen. Z.P. G. 
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2308. W. Nemst. Gleichgewicht und 
Reaktionsgeschwindigkeit beim Stick- 
oxyd. Z.E. 12. 627. 

2809. B. Kremann und R. v. Hof- 
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2310. B. Lucas. Untersuchungen 
über die Feuerschwindung. Z.P.C 52.327. 

2811. 0. Hahn. Nachtrag zu der 
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2812. W. Nemst. Über das StabiU- 
tätsgebiet des H,0,. Z.P.C. 46. 720. 

2818. F. Fischer und H, Marx. Über 
die thermische Bildung von Ozon und 
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2814. /. N. Brönsted. Über die Re- 
duktion des Quecksilberchlorürs durch 
Ag. Z.P.C. 50. 481. 
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2816. W. Meyerhoffer. Über rezi- 
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2817. P. Lebeau, Sur la ddcompo- 
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2818. /. H. van't Hoff, E. JB. Arm- 
strong, W. Hinriclisen, F. Weigert und 
G, Just. Gips und Anhydrit. A.Z.C. 
Z.P.C. 46. 267. 

2320. G. N. Lewis. Über Silberoxyd 
und Silbersnboxyd. Z.P.C. 65. 449. 
Siehe auch 543; 2269—60; 2746; 2767 
bis 2768; 2770; 2773; 8669. 

Elektrochemie. 
2821. W. Lob. PhysikaHsch-chemi- 
sche Seiten der organischen Elektro- 
chemie J.E. 12. 2. 



2822. Chaumet. Les progr^s räcents 
de r^ectrochimie. B.S.F.P. 1906. 115. 

2828. J. W. Bichards. Electrochemi- 
cal calculations. J.F.J. 159. 184; 161. 
131; 161. 

2824. F. Haber und B. Buss. Über 
die elektrische Reduktion. Z.P.C. 47. 
257. 

2825. r. Noda. Über die Zersetzung 
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entladung. A.P.L. (4) 19. 1. 

2826. B. Pohl. Über die Einwirkung 
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2827. E. Warhurg. Bemerkungen 
über die chemische Wirkung der stiUen 
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2828. W. Lob. Studien über die 
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trischen Entladung. Z.E. 12. 282. 

2829. B. Abegg. Über die Gültig- 
keit dos Faraday'schen Gesetzes für 
Metalle von verschieden wertigen Ionen I. 
Z.E. 12. 467. 

2880. W. Nemst und /. Sand. Elek- 
tromotorisches Verhalten der HOCl. Z. 
P.C. 48. 601. 

2881. F. DoUzaUk und F. Krüger. 
Vorlesungsversuch zur Demonstration 
des Spannungsgesetzes für Elektrolyte. 
Z.E. 12. 669. 

2332. F. Fischer. Die chemische 
Übertragbarkeit der Metallpotentiale 
und der chemische Lösungsdruck der 
Metalle. Z.P.C. 52. 66. — B. Luther 626. 

2833. M. B^inganum. Das elektro- 
chemische Äquivalent bei der Elektrizi- 
tätsleitung der Metalle. Z.E. 11. 861. 

2384. L. Pissarjewsky und N. Lern- 
cke. Der Einfluß des Lösungsmittels auf 
die Gleichgewichtskonstante und die 
Beziehung zwischen dem elektrischen 
Leitvermögen und der inneren Reibung. 
Z.P.C. 62. 479. 

2335. D. Tomasi. Bemerkung über 
den Ausdruck „mromdichte". B.C.Z. 
13. 129. 

2336. F. Haber und F. Göldschmidt. 
Der anodische Angriff des Fe durch 
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und die Passivität des Fe. Z.E. 12.49. 

2837. /. Tafel. Über die Polarisa- 
tion bei kathodischer H-entwicklung. 
Z.P.C. 60. 641. 

2888. L. Hotillevigne. L'ionoplastie 
F.M. 16. 187. 

2889. J. H. Maihews. On the rela- 
tion between electrolytic conduction, 
specific inductioe capacity and chemical 
activity of certain liquids. J.P. C. 9. 
641. 
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8840. P. F. Bevan. A method of 
following the conise of certain chemical 
actioDB and a period of induction in the 
action of excesB of water on monochlora- 
cetic acid. P.C. P.S. 13. 269. 

2841. M. Levin. Beiträge zur Theorie 
der Löslichkeitabeeinfinssnng. Z.P.G. 55. 
513. 

2842. /. Walker. Theorie der am- 
photeren Elektrolyte. Z.P.G. 49. 82. 

2848. B. Mewes. Einige Bemerkungen 
über den 2. Hauptsatz mit besonderer 
Berücksichtigung seiner Beziehungen zur 
Theorie der Elektrolyse. E.C.Z. 12. 74; 
115. 

2844. F. Häher. Über Gasketten bei 
hohen Temperaturen. Z.E. 12. 415. 

2845. 0- Sackur. Die anodipche Auf- 
lösung von Bund seine Passivität. Z.P.G. 
54. 641. 

2846. r. SammeL Die Gleichgewichte 
6H' -f-5J' + J0,' 7 — ► 3J,4-3H,0 u. 
6H -^5Br'-f-BrO/;;zit 3Br + 3H,0 
chemisch und elektromotorisch bestimmt. 
Z.P.G. 53. 641. 

Siehe auch 1464; 2768—69; 3669. 

Elektrolyse. 

2847. A. P. Sokolov. Sovremennoe 
sostojanie uöenija ob electrolize (Der 
gegenwärtige Stand unserer Kenntnisse 
von der Elektrolyse. R.P.W. 3. 176. 

2848. L. Kahlenberg. The theory 
of electrolytic dissociation. P.M. (6) 
10. 662. 

2849. Brülouin. Gonsid^rations th^- 
oriques sur la dissociation älectrolytique. 
A. G P. (8) 7. 289. 

2850. B. Malmström. Versuche einer 
Theorie der elektrolytischen Dissoziation 
unter Berücksichtigung der elektrischen 
Energie. Z.E. 11. 797; A.P.L. (4) 18. 
413; 19. 440. 

2351. E. WiUan. Altemate current 
elektrolysis. T.F.S. 1. 3ü5 

2852. M. Le Blanc, Elektrolyse mit 
Wechselstrom. Z.E. 11. 705. 

2858. A. Lob. Elektrolytische Unter- 
suchungen mit symmetrischem und un- 
symmetrischem Wechselstrom. Z.E. 12. 
179. 

2854. TT. Palmaer, Ein Modell und 
ein Versuch zur Demonstration der Eon- 
zentrationsänderungen während der Elek- 
trolyse. Z.E. 12 511. 

2855. G. B. Bambaldini. L'elettro- 
lisi a 3 liquidi. Pol. 50. 195. 

2856. F. V. Nikolaev. Elektri6eskoe 
pole v elektrolitach (Elektrisches Feld 
in Elektrolyten). J.R.P.G.G. 34. 25. 



I 2857. L. G. KoUock &jid E. F. SmiA. 

I The use of the rotating anode and mer< 
cury cathode in electro-analysis. J.A 

I G.S. 27. 1256. 

I 2858. H. Lunden. Amphotere Elek- 
trolyte. Z.P.G. 54. 532. 
2859. J. Walker. Theorie der am- 

I photeren Elektrolyte. Z.P.G. 51. 706. 

I 2860. M. Chanoz. Sur le coefficient 

depuretä des ^lectrolytes. G.B. 141.881. 

2361. E. van der Ven. Sur le trans- 

port des liquides par le courant <Qec- 

trique. A.M.T. (2) 9. 573. 

I 2862. E. Luther und F. J Brislee, 
Zur Kenntnis des Verhaltens „unangreif- 
barer** Anoden, insbesondere bei der 
Elektrolyse von Salzsäure. Z.P.G. 45. 
216. — E, Böse 49. 227. 

2868. E. Mattet et P. A. Guye. 
£tudes physicochimiques sur T^lectro- 
lyse des clorures alcaUns IQ. J.G.P. 
4. 222. 

2864. /. B. Wesihaver. Über das 
Verhalten von Anoden aus Ir, Pt und 
Rh bei der Elektrolyse verdünnter 
Schwefelsäure. Z.P.G. 51. 65. 

2865. E. Brunner. Zur Kenntnis der 
Auflösungsgeschwindigkeit des Zinkes. 

Z.P.G. 51. 95. 

2866. W. Biemacki. Zwierciadelka 
ielazne otozymane przez rozpylanie £e- 
laza pr%dem (Über die Spiegä, die bei 
der Elektrolyse des Fe entstehen). T. W. 
16. 133. 

2867. Z. Karaoglanoff. Über Oxy- 
dations- und Reduktionsvorgänge bei 
der Elektrolyse von Eisensalzlösungen. 
Z.E. 12. 5. 

2868. C. J. Thatcher. Die elektro- 
lytische Oxydation von Natriumthiosul- 
phat und ihr Mechanismus. Z.P.G. 47. 
641. 

2869. V. Bothmund und K. Drucker. 
Über die elektrolytische Dissociation der 
Pikrinsäure. Z.P.G. 46. 827. 

2870. P. Farup. Die Geschwindig- 
keit der elektrolitischen Reduktion von 
Azobenzol. Z.P.G. 54. 231. 

Siehe auch 659; 1419; 1445—46; 2343; 
2771. 

Magnetochemie. 

2871. E. F, Burton and P. PhiUips. 
Susceptibility of Fe in colloidal Solution, 
P.G.P.S. 13. 260. 

MathematlBche Physiologie. 

2872. G. Kolosov. Matemati^eskaja 
teorija pribora Bamad'a i HilFja dlja 
opredelenija krovjanogo davlenija (Ma- 
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them. Theorie des Apjmrats von Barnard 
und Hill zur Erklärung des Blntdrackes). 
S.N.J. 14. 78. 

Siehe anch 62. 

llathematiBche Zoologie. 

2378. Itvngelmann. Mesore du tra- 
vail m^canique foumi par les boeufs de 
la race limousine. C.B. 141. 628. 

2878« W. Wasükowski. Geometryczne 
uzasadnienie budowy komörek pszczel- 
nych (Geometrische Betrachtungen über 
den Aufbau der Bienenzellen). M.L. 19. 



896. 



Siehe auch 261. 



Mathematische Botanik. 

2876, W. W. Lepesckkin, Über den 
mathematischen Ausdruck der Ge- 
schwindigkeit des einseitigen Wasser- 
Stroms durch die Zelle nach dem ersten 
und dritten Schema von Pfeffer. Z.P.C. 
48. 596. 

2876. F. Kövessi. Loi de Taccroisse- 
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attnra di estas en calles j patios. M. j 
U.M. 20. 291. 

2516« Müller, Versuche über die Be- 
leuchtung Yon Sohulr&umen und Lehr- 
^len. Z.B.W.B. 11. 138. 

Siehe auch 3667—60. 

Photographie. 

2517. J. Benaux, Contribution ä 
r ^tude des äcrans photographiques. C R. 

142. 88. 

2518« Poneot Photographie int er- 
färentielle; Variation de IHncidence; lu- 
midre polaris^e. CR. 142. 1606. 
Siehe auch 886; 984; 1041; 1066; 1166; 
2282—86; 3666; 8661. 

Spektralanalyse. 

2519. L, Borri, Note di spettroscopia. 
M.A.M. (3) 6. 

2520. B.E.Moore, Spektroskopische 
Studie an Lösungen von Cu und Co. 
Z.P.C 66. 641. 

2521. W. Hermann, Zur Spektroscopie 
des N (Dopplereffekt, posit^e N-ionen). 
P.Z. 7. 667. 

Siehe auch 1010; 1046. 

Helzmig. 

Siehe 3723—30. 



Elektrotechnik. 

2522. K. Noaek Elementare 

Messungen aus der Elektrotechnik. A.D. 
P.N. 2. Nr. 1. 

Siehe auch 2866—69; 2939. 

Elektrisehe Leitnngen. 

2528. Vogl. Berechnung der Leitungen 
für Gleichstrom. B.LQ.B. 1906. 68. 

2524. Baudi. Welches Yerteüungs- 
System macht das Kabelnetz am billigste. 
Z.E.M. 8. 367. 

Siehe auch 1448; 1609; 2762; 2979—91; 
3189; 3620; 8691. 

Elektrlsehe Kraftübertragang. 

2525. Hahn. Berechnung elektrischer 
Leitungen für Kraftübertragungen. Z.E. 
M. 8. 8. 

2526. P. Chis. Conförence sur les 
transports d'^nexgie flectrique ä courant 
altematif et ä. courant continu. M.S.L. 
(8) 2. A. 161. 

2527. D. NegrotH. Calcolo deUe lun- 
ghe linee di üunsmissione di energiea 
mediante correnti polifasi. J. CT. 28 88. 
Siehe auch 1673; 1675; 2992—97; 3697. 

Elektrische Eisenbahnen. 

Siehe 2870—71; 2998—8007. 

Dynamomaschine. 

2528. PooU, Design and construction 
of small dynamos and motors. M.W.M« 
37.8. 

2529. B, V. Picou, Les prindpes 
g^n^raux* dans la construction des dy- 
namos k courant continu. B. S. F. P. 1906. 
142. 

2580. SensHus. Limitations in direct- 
current mechanic design. P. A. L £. E. 24. 
407; 926. 

2581. Linker. Bestimmung des 
Wirkungsgrades von Gleichstrom- 
maschinen. E.T.R. 22. 211. 

2582. P. Biebeseü, Über die Kommu- 
tation des Stromes in Gleichstromgenera- 
toren. Z.S. 63. 337. 

2588. Page. The Separation of iron 
and iriction losses in direct ounent 
machines. E.R. 67. 910. 

2584. G, Mie. Über die Kurzschluß- 
stromkurye eines Gleichstromankers. 
Z.S. 63. 37. 

2585. Boueherot, Les principes gän^- 
raux dans la construction des altematours. 
B.S.F.P. 1906. 228. 
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2586. Bushfnar. Altemating cuirent 
generaior. J.F.L 160. 253. 

2587* D. I. PvHjfij* Erugova diagnuna 
generatoriv dlja pereminnien prudiv 
(Über das Ereisdiagramm für Wechsel- 
stromgeneratoren). B. S. M. 10. Kr. 2. 

2588. Xyon. Calculation of the ar- 
mature reaction in altematörs. T.Q. 18. 
421. 

2589. Pre^ß. Verfahren zur Be- 
stimmung der Erregerfeldstreuung von 
Wechselstrommaschuien. £. T. B. 22. 
325. 

2540. Ghuübert. Expression des puis- 
sances foumies par deuz altemateurs en 
parallele. B.T.P. 26. 107. 

2541. H. Linsenmann. Die elastische 
Linie des Grehäuses yon Drehstrom- 
maschinen mit großen Durchmessern. 
Z.S. 53. 245. 

2542. B. Strasser und /. Zemeck. Über 
phasewechselnde Oberschwingungen. 
A.P.L. (4) 20. 759. 

Siehe auch 1608; 1674; 2628; 2739; 
3008—45; 3497—99. 

Elektromotoren. 

2548, Ä, S. Morris. Electric motors: 
a brief outline of their history. 8. LI. 
18. 138. 

2544« Ä, HiUairet, Les motors ^lec- 
triques dans Tindustrie. B.S.F.P. 1905. 
151. 

2545. KnowUon. Synchronous motors 
in central stations. A.E.N.Y. 17. 15. 

2546« A. A. Kuznegov. primanenii 
Binchronnago dvigate^a v pribore d\ja 
izmerenija raznostei faz y cepjach pere- 
mennych tokov (Über die Anwendung 
des Synchrommotors zur Bestimmung 
der Phasenverschiebung in Wechselstrom- 
netzen). J B. P. C. 6. 34. 30. 

2547« Janides. Altemating current 
motor in indastrial serrice. J.I.E.E. 35. 
475; E.B. 56. 996. 

2548* Churton. Notes on altemating 
cntrent induction motors. E.B.N.Y. 47. 
818; E*B. 57. 706; E.E.C. 36, 590; P.W.L. 
7.980. 

2549« Butt. The induction motor 
as generator. E.E.L. 36. 91. 

2550. Bogers. Theory and testing 
of the polyphase induction motor. £. E. L. 
85. 662. 

2551« Doubrava. Single phase motors 
on polyphase Systems. E.B.N.T. 46. 274. 

2552« Cole. Single phase altemating- 
cuirent motors. KC. 42. 652. 

2558* Bhodes, A study of a single- 
phase series motor. T.Q. 18. 410. 



2554. Lamme. A single-plase motor 
of the class of alternating-current multi- 
polar machine. W.E. 36. 129. 

2555« Bote. Heating and sparking 
limits in variable speed motors. E.B« 
56. 665; J.LE.E. 35. 421. 
Siehe auch 2528; 2624; 2628; 2872— 73 t 
8046—98; 8484; 3496—97. 

Elektrische Beleaehtnng. 

2556. P. Weifi. Les progr^s r^cents 
de r^dairage ^ectrique. B.S.F.P. 1905. 
267. 

2557. J. A. Fletning. On the ratio 
between the mean spherical and the 
mean horizontal ' candlepower of incan- 
descent electric lamps. P.M. (6) 10. 208; 
P.P.S.L. 19.681. 

2558. E. F. Boeber. Thermodynamik 
der elektrischen Glühlampe. Z.B.W.B. 
11. 381. 

Siehe auch 1145; 2764; 3044—45; 
3094—96; 3548; 3562—63; 3731. 

Telephon« 

2559. G. de la Touanne. tia,t actuel 
de la t^^phone. B.S.F.P. 1905. 302. 

2biiO.C.Chierichetti. Telefoni. M.T.M. 
8. 246. 

2561. J. W. Gütay. Ezperimental- 
Untersuchung über die Möglichkeit einer 
Doppeltelephonie mittels unterbrochener 
Klänge. M.A.A. 9. Nr. 3. 

2562. A. Büü. Pupins System for 
ielefoneering paa större afstande. E. T.E. 
16. 19. 

2568» F. Savorgnan di Brazeä. La 
telefonia senza fili E.B. 15. 396. 
Siehe auch 942; 2594; 2744; 3097—99; 
3741. 

Telegrapheuweseu. 

2564. DevatuC'Charboneh L'ätude ex- 
pärimentale des transmissions t^^graphi- 
ques. G.B. 143. 215. 

2565. B. 0. Peirce. On the lenghth of 
the time of contact in the case of a 
quick tap on a telegraph key. P.A.Bo, 
42. 95. 

Drahtlose Telegraphie. 

2566. A. MofUd. SuUo stato attuale 
della radiotelegrafia. A.A.E.L 30. 82. 

2567. F. Savorgnan di Braezä. La 
telegrafia senza fili. E.B. 16. 387. 

2568. L. Poincare. La täl^graphie 
Sans fil. J.D.S. 1906. 36. 
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2569. A. Snby. BexproTolo6njj tele- 
graf (Dnhtloee Telegraphie). R.P.W. 
3. 18. 

2&70, £. Buiherford. Wiieleas tole- 
graphy. C.E.T 1902. 190. 

2571. Ä. Turpain. Les thteries de la 
Mägraphie saiu fil. B.S.C.I. 1901. 39 

8678« Q. Mßjorana. La telegrafia 
senia filo. R.I.B. 190S. A. 552. 

2678. P. Lanino. La telegrafia senza 
filo. B.E.T.B. 5. 120. 137. 

2574. J. Fleming. Hertzian wave 
wirelesstelegraphy. P.S.M. 68. 97; 193; 
362; 439; 551; 64. 63; 152. 

2^7^. A. Bull Afstemt gnisttelegrafi. 
E T.K. 16. 79; 87. 

2576, C. A, Tkome. Branly-Popps 
traadlOae telegrafBjBtem. E. T.K. 16. 147. 

2977« C. Dfguime. Über neue Appa- 
rate der drahtlosen Telegraphie. J.P. 
VF. 1904—05.43. 

2578. C. Dfguisnt. Über die Ent- 
sendung Yon elektrischen Wellen in der 
Wellentelegraphie. J.P.V.F. 1904—06. 
46. 

2579« C Deguisnt. über abgestimmte 
Wellentelegraphie. J.P.V.F. 1904—05. 
44. 

2580« G. W. Pieree. Experiments on 
resonance in wizeless telegraph circnits. 
P.R. 21. 367; 22. 159. 

2581. C. Tissot. £tade de la reso- 
nance des syst^mes d^antennes dans la 
telegraphie sans fil. A.C.P. (8) 7. 320; 
433. 

2582. C. Tissot, Ordre de ^randeur 
des forces eiectromotrices mises en 
jeu dans les antenned r^ceptrices. J.P. 
(4) 5. 181. 

2588. J. S. Sachs. Untersuchungen 
fiber den Einfluß der Erde bei der draht- 
losen Telegraphie A.P.L. (4) 18. 348. 

2584. Ö. Tissot Les mdthodes de 
mesure dans la telegraphie sans fil. 
B.S.LE. (2) 6. 319. 

Siehe auch 1145; 2563; 3103—13. 

KabeL 

25S5. H. Czopowski. Obliczenie lin 
drucianych pramj%cjch na ci^gnienie 
(über die Berechnung der Festigkeit 
eiserner gespannter Drahtseile). P.T.W. 
42. 13; 41; 75. 
Siehe auch 1370; 3097; 3114—18; 3608. 

Teehnologie. 

2586. T. Oliver. The diameters of 
twlstod threads. P.R.S.E. 25. 481. 



'. I 



2587. T. Oliver. The relation between 
take-up or contraction and denee of 
twist in twisted threads. P.R.8.E. 26. 
182. 

Siehe auch 659; 2782—86; 3314; 3420; 
3447; 3633.. 

Instnimeiiteiikiuide. 

2588. F. F. Lermantov. Pribor Giksa 
d^a lyasneniga na opjrte ^rincipa sochra- 
nen^a koU^estra dvüen^a (Apparat des 
Herrn Hicks zur Erkl&mng des Prinzips 
der Erhaltung der BewegungsgrOfie). J.B. 
P.C.G 34. 367. 

2589. W, ZurheOen. Die Untersuchung 
der Mikrometerschrauben in der Praxis. 

j A.N K. 172. 1. 

I 2590. Vanderpol. Nouveau dispositif 
I eiectromecanique d'embrajage et de 
changement de vitesse. M.o.L. (8) 2. 
' B. 99. 

; Siehe auch 297—99; 305; 308; 416; 575; 
2874. 

RotationBmasehliie. 

Siehe 405. 

Wagen. 

I 2591. D. van Gulik. Zur Bestimmung 
, des Verhältnisses der Wagenarme. Z.P. 
I 19. 102. 

2592. M. Marek. Aperiodische Wage 
I mit Hilfsfedem. Ö.Z.Z.O.M. 1. 5. 

I Siehe auch 3631. 

I 

Aknstisehe Instmiiiente. 

2598. X. Jacobson und W. CokI 
Über die Därstellnnff und Messung der 
I Schwingpingsamplituden ausküngender 
\ Stimmgabel mit Hilfe der Linearkine- 
j matographie. A.A.P.L. 1903 I 1. 
' 2594. A. Stefanini. Acumetro tele- 
fonico a solenoide neutro. N.C.P. (5^ 
1 10. 65. 

2595. H. Bouasse. Les gammes musi- 
cales au point de vue des physiciens. 
R.G.O. 17. 177. 

Siehe auch 936; 938; 940. 



Optisehe InBtramente. 

259<u F. Biske. Katoptrisches Okular. 
Z.S. 52. 425. 

2597. P. Lambert. Dispositif per- 
mettant de mettre simultanement plu- 
sieurs prismes au minimum de däviation. 
CR. 142. 1509. 
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2698. A. V, Beufi, Über BriUen. S.V. 
N.W. 46. 171. 

2599. A. Larsen. Das Aktmoskop. 
M.F.L. 2. 108. 

Siehe aach 969; 972; 1068—69; 1076; 
1164; 8686; 8664—66. 

Stereoskop. 

2600. H, G. Fourcade. On instrn- 
ment» for stereoscopio Bnrrejing. K. B. A. 
76. 821. 

2M1. M. Loehr. Die Ausdehnong 
des itereoBkopischen Bildes und seine 
ainngemäfie Einrahmung im Stereoskop. 
J.P.R. 19. 66. 

2602. A. Ekehnig. Ober monooulare 
Stereoskopie und direkte stereoskopLiche 
Projektion. J.P.E. 19. 108. 

Siehe auch 1162; 1822. 

Hikroekopie. 

2eOS. ü. Behn und W. Heuse. Zur 
Demonstration der Abbe*schen Theorie 
des Mikroskops. V.D.P.G. 8. 288. 

2604. A. Winkelmann, Zur Demon- 
stration der Abbe'schen Theorie des 
Mikroskops. A.P.L. (4) 19. 116. 

26<tö. L. Malaasez. Evaluation du 
pouYoir grossissant des objectifs micro- 
scopiques. CR. 141. 1004. 

2600. L. Mcdasuz, Evaluation de la 
puissance des objectifs microscopiques. 
C.E. 142. 773. 

2607. L. Malasset. Evaluation des 
distances foco-faciales des objectifs 
microscopiques. C.B. 142. 926. 

2M8. A. GemeUi. Le particelle ultra- 
microscopiche. R.F.M. 6. B. 397. 
Siehe auch 1064. 

Spektroskop. 

2e09. A, Schuster, The optics of the 
speciroscope. A.J.C. 21. 197. 

2610. H. Morris- Airey. On the re- 
Bolving power of spectroscopes. P.M. (6) 
11.414. 

Siehe auch 1860; 8668—69. 

Photometer. 

2611. P, Süß. Über die Ermittlung 
bez. Messung der Helligkeit auf Arbeits- 
pl&tzen. A.Z.B. 18. 26. 

2612. A. Tarsen, Ein Photometer 
für chemisoh wirksames Licht. M. F. L. 2. 
112. 

Siehe auch 3671—76. 



Thermlsehe iBstmmente. 

Siehe 1843. 

Thermometer. 

2618. M. W. Traversjm&A. G. C. Gwyer. 
Der Vergleich des Platinthermometers 
mit dem Normalthermometer zwischen 
444« und - 190» C, und Beobachtungen 
über konstante Temperaturen unterhalb 
des Schmelzpunktes des Eises. Z.P.C. 
«2. 437. 

Siehe auch 3732. 

Pyrometer. 

2614. TT. Nemst. Über die Hellig- 
keit glühender, schwarzer Körper und 
über ein einfadies Pyrometer. P.Z. 7. 
880. 

Bolometer. 

Siehe 8102. 

Elektrisehe Instrumente. 

2616. L, W, Austin. Detector for 
very small altematingcurrents and elec- 
trical waves. B.B.S^. 1. 486. 

2616. U. Martini, ün modelo dina- 
mico per le esperienze di Henry. N.G.P. 
(6) 11. 227. 

2617. DevouX'Charbomel. Emploi de 
r^ectro-diapason comme g^n^rateur de 
courants altematifs. CR. 142. 968. 

Siehe auch 1416; 1433; 1437; 1466; 
1619; 3146-48. 

Elektrisiermaschine. 

2618. J. JanuskeviS. nekotorych 
javlenijach nabljudaemych me2du polius- 
ami staliöeskoj elektri6eskoj masiny 
(Über einige Erscheinungen, welche 
zwischen den Polen einer elektrostatischen 
Maschine beobachtet werden). E.P. 23. 
201. 

Tolta'sehe SSnle. 

2619. P. A. Züov. Mechanism voltova 
fltolba (Mechanismus der Volta'schen 
Säule). R.P.W. 8. 271. 

Galvanische Elemente. 

2620. A. BeuterdaM. Electric storage 
batteries. C.M.N.Y. 21. 489. 

2621. F. Haber und A. Moser. Da« 
Greneratorgas- und das Kolbenelement. 
Z.E. 11. 593. 
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2622. M, Wildermann. Sur les piles 
actionneeg par la lami^re. J.C.P. 4. 10. | 

2628. M. Wüdermann. Yorlänfige 
Mitteilung über die durch Lichtwirko^ 
erzeugten galvanischen Elemente. Z. ' 
B.C. 62. 209. I 

Siehe auch 1371; 3119—21; 8600; 3606. i 

Kommutatoren. 

Siehe 3122—30. | 

Transformatoren. | 

2624. L. DowUi. Diagramma gene- 
rale per traeformatori a corrente alter- 
nativa e motori asincroni polifari. M. 
I.B. (6) 2. 269. 

2625. A. G. Hamard. TransformerB 
in parallel. E.T.L. 21. 86. 

2626. JVodteen. The multiple Operation 
of transfonners. E.R.N.T. 47. 868. 

2627. Sammett. Operation of trans- 
formera at varying ficequencies and vol- 
tages. E.R.N.T. 47. 48. 

2628. Bogen. Botaiy Converters and 
motor generators. W.E. 37. 62. 

2629. TT. C. Clintan. Note on the 
voltage ratio of an inverted rotaiy Con- 
verter. P.M. (6) 10. 160. 

Siehe auch 3131—40; 8501. 

Akkumulatoren. 

2660. Jumau. £tat actuel de Tindue- 
trie des accumulateurs. B.S.F.P. 1905. 
181. 

2681. U. Schoop, Sur la r<^partition 
du courant dans les accumulatenrs. S. 
F.P. 245—47. 22. 

Siehe auch 3141—44. 

Elektrigehe MeAingtmmente. 

2682. H. Bohn, Geschichtliche Ent- 
wicklung des Elektroskops. Z.L.L. 2. 130. 

2688. G. Lippmann. Sur une m^thode 

Sermanente de d^terminer la constante 
'un ^ectrodynamomätre absolu k Taide 
d'un ph^nomäne d'induction. C. B. 142. 69. 
2684. W. E. Sumpner. The theory 
ot phaeemeterd. P.P.S.L. 20.1; P.M. 
(6) 11. 81. 

2686. E, B. Bosa. Wattmeter me- 
tiiods of measuring power ezpended upon 
condensers and circuits of low power 
factor. B. B.S.W. 1. 883. 

2686. A. de Forest Palmer. An in- 
ihiotanooandcapacitybridge. P.R. 23.55. 
Hiohe auch 1435; 3150-61. 



Elektrometer« 

2687. H. FisOier. Cber die elektro- 
statischen Spannungszeiger. Eine ex- 
perimentelle Untersuchung über den Ein- 
nu8 der Lade- und Entlsulezeit auf die 
Angaben der Elektrometer. P.Z. 7. 376. 

2688. A. Kleiner. Über Elektrometer 
von hoher Empfindlichkeit. Y.N. Z. 51. 226 

2689. H. Betindorf. Über ein mecha- 
nisch registrierendes Elektrometer fnr 
lufkelektnsche Messungen. P.Z. 7. 98. 

Galvanometer. 

2640. P. O. Peirce. On the coirection 
for the effect of the counter electromo- 
tive force induced in a moving coil gal- 
vanometer when the Instrument ia used 
baUisticallj. P.ABo. 48. 161. 

2641. W. Einthoven. Sur le galvano- 
m^tre k corde. A.N. (2) 10. 414. 

2642. H. Abraham. GalvanomHre a 
cadre mobile pour courants altematifs. 
C.E. 142. 993; J.P. (4i 6. 676; S.F.P. 
246—47. 17. 

2648. B. 0. Peirce, A simple device 
for measuring the deflections of a minor 
galvanometer. P.A.Bo. 42. 173. 

2644. A. W. Smith. Damping of a 
ballistic galvanometer. P.R. 22. 260. 

2645. G. Gaiüard. Galvanometre 
optique k indications Inmineuses et pon- 
vant servir ä. Tenregistrement photo- 
graphique. S.F.P. 248. 4. 

Siehe auch 691; 1429; 1689. 

Magnettseke Instrumente. 

2646. A. H. Peake. A novel instrument 
for illustrating the magnetic propertiee 
of Fe. P.C.P.S. 18. 250, 

Siehe auch 1690; 2664. 

Indnktorien. 

2647. Jouve. Nouvel interrupteur uti- 
lisä pour la d^termination de la conduc- 
tance par la m^tbode de Kohliausch. E. 
P. 29. 69. 

2648. Fomm. Betrieb von Indnktorien. 
B.I.G.B. 1906. 898. 

Siehe auch 1693. 

Kompafi. 

2649. U. Meldan. Die magnetische 
Wirkung stromdurchflossener ebener 
Fl&chen und die Einwirkxmg der durch 
den eisernen Schiffskörper fließenden 
Ströme auf das Kompafifeld. A. H. 84. 347. 
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2650. C. Aridt Die magnetische Wir- 
kung der durch den eisernen Schiffs- 
körper fließenden elektrischen Ströme 
auf das Eompaßfeld. AH. 34. 343. 

2651. J, J. Thaudin-Chabot. Über den 
Ezsats des Schiffskompasses. D.V.N. 
77.64. 

2652. L. Mars. Wenken by het zieh 
Toordoen von groote plotselpge kom- 
passtoringen. D.Z.R. 27. 415. 

2658. H. Meldau. Über das neue 
Modell des Fluidkompasses. A. H. 34. 27. 

2654. M. H. Anderson. A method of 
obtaining the deviation of a compass in 
a fog. N.M.L. 74. 624. 

2655. F. Lauffer. Über den Zweck 
der Deviationskoeffizienten. A.H. 34. 182. 

2656. 0. Martienssen. Die Verwend- 
barkeit des Rotationskompasses als Er- 
satz des magnetischen Kompasses. P. Z. 
7. 585; A.K. 34. 56. 

2657. F. Lauffer. Ermittlung der 
Deviationskonstanten auf graphischem 
Wege. M.A.G.S. 33. 223. 

2658. H, Meldau. Über die Berech- 
nung der Koeffizienten der Deviations- 
formel aus gegebenen Betrachtungen. A. 
H. 33. 471. 

2659. S. Mars. Über die Anwendung 
der Flinderstangen bei der Kompensa- 
tion der Kompasse. A.H. 34. 331. 

Siehe auch 1648—44; 1933. 

Agtronomlsehe Instmmeiite* 

2660« Forman. Methode d'essai des 
objectifs astronomiques. B. S.A. F. 19. 408 ; 
500; 542. 

2661. Ä. E. Conrady. On the spheri- 
cal correction of object glasses. M.N. A. 
S. 65. 594. 

2662. A. E, Conrady. The optical 
sine-condition. M.N.A.S. 65. 501. 

2668. H. Renan. Resultats obtenus 
ponr la d^termination de 2 constantes 
instrumentales qui interviennent dans cer- 
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2666. E. KoMschiUter. Über die neuere 
Entwicklung der nautischen Instrumente. 
D.M.Z. 1906. 61; 73. 
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OBÖAN FÜR ANGEWANDTE MATHEMATIK. 
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LEIPZIG, 

DEÜCK UND VBELAG VON B. G. TEUBNBR. 

1907. 

mm^ GevenlregiBter sn Bud 1—50 der Zeitscliiift f&r Mathematik ud Physik. 
Bearbeitet Ten Professor Dr. E. WSlffin^, Stuttgart [XU «. 808 S.] gr. 8. geh. 
n. Mk« 15.^, in Leinwand geh. n. Mk. 16.— 



Verlag von B. G. Teubner In Leipzig und Berlin. 
Heinrich Burichardt, 

o. PfofMMr dar Mathematik a. d. UniTtniat Zflrioh. 

Vorlesungen über die Elemente 
Differential- und Integralrechnung > 

und ihre Aliwendung 

zur Beschreibung von Naturerscheinungen. 

Mit BS Figuren im Text [XI u, 262 8.] gr. 8. 1907. In Leinwand geb. n. .^ 6.— 

Die in diesen Yorleenngen gebotene DarsteUnng der Elemente der höheren 
Analjris ist ans den Bedürfiussen der Lehrtätigkeit des Antors entstanden. Die Zahl 
der an einer kleinen Universiiät wirkenden Lelurkräfte erlaubt nicht, den Unterricht 
der Mathematiker in diesen Elementen, von dem der Studierenden der Naturwissen- 
BchAften, insbesondere der Chemiker getrennt sn halten; daher muAte eine Darstellung 
gesucht werden, die den Bedür&issen beider Klassen so viel als möglich gerecht 
werden sollte. Einerseits mußte der Stoff den letzteren in für sie genießbarer Form 
dargeboten^ also anf Arithmetisieren verzichtet werden; andrerseits, durften doch auch 
die ersteren nicht in die^ Notwendigkeit versetzt werden, das, was sie in der elemen- 
taren Vorlesung gelernt haben, später wieder verlernen zu müssen. Diesem Ziele 
BBbe cn kommen ist durch sorgfältige Auswahl des Stoffes, ausfahrliche Entwicklung 
der fimdAmentalen Begriffe an Konkreten Problemen und verschiedene Abänderungen 
in der herkömmlichen Anordnung versucht worden. 

Entwicklungen nach oszillierenden Funktionen. 

Bericht, \ 
erstattet der deutschen Matheniatiker -Vereinigung. 

In Lieferungen, gr. 8. geh. 

Lieferung 1. [176 S.] 1001 ., n. JC 6.60. 

Lieferung 2. [S. 177—400.] 1902 |. . . n. ^ 7.60. 

Lieferung ». [S. 401—768.] 190d . . n. ^ 12.40. 

Lieferung 4. [S. 76a— 1072.] 1904 '. . , n. JCIQ,--- 

Lieferung 6. [8. 1073—1892.] 1906 n, JC 10.— 

▲na dem 0«l«ltwort »u Ltofeituig 6: 

ffluB TotUesend« Hefl bringt sunftchst den Bericht flbar die Einfdhrang der Methoden der trän. 
■ftelMliea ai*t|iemstbohen Fhyeik In England bii zum Auftreten Lord Kelvins, olao bli in dem Funkte» 
mit weldkflflk dieser AsiimilationeproseS als Abgesohlossen gelten kann. Yen da an schien mir die bis 
dahin fsetfehaltene sjnohronlsehe Bebaadlungsweise unzweckmäßig; ich habe daher angefangen, die ein- 
nliMB Zweige der mathematisohen Physik einzeln »u besprechen. So ist im Torliegenden Heft die Lehre 
Yon dier WärmeleAtung samt ihren physlkallsohen Anwendungen bis auf die Gegenwart verfolgt und eine 
eAtsprMheade Behandlung der Iiehre TOn der BlektrUitätsleitung begonnen, soweit sie von der allge- 
meJaai elaktromagnetisohen Theorie losgelöst werden kann. Das nitchste Heft soll dann diese su Ende 
fOluren and in entsprechender Weise die Probleme der Hydrodynamik and der ElastizitAt bsbAndebi, ein 
folgendes Optik and Eleklromagnetismas, das letsVe die mathematisohien Formulierangen.^ 

* 



Verlag von B. 6. TCUBNER in LEIPZIS. 
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8«ittt 
B&lilmaiin.LogarithvfMli-iilKOBOBMtriteb« nnd andre ftr Rechner nfitiUcbe Tafeln. 

TeoJT. WeriOMliter 160 

Sehveitier, Bednktionaknrren lur GaoA-Pogfenflorffwhen Splegelablcwng. Von 

r.WariOMlstar 1« 

Brnet, AbgekUnte Maltiplikationa-Reehentafeln. ton P. ^VerkMeiiter 1C2 

Tier- und iteüitollife LogaritlimentalUn. Von P. Werkmeiiter 163 

Stampfer, Seeh»ttelUge IogarltliBiteh.trisottometrtoche Tafeln. Von P. \l erknebUr 164 
Albreeht, Logarithiniacli*trlgonometrisehe Tafeln m. 6 Dezimalen. Von P. Wetkmeltter 164 

JVeiK BOdber 166 

JSingaauftne SOmften k * 1^1 

AbhandhmgmgisUr 190Ö--1906, Von E. WSlfÜBg in Stattgart 177 

BSr Zum Abdruck in den nftohsten Heften gelangeii Beiirilge der Herren: 
O. B«n;MU, ■. Blaalu, J. Bejke, IL Dlilell» K. BoeMemauiy A. Sserfr, ■. Unlion, A. Fiaacke, 
P. Friklleh, K. Fndu» n «leleh, B. QreiBer, A. firlnwald, A. lürpfer, K. Hemn, A. JaUns 
K. KmbI» B. Hehmke, B« «cldeU, 0. HelBner, B. t. Hiaea, B* HlUer, F« KaBbaai^ A. t. Ober- 
«Mfer, C Bnge, W. Bebeafeley Fr. SeUlllnf , 1. BchaSekely Fr. Schar, B. SkaUch, A. Somaier. 
feld, P.SÜekel« B-BtiMer, J.Thleme, B. Teile, Th.Vahlea, F. Werkmeltter,. K. WIeghardt, 
A.Wmera, €. W.Wirts, K.W€lfaB9. V 



Spezial^FabiPik: füv Holzgeliftusel 

^Iftr elektroteebniselie Sehwaohstrom- Apparate • 
ffir pbysikaliaehe und meteorolo^sche Apparate 

fftr BeohenmaseliiBeii 

ffir elektrisQke Uhren, aBcb Bnndralunen-Qeh&iiBe' 
fOr Tiflclmlirea (BBgliseliea'^Stebgeli&iiBe) etc. eto. 
fiibiiziexen nach eingesandten Originalmustckn oder Zeichnangen in tadelloser Anafahrung 

SoliwarwirUder Holswarenf abrik 
Kamltz & Sti^atz, Furtip^angen !• B. 5; 




Verlag von J, S^TEUBHEB in LEIPZI6 und BERLIN. 

Projective differential geometry of curves 
and ruied surfaces 

E. J. Wilczynskl, a. m. ph. d. ^ 

Beioarch Aatooiate of the Carnegie Institution of Washington, 
AMiataat ProfeMor of Mathematics at th» Univenity of Cal.forula 

[Vm, 298 p.] 1906. Cioth: UK 10.— 

Diltereiitial geometry in tho hands of Monge, OanB and their euccesson wai concerned almovt 
«c<?lusiT«^ wtth netrical propertiea. The mo«t important oontribntiohi toward a 0j8t«inatic projective 
differeatial seopaetary are the papere of Ualphen on the differential invariauts of plane and spaco curves, 
and thoae of the anthox on ruled snrfaees. Is tiie preeent treatise these investigations havo Leen 
eollactad in a tyitematio fashion snbjeotod to a new and nniform method of treatment, and are now 
pi«Mntod to the pahlio in tlieir entirety. Projective differential geometry, as a separate and dlstinct 
snbjeet, now^ appean for the flrst time. AualytlcaUy, the theory of invarianU of Unear difforeutitkl 
oqnatioiu ii the fonnda^n of the projective theory of cnrvee, so that a brief skctch of Lie's theory of 
ooatinaou gronpa is foUowed by a detaiied account of the invariante and covariants of linear differontiAl 
•qnstloiu. The genermlizatlon of this theory of invarianta to a System of differential eqnatious gives 
rlso to the theoxy of mied snrfaoes. The main divisions of the book arise natnrally as a oonseqneuce 
of thir method of treatment. 



VEBLAG VON B.G.TEÜBNEB IN LEIPZIG UND BERLIN 

WÜLLNERS LEHRBUCH DER 
EXPERIMENTALPHYSIK 

IN SECHS'KR VERBESSERTER AUFLAGE ERSCHIEN: 

''^ EßSTEE BAND 

ALLGEMEINE PHYSIK UND AKUSTIK 

BJSAKBSITBT VON , 

A. WÜLLNER UND A. HAOENBACH 

MIT 883 Or DEM TBXT OEDRUOKTEK ABBÜtDUMQBN UND FFQUBEM 

[XIV u. 1068 S.] gr. 8. 1907. geh. a. UfC 16.— , in Halbfrans gc^. n. JK 18.— 

Frfiher erschienen: 

IL Band. Die Lehre von der Wlrme. 6. Auflage. Mit 181 Abbildungen und Figomn 
im Texi [XI xl 986 S.] gr. 8. 1896. geh. n. UK 12 .— , in Halbfranz geb. n. UH 14. — 

HL Band. DleLehrevomlltORetitinMHiid von der Elektrliitit mit einer Einleitung: Grnnd- 
xflge der Lehre Tom PotentiaL 6. Auflage. Mit 841 Abbildungen und Figuren im 
Texi [XV u. 1416 8.] gr. 8. 1891, geh. n. UK 18.— , in Halbfranz geb. n. JL 20.— 

IV. Band. Die Lehre vor der Strahlano. 6. Auflage. Mit 299 Abbfldungen und 
Fifforen im Text und 4 lithographierten Tafeln. [XH u. 1048 S.] gr. 8. 1899. 
geh. n. jlC 14.—, in Halb£ranz geb. n. JC 16.— 



Bei gleichzeitigem Bezüge aller 4 Bfiiide ermäßigt sich der Greeam^reis 
dea Werkes geh. auf n. .iK 44.— , in Halbfranz geb. auf n. *4f 60.— 



Die wiaeenflchafüichen Vorzüge dieses reich ausgestatteten Lehrbueheo sind 
von der Kritik einstimmig anerkannt wprden. Das Werk hat sieh die Aufgabe 
gestellt, einerseits die physikalischen Lehren in weiteren Kreisen bekannten machen, 
andererseits denen, die tiefer in das Oebiet des physikalischen Wissens eindringen 
wollen, als Vorschule zu dienen; es hat c^ber, ohne den ersten Zweck außer acht 
KU lassen, die zweite, wissenschaftliehe Aufgabe mehr ins Auge gefaßt, als dies 
von den verbreitetsten Lehrbüchern der Physik bis jetzt geschehen i^ In der 
vorliegenden sechsten Auflage des ersten Bandes ist an dem Gharakter des 
Werkes nichts geändert. 8ie sucht den neueren Arbeiten gerecht zu werden, die 
bis zum Jahre 190ß. berücksichtigt sind. Das Buch soll unter dem steten Hin- 
weise auf die Originalarbeiten eine Übersicht geben über den augenblicklichen 
Stand der experimentellen Physik und über die theoretischen Auffassungen, su 
denen die Physik zurzeit gelangt ist Nur auf eine, wie wir glauben, nicht un- 
wesentliche Verbesserung nach der historischen Seite möge hingewiesen werden: 
bei den Zitaten der einzelnen Arbeiten halben die Verfasser die Zahl des be- 
treffenden Erscheinungsjahres hinzugefügt, so daß hierdurch auch eine Übersidht 
der historischen Entwicklung der Physik gegeben ist, 

ffierzu Beilagen von B. G. Tenbner in Leipzig, die wir der Beachtung 
unserer Leser bestens empfenlen. 
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